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Prefacio

Este livro retine notas de aula resumidas e organizadas sobre a solu¢ao numérica de
equagoes diferenciais, com uma énfase especial nas técnicas aplicadas a fisica computacional.
Ele foi projetado para atender tanto estudantes de graduacao quanto de pds-graduacao,
fornecendo uma base solida e pratica nas principais técnicas numéricas utilizadas no estudo
de sistemas fisicos. O objetivo central é garantir que o leitor adquira uma compreensao
essencial dessas técnicas, destacando tanto o raciocinio tedrico quanto a implementacao
pratica, sempre com foco na aplicacao a problemas fisicos tipicos enfrentados no ambiente
académico e profissional.

O contetdo do livro esta estruturado para oferecer, de forma clara e acessivel, uma fun-
damentacao tedrica, seguida por orientacoes detalhadas sobre como aplicar esses métodos
na pratica. Cada técnica apresentada é acompanhada de exemplos praticos que demonstram
sua utilidade na resolucao de problemas reais. Isso permite que o leitor nao apenas com-
preenda os conceitos abstratos envolvidos, mas também tenha a oportunidade de ver como
esses conceitos podem ser usados diretamente para abordar questoes concretas em diversas
areas da fisica.

Embora os cédigos apresentados ao longo do livro estejam escritos na linguagem de
programacao C, é importante destacar que os métodos descritos sao independentes de
linguagem. Eles podem ser facilmente adaptados e implementados em outras linguagens
amplamente utilizadas na comunidade cientifica e de engenharia, como Python, Fortran,
MATLAB, entre outras. A escolha da linguagem de programacao utilizada dependerd das
preferéncias individuais do usuéario, do contexto académico ou das necessidades especificas
de cada projeto. O uso de C neste material reflete a popularidade e a eficiéncia dessa lin-
guagem em aplicacoes de alto desempenho, algo especialmente relevante em simulacoes de
grande escala na fisica computacional.

As notas de aula foram elaboradas para focar nos aspectos mais importantes de cada
técnica numérica. Isso garante que o leitor compreenda nao apenas o ”como”, mas também
o "porqué” por tras de cada método, promovendo uma compreensao profunda que € essen-
cial para a aplicacao eficaz dessas ferramentas em contextos diversos. A pratica da im-
plementacao de algoritmos em cddigos de computador é uma habilidade crucial para o
desenvolvimento de novas solugoes para problemas complexos, seja na pesquisa cientifica ou
no mercado profissional.

O texto apresenta diversas aplicagoes praticas de técnicas numéricas, com muitos ex-
emplos voltados para temas contemporaneos da fisica da matéria condensada, mecanica
estatistica, mecanica classica, biofisica, entre outros. Mesmo que o aluno nao tenha um
conhecimento profundo em tépicos avancados, como a localizacao de Anderson, mecanica
quantica ou potenciais nao-lineares, ainda ¢ possivel aproveitar o material focando na solucao
numeérica das equacoes diferenciais que surgem ao longo das discussées. A énfase na abor-
dagem computacional permite aplicar métodos numéricos para resolver problemas com-
plexos, sem exigir o dominio completo dos conceitos fisicos subjacentes.

Ao final, espero que este livro se torne uma fonte valiosa de aprendizado continuo e
uma referéncia pratica indispensavel para aqueles que se dedicam ao estudo e a aplicacao
de métodos numéricos na fisica. Seja vocé um estudante em busca de uma melhor com-
preensao ou um pesquisador procurando solu¢oes computacionais eficientes para problemas
complexos, este material foi desenvolvido para oferecer uma base sélida e uma perspectiva
pratica que o acompanhard em sua jornada através da fisica computacional.
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0.1 Introducao

As equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) desempenham um papel central e
indispensavel na modelagem de uma ampla gama de fenomenos em diversas
areas do conhecimento, como fisica, quimica, biologia, economia e muitas
outras. Essas equacoes sao responsaveis por descrever como uma quantidade
varia em funcao de outra variavel, que, em muitos casos, é o tempo. Assim,
elas sao essenciais para a compreensao de sistemas dinamicos, permitindo que
se preveja o comportamento futuro de um sistema com base em informacoes
sobre seu estado atual. Um exemplo cldssico de aplicacao das EDOs esta
no estudo do movimento de uma particula sujeita a forcas externas, onde as
equacoes descrevem como a posicao e a velocidade da particula mudam ao
longo do tempo. Outros exemplos incluem o crescimento de populagoes, onde
as EDOs sao utilizadas para modelar o aumento ou diminui¢ao de individuos
em uma populacao ao longo do tempo, e a propagacao de doencas infecciosas,
onde descrevem como o numero de infectados evolui em uma determinada
comunidade.

Além disso, processos fisicos como o decaimento radioativo e a trans-
feréncia de calor também sao descritos por EDOs, sendo fundamentais para
o entendimento desses fenomenos. Embora algumas equacoes diferenciais
possam ser resolvidas de maneira analitica, ou seja, com uma solugao exata
expressa por meio de fungoes matematicas conhecidas, muitos dos problemas
praticos de interesse sao mais complicados. Em geral, esses problemas en-
volvem equacoes diferenciais nao lineares ou sistemas acoplados de equagoes,
o que significa que suas variaveis estao inter-relacionadas de maneira com-
plexa. Nessas situacoes, encontrar uma solucao exata pode ser impossivel
ou extremamente dificil, o que faz com que métodos analiticos nao sejam
viaveis.

Em muitos cenarios, as solugoes numéricas tornam-se indispensaveis para
abordar problemas complexos, onde as equagoes diferenciais ordinérias (EDOs)
nao podem ser resolvidas de forma analitica. Esse tipo de abordagem é
crucial para obter solucoes aproximadas que permitam entender e prever o
comportamento de sistemas dinamicos que seriam inacessiveis por métodos
tradicionais. A importancia das solugoes numéricas é especialmente evidente
em situacoes onde o sistema envolvido ¢ altamente nao linear ou composto
por multiplas equagoes interconectadas, como em sistemas acoplados ou com
condicoes de contorno complicadas. Um exemplo tipico é o estudo da me-
teorologia, onde a evolucao do clima e de padroes atmosféricos depende de
um grande numero de varidveis interdependentes. As equacoes que regem
esses fenomenos sao muito complexas para serem resolvidas de maneira ex-
ata. Da mesma forma, na astrofisica, a simulagao da dinamica de corpos
celestes, como estrelas, planetas e sistemas de galaxias, requer o uso de
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solucoes numéricas para lidar com as equacoes diferenciais que descrevem
suas interagoes gravitacionais e suas trajetorias ao longo do tempo.

Outro exemplo de extrema importancia é encontrado em simulacoes de
engenharia, como o projeto de aeronaves, pontes e estruturas civis, onde
as equacoes que descrevem as forcas, tensoes e deformacoes atuantes em
materiais e componentes sao altamente nao lineares. Sem a possibilidade de
calcular solucoes analiticas, as solugoes numeéricas sao o nico caminho para
prever o comportamento de uma estrutura sob diferentes condicoes de carga,
garantindo a seguranca e a eficacia de seu projeto.

No campo da biologia e da medicina, as equagoes diferenciais também
modelam fenomenos complexos, como a propagacao de doencas infecciosas
em uma populacao ou o comportamento de redes neurais no cérebro. Em
muitos casos, esses modelos envolvem muiltiplos parametros que variam no
tempo e no espaco, tornando invidvel a obtencao de uma solucao exata. As
solucoes numéricas, nesse contexto, fornecem previsoes que podem ajudar
na elaboracao de politicas de satide publica ou no desenvolvimento de trata-
mentos médicos.

Além disso, na fisica quantica e na mecanica estatistica, a modelagem
de sistemas com muitos corpos, como atomos em um material sélido ou
particulas em uma simulacao de fluido, requer o uso de solugoes numéricas
para resolver as equacoes diferenciais associadas a funcao de onda e a dis-
tribuicao de particulas. Essas simulagoes permitem prever o comportamento
de materiais em nivel microscopico e sao essenciais no desenvolvimento de
novas tecnologias e materiais avancados.

Portanto, as solucoes numéricas, longe de serem meros instrumentos aux-
iliares, sao essenciais para a compreensao de fenomenos reais em diversos
campos, oferecendo uma maneira poderosa de explorar sistemas complexos
e fornecer previsoes praticas onde métodos tradicionais falham.

0.1.1 Tipos de Métodos Numéricos

Diversos métodos numéricos foram desenvolvidos para resolver equagoes difer-
enciais ordinarias (EDOs), e cada um apresenta diferentes niveis de precisao,
complexidade e eficiéncia computacional. Dependendo da natureza do prob-
lema, certos métodos sao mais adequados, oferecendo solugoes que equilibram
entre simplicidade e precisao, ou que permitem a resolucao de problemas
complexos com maior eficiéncia. Entre os métodos mais amplamente utiliza-
dos, destacam-se:

Método de Euler: Este é o mais simples dos métodos numéricos e
serve como uma introdugao para resolver EDOs. Ele utiliza aproximacoes
lineares, ou seja, a inclinacao da curva no ponto atual ¢é utilizada para pro-
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jetar o préoximo ponto. A simplicidade do método de Euler torna-o facil
de implementar e computacionalmente barato, mas sua precisao é limitada,
especialmente em problemas onde o comportamento da solucao é altamente
nao linear ou oscila de maneira significativa. Devido a essa baixa precisao, o
método de Euler é mais usado para problemas simples ou como uma primeira
aproximagcao para métodos mais sofisticados. Ele pode ser 1til em modelos
de crescimento populacional basico, onde os parametros sao conhecidos e
constantes, mas onde a precisao nao é tao critica.

Método de Runge-Kutta de 42 ordem (RK4): Este é um dos
métodos mais populares e amplamente utilizados. Ele proporciona um exce-
lente equilibrio entre precisao e eficiéncia computacional, sem ser excessiva-
mente complexo. O RK4 calcula a solugao em um ponto considerando quatro
estimativas intermediarias, o que permite uma precisao muito maior do que
o método de Euler. Este método é amplamente aplicado em problemas de
mecanica classica, simulacoes de sistemas dinamicos, circuitos elétricos e em
muitas areas da engenharia. Sua eficiéncia o torna adequado para uma vasta
gama de aplicacoes, desde a analise de sistemas de controle até simulacoes
em fisica computacional.

Métodos de Runge-Kutta de alta ordem (62 e 82 ordem): Para
problemas que exigem uma precisao ainda maior, como em simulacoes de
longo prazo ou em sistemas altamente sensiveis a pequenas mudancas nas
condigoes iniciais (exemplo tipico em estudos de caos e turbuléncia), os
métodos de Runge-Kutta de ordem superior sao uma excelente escolha. Esses
métodos aumentam a precisao ao custo de maior complexidade computa-
cional, reduzindo drasticamente o erro acumulado ao longo de muitos passos
de tempo. Eles sao particularmente tteis em areas como astronomia, onde
simulacoes de 6rbitas planetarias precisam ser extremamente precisas, ou em
fisica de particulas, onde erros acumulados podem alterar a interpretacao dos
resultados.

Método de Taylor é outro método numérico importante para a solucao
de EDOs, que se baseia na expansao em série de Taylor da funcao solucao
em torno de um ponto conhecido. Ao incluir os termos de ordem superior
da série de Taylor, o método oferece uma precisao crescente a medida que
mais termos sao adicionados. A vantagem do método de Taylor estd em
sua capacidade de capturar o comportamento local da solucao com alta pre-
cisao, o que o torna especialmente 1til em problemas onde a funcao e suas
derivadas de ordem superior sao conhecidas ou podem ser calculadas facil-
mente. Esse método é aplicado em problemas onde a precisao é importante
em uma regiao especifica, como na simulacao de trajetorias de satélites ou

4



na analise de sistemas controlados, onde pequenas variagoes nas condicoes
iniciais podem levar a grandes diferencas nos resultados finais. Contudo,
devido a necessidade de calcular derivadas de ordem superior, o método de
Taylor pode ser computacionalmente intensivo, limitando seu uso a situacoes
onde esses calculos sao viaveis.

Método de Verlet: Muito utilizado em simulacoes de dinamica molec-
ular e problemas de mecanica classica, o método de Verlet é uma escolha
natural quando a conservacgao de energia é fundamental para a precisao da
simulacao, como em sistemas de particulas. O método é especialmente eficaz
em sistemas onde as forcas derivadas de potenciais sao conhecidas e onde
o comportamento a longo prazo precisa ser analisado, como em simulacoes
de materiais, interacoes moleculares ou na simulacao de sistemas planetarios.
Devido a sua capacidade de preservar as propriedades energéticas do sistema,
ele é amplamente empregado na simulacao de gases, liquidos e solidos.

Métodos Multistep: Diferentemente dos métodos de passo tnico, os
métodos multistep, como os de Adams-Bashforth e Adams-Moulton, utilizam
informacoes de multiplos pontos anteriores da solucao para prever o proximo
valor. Isso permite que os métodos multistep atinjam uma maior precisao
sem exigir passos de tempo muito pequenos, o que pode ser computacional-
mente custoso. Esses métodos sao particularmente tteis em problemas onde
é necessario realizar simulagoes em longo prazo, como na previsao climatica
ou na dinamica de sistemas financeiros, onde a eficiéncia computacional é
crucial para lidar com a quantidade de dados e as exigéncias de precisao.

Métodos de Diferencas Finitas: Utilizados principalmente para re-
solver EDOs de ordem superior e equagoes diferenciais parciais (EDPs), os
métodos de diferencas finitas aproximam as derivadas por meio de valores
discretos da funcao em uma malha de tempo ou espaco. Eles sao muito em-
pregados em problemas de fronteira e em sistemas com geometrias complexas,
como em analises de transferéncia de calor, fluxo de fluidos e problemas de
elasticidade estrutural. Aplicacoes tipicas incluem a modelagem de estru-
turas de edificios, simulacoes de fluxo de calor em motores, ou na solucao de
equagcoes que descrevem a difusao de poluentes no meio ambiente.

Métodos para Equacgoes Estocasticas: Em muitos sistemas fisicos,
biologicos e econdomicos, a incerteza ou a aleatoriedade desempenham um
papel crucial. Para esses sistemas, as equagoes diferenciais estocasticas
(EDESs) descrevem a evolugao temporal com um componente de ruido, como
o comportamento de mercados financeiros ou o movimento browniano de
particulas. Métodos numéricos adaptados, como o método de Euler modifi-
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cado para estocastica, sao usados para lidar com essas flutuacoes aleatorias.
Aplicagbes comuns incluem simulagdes financeiras (como a modelagem de
pregos de ativos) e em biologia, para simular sistemas onde o comporta-
mento é influenciado por variagoes aleatérias no ambiente ou nas condicoes
iniciais.

Cada um desses métodos tem suas vantagens e desvantagens, sendo mais
adequado para tipos especificos de problemas. Métodos de passo tinico, como
o de Euler ou RK4, sao tuteis em simulacoes de curto prazo ou problemas
de baixa complexidade, enquanto métodos multistep ou de alta ordem sao
preferidos em simulacoes de longo prazo ou em sistemas sensiveis, onde a
precisao € critica. Os métodos de diferencas finitas sao particularmente
uteis para resolver problemas de fronteira e geometria complexa, enquanto
os métodos estocasticos sao essenciais para a modelagem de sistemas onde a
incerteza é um fator inerente.

0.1.2 Estabilidade e Precisao

Dois aspectos cruciais no desenvolvimento de solucoes numéricas para EDOs
sao a estabilidade e a precisao. A precisao de um método numérico refere-se
a proximidade da solucao calculada em relacao a solucao exata, enquanto a
estabilidade esta relacionada a capacidade do método de lidar com pequenas
variacoes nos dados de entrada ou no proprio calculo, sem amplificar erros
ao longo do tempo.

Métodos como o de Euler sao conhecidos por sua baixa estabilidade e
precisao, especialmente para problemas ”rigidos” (stiff), onde diferentes es-
calas de tempo coexistem no mesmo sistema. Nesses casos, métodos mais
sofisticados, como os Runge-Kutta de alta ordem ou métodos implicitos, sao
preferiveis. Além disso, a escolha do tamanho do passo (At) é critica. Passos
menores aumentam a precisao, mas também aumentam o custo computa-
cional, sendo essencial encontrar um equilibrio entre eficiéncia e exatidao.

0.1.3 Aplicacoes de Solucoes Numéricas de EDOs

As equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) e suas solugoes numéricas sao
ferramentas essenciais em varias areas do conhecimento, sendo cruciais para
modelar e entender a dinamica de sistemas complexos. Essas equagoes de-
screvem como as variaveis de um sistema mudam ao longo do tempo ou
em relacao a outras variaveis, e seu uso ¢ disseminado em contextos onde o
comportamento evolutivo é fundamental. Abaixo estao algumas aplicacoes
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detalhadas de EDOs em diferentes campos:

e Fisica: Em fisica, as EDOs sao usadas para modelar sistemas dinamicos
em escala macroscépica e microscopica. Por exemplo, o movimento de
planetas e satélites é descrito por EDOs que envolvem forcas grav-
itacionais, onde as solugoes numeéricas sao necessarias devido a com-
plexidade das interacoes. Simulacoes de dinamica molecular também
se beneficiam dessas equacoes, permitindo prever o comportamento de
atomos e moléculas em um sistema fisico. Além disso, EDOs sao funda-
mentais no estudo de sistemas oscilatérios, como o péndulo simples ou
sistemas mais complicados, como péndulos acoplados e ressonancias,
onde solucoes exatas nem sempre sao possiveis.

e Engenharia: Na engenharia, as EDOs sao amplamente utilizadas
para modelar e projetar sistemas de controle, onde o comportamento
dinamico de sistemas mecanicos ou elétricos precisa ser regulado. A
analise de circuitos elétricos, por exemplo, envolve EDOs para descr-
ever a variacao de corrente e tensao ao longo do tempo em resposta a
sinais externos. Além disso, em processos de transferéncia de calor e
massa, como em trocadores de calor ou reatores quimicos, as EDOs per-
mitem prever como o calor ou substancias se difundem em sistemas com
geometrias complexas. Aqui, métodos numéricos sao indispensaveis
para lidar com a natureza nao linear desses fenomenos.

e Biologia: Na biologia, as EDOs sao aplicadas para entender a dinamica
populacional e interacoes entre espécies em ecossistemas. Por exemplo,
modelos de predador-presa, como o modelo de Lotka-Volterra, sao re-
solvidos numericamente para prever oscilacoes populacionais ao longo
do tempo. No campo da epidemiologia, as EDOs sao fundamentais
para modelar a propagacao de doencas, permitindo prever o numero
de infectados ao longo do tempo com base em parametros como taxa
de transmissao e recuperacao. Além disso, redes ecolégicas e sistemas
biolégicos mais complexos, que envolvem interacoes entre muitos organ-
ismos ou processos internos, frequentemente exigem métodos numéricos
para analise.

e Economia: Em economia, as EDOs desempenham um papel impor-
tante na modelagem de sistemas dinamicos, como a evolucao dos precos
de ativos, taxas de juros e inflacao. Por exemplo, modelos de cresci-
mento economico ou de controle de politicas monetarias muitas vezes
envolvem a solucao de EDOs para entender a dinamica de longo prazo
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de variaveis macroeconomicas. A imprevisibilidade dos mercados fi-
nanceiros também pode ser modelada por EDOs, onde fatores externos

introduzem variabilidade e tornam a resolucao numeérica uma necessi-
dade.

e Quimica: No campo da quimica, as EDOs sao usadas para descrever
o comportamento de reagoes quimicas e processos cinéticos. Mode-
los que envolvem reacoes em série ou paralelas, onde as concentragoes
de reagentes e produtos mudam ao longo do tempo, sao resolvidos
numericamente, especialmente quando existem maultiplas etapas rea-
cionais ou condicoes iniciais complexas. Em quimica quantica, por
exemplo, a modelagem de dinamicas moleculares e transigcoes entre es-
tados eletronicos também depende fortemente de solucoes numéricas.

O uso de solugoes numéricas para EDOs se torna crucial em cenarios onde
a complexidade dos sistemas supera as capacidades de uma solucao analitica.
Essas técnicas fornecem meios de simular o comportamento temporal de sis-
temas dinamicos, permitindo explorar profundamente fenomenos naturais e
tecnolégicos em diversas areas. Com isso, os métodos numéricos oferecem
uma compreensao detalhada e previsoes precisas para sistemas que, de outra
forma, seriam inacessiveis ao estudo tradicional.

0.1.4 Referéncias

Para aprofundamento no estudo das solugoes numéricas de EDOs, as seguintes
referéncias sao recomendadas:

e Atkinson, K., Han, W., & Stewart, D. E. (2009). Numerical Solution
of Ordinary Differential Equations. Wiley.

e Butcher, J. C. (2008). Numerical Methods for Ordinary Differential
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0.2 Método de Euler

O método de Euler é um dos métodos numéricos mais simples e amplamente
utilizados para resolver equagoes diferenciais ordinérias (EDOs). Sua abor-
dagem baseia-se na utilizagao da derivada em um ponto inicial para estimar
o valor da funcao no préximo ponto, utilizando uma aproximacao linear lo-
cal. A simplicidade do método o torna uma excelente escolha introdutéria,
embora sua precisao dependa diretamente do tamanho do passo utilizado.
Consideremos uma equacao diferencial ordinéria da forma:

y/(t) - f(tv y)v y(t()) = Yo,

onde 9/(t) representa a derivada de y(t) em relagdo a t, f(¢,y) é uma
funcao que define a dinamica da EDO, e 1y, é a condicao inicial no tempo t.
O método de Euler estima a solucao em um intervalo de tempo subdividido
em pequenos passos At, realizando a seguinte aproximacao recursiva:

Yn+1 = Yn + Atf(tTm yn)u

onde At é o tamanho do passo, ¥y, é a aproximagao numérica de y(t,),
e t, = tog + nAt. O método, portanto, calcula o valor de y em cada novo
ponto t,.1, utilizando o valor no ponto anterior ¢, e a inclinacao da curva
dada por f(t,,y,). Agora, consideremos um exemplo simples de uma EDO
linear definida por:

y'(t) = —2y(t), y(0) =1,

que descreve uma taxa de decaimento exponencial de y(t). Para aplicar
o método de Euler, escolhemos um tamanho de passo At = 0.1. Nosso ob-
jetivo é encontrar uma solugao aproximada para y(t) nos valores de ¢ entre
0 e 1. O procedimento consiste em calcular vy, a partir de y,,, conforme a
férmula dada, em cada passo de tempo sucessivo. Ao aplicar o método de
Euler, devemos lembrar que sua precisao depende do tamanho de At: passos
menores proporcionam uma maior precisao, porém a custa de mais iteragoes,
enquanto passos maiores podem introduzir erro significativo, especialmente
para equacoes com solucoes rapidamente variaveis. A seguir, apresentamos
a implementacao em linguagem C para a solucao aproximada desta EDO:



#include <stdio.h>

double y, h, t;
int n, N;

int main() {

y = 1.0; // valor inicial de y(0)

h=0.1; // tamanho do passo

t = 0.0; // tempo inicial

N = 10; // nimero de iteragdes (0 a 1 com passo 0.1)

// Loop do método de Euler
for (n = 0; n < N; n++) {

printf("t = %1f, y = %1f\n", t, y);
y=y+hx (-2x*xy); //y &) =-2y
t =t + h;

}

return O;

Neste codigo, utilizamos uma aproximacao simples do método de Euler
para resolver a EDO. Inicialmente, a variavel y é definida com a condigao
inicial y(0) = 1, e o tempo t comega em zero. O programa avanga com
n_steps iteragoes, em cada uma das quais o valor de y é atualizado usando
a equagao de Euler y,11 = y, + At - (—2y,), correspondente a EDO dada.
Cada iteracao exibe o valor de t e y, permitindo acompanhar a evolucao da
solucao aproximada ao longo do tempo. Ao final do processo, temos uma
estimativa numérica de y(¢) no intervalo especificado. Esse exemplo simples
ilustra o poder do método de Euler para resolver EDOs de forma iterativa,
aplicando um procedimento numérico direto, embora relativamente sensivel
ao tamanho do passo e a natureza da equacao em questao.

0.3 Solucao Numérica da Equacao da Massa-
Mola com Resisténcia do Ar: Método de
Euler

Neste exemplo, vamos resolver numericamente a equacao diferencial que de-
screve o movimento de um sistema massa-mola com resisténcia do ar. Este
sistema é governado pela segunda lei de Newton e resulta em uma equacao
diferencial de segunda ordem, dada por:

d’x
m—s = —kx — P,
dt? P
onde: - x(t) é a posigdo da massa como funcao do tempo t, - v = Z—f é a
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velocidade da massa, - k é a constante eldstica da mola, - 8 é o coeficiente
de resisténcia do ar (dissipagao), - m é a massa do objeto.

A equacao acima modela a dinamica de um sistema oscilatério onde, além
da forca restauradora da mola, ha uma forca de resisténcia proporcional a
velocidade, que representa a resisténcia do ar. Para resolver essa equacao
diferencial de segunda ordem, é 1til reescrevé-la como um sistema de duas
equacoes diferenciais de primeira ordem.

Podemos expressar o sistema como:

dx

%:’U

m@ = —kx — fv,

dt

onde a primeira equacao define a relacao entre a velocidade v e a posicao
x, e a segunda equacao descreve a aceleracao da massa, levando em conta
tanto a forca restauradora da mola quanto a forca de resisténcia do ar.

Para resolver numericamente esse sistema de equacgoes diferenciais, apli-
camos o método de Euler, uma abordagem simples que utiliza uma aprox-
imacao linear para atualizar as variaveis x e v em pequenos incrementos de
tempo At.As equacoes aproximadas no método de Euler para atualizar x e
v a cada passo de tempo n sao:

Tp4+1 = Ty + At - Un

Upt1 = Uy + At - (—kxn — an)

m

Aqui: - x, e v, sao as aproximagcoes da posicao e velocidade no tempo t,,
- Tpe1 € Uy SA0 as aproximacoes no tempo t,1 = t, +At, - At é o tamanho
do passo de tempo utilizado para avancar a solucao.

A cada passo At, a posicao x é atualizada com base na velocidade v, e a
velocidade v é atualizada usando a forca total que age sobre a massa, que é
a soma da forca restauradora da mola —kx e a forca de resisténcia —fv.

Para implementar essa solugao, usamos o método de Euler em um pro-
grama que itera por pequenos intervalos de tempo, atualizando z e v em
cada passo. O resultado serd a trajetoria z(t) e a velocidade v(t) ao longo do
tempo. A seguir, um codigo em C poderia ser utilizado para implementar o
método de Euler. O cédigo calcula a posicao e velocidade da massa a cada
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passo de tempo e salva os resultados em um arquivo para analise posterior.
O arquivo de saida, chamado resultados.dat, contém os valores de ¢, z(t)
e v(t) para visualizagao e interpretacao da evolugao do sistema.

Este método oferece uma maneira simples de simular sistemas dinamicos
reais, como um oscilador com resisténcia, mesmo quando uma solucao analitica
exata pode ser dificil ou impossivel de obter. O uso de métodos numéricos,
como o de Euler, permite resolver problemas fisicos complexos com base em
uma discretizacao direta da equacao diferencial.

#include <stdio.h>

#define N 1000 // Numero de passos de tempo
#define DELTA_T 0.01 // Passo de tempo

// Parametros do sistema

const double m = 1.0; // Massa

const double k = 1.0; // Constante elastica da mola

const double beta = 0.2; // Coeficiente de resisténcia do ar

// Fung8o para resolver o sistema usando o método de Euler
void metodo_de_euler(double x0, double v0O, double t_total) {
double x = x0; // Posig8o inicial
double v = v0; // Velocidade inicial
double t = 0.0; // Tempo inicial

FILE *file = fopen("resultados.dat", "w");
fprintf(file, "# Tempo\tPosicao\tVelocidade\n");

for (int i = 0; i < N; i++) {
fprintf(file, "%Lf\t%1f\t%lf\n", t, x, v);

// Atualiza as variiveis usando o método de Euler
double a = (-k * x - beta * v) / m;

x = x + DELTA_T * v;

v = v + DELTA_T * a;

t =t + DELTA_T;

}
fclose(file);
int main() {

double x_inicial
double v_inicial

1.0; // Posig8o inicial (deslocamento inicial)
0.0; // Velocidade inicial (em repouso)

metodo_de_euler(x_inicial, v_inicial, N * DELTA_T);

return O;

No cédigo acima, o sistema massa-mola com resisténcia do ar é resolvido
numericamente utilizando o método de Euler. As varidaveis sao inicializadas
com os valores de posicao e velocidade iniciais. O loop for itera através
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dos N passos de tempo, atualizando a posicao e a velocidade de acordo
com as equacoes discretizadas do método de Euler. O arquivo de saida
resultados.dat contém trés colunas: o tempo, a posicao e a velocidade a
cada passo de tempo. Isso permite visualizar como o sistema evolui ao longo
do tempo. O grafico da posicao e da velocidade pode ser facilmente plotado
usando qualquer software de plotagem, como o gnuplot. O método de Eu-
ler, embora simples, é uma maneira eficaz de resolver sistemas de equacoes
diferenciais ordinarias. No entanto, é importante observar que, para prob-
lemas onde uma maior precisao é necessaria, outros métodos de integracao
numérica, como o método de Runge-Kutta de quarta ordem, podem ser mais
adequados.

0.4 Método de Euler Melhorado

O método de Euler melhorado, também conhecido como método de Heun ou
método de Euler de segunda ordem, oferece uma aproximacao mais precisa
ao utilizar uma correcao baseada em uma média das inclinagoes no inicio e
no final do intervalo de cada passo de tempo. A férmula do método de Euler
melhorado ¢ dada por:

f(tnv yn) + f(tn+17 Yn + Atf(tna yn))
2 Y
onde: -y, é a aproximagao de y(t,), - At é o tamanho do passo de tempo,
- f(tn, yn) representa a derivada da fungao no ponto (¢,, y,), - thne1 = t,+ At.
Diferente do método de Euler simples, que utiliza apenas a inclinagao no
ponto inicial do intervalo para determinar a proxima aproximacao, o método
de Euler melhorado calcula uma previsao inicial da inclinacao no final do
intervalo, ajustando a solugao com base na média dessas inclinacoes. Isso
proporciona uma maior precisao, especialmente quando o comportamento
da funcao varia significativamente ao longo do intervalo. Vamos aplicar esse
método a mesma equagao diferencial ordinaria (EDO) utilizada anterior-
mente:

Yn+1 = YUn + At -

y'(t) = —2y(t), y(0) =1,

onde a solucao descreve uma exponencial decrescente. Usando o método
de Euler melhorado, com um passo de tempo At = 0.1, podemos aproximar
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a solucao de y(t) em valores de ¢ entre 0 e 1. Neste caso, o método de Euler
simples forneceria uma aproximacao razoavel, mas com a versao melhorada,
obtemos uma solucao numeérica mais precisa ao reduzir o erro global. A
abordagem corrigida se adapta melhor ao comportamento real da solugao,
especialmente em situacoes onde a taxa de variacao da funcao nao é linear.
Abaixo estd o esboco de um cédigo que implementa este procedimento, uti-
lizando a férmula de Euler melhorado para obter a solu¢ao numérica da EDO.
Esse codigo é uma ferramenta eficiente para resolver equacoes diferenciais
onde a precisao numérica é crucial, e o método melhora significativamente
os resultados sem aumentar drasticamente a complexidade computacional.

#include <stdio.h>

double y, h, t, ki1, k2;
int n, N;

int main() {

y = 1.0; // valor inicial de y(0)
h = 0.1; // tamanho do passo

t = 0.0; // tempo inicial

N = 10; // nimero de iteracgdes

// Loop do método de Euler Melhorado
for (n = 0; n < N; n++) {
printf ("t = %1f, y = %1f\n", t, y);
k1l = -2 *x y;
k2 = -2 % (y + h * kl1);
y=y+ (/20 * (k1 + k2);
t =t + h;
}

return 0;

O cédigo fornece uma implementacao basica do método de Fuler melho-
rado para a solucao de uma EDO com uma funcao derivada simples. Ele
imprime os valores da solucao e do tempo em cada passo, permitindo a vi-
sualizacao da evolucao da solucao ao longo do tempo.

0.4.1 Lancamento Obliquo com Efeito Magnus no Plano
-y

Neste exemplo, vamos estudar o movimento de uma bola no plano -
y, levando em consideracao o efeito Magnus devido a rotacao da bola. A
forca de Magnus gera uma forga perpendicular ao vetor de velocidade e ao
eixo de rotacao da bola, resultando em uma trajetéria curva. Para resolver
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as equacoes de movimento, usaremos o método de Euler melhorado. As
equagoes que regem o movimento da bola no plano z-y sao:

d*x 1 dx
V5 — = Av— F; agnus,x
Moz = Pt Pt
d>y 1 dy
mﬁ = —mg — §CDPAU% + FMagnuS,y

onde:
e m é a massa da bola,

e g ¢ a aceleracao da gravidade,

Cp € o coeficiente de arrasto,

p ¢ a densidade do ar,
e A ¢ a area da secao transversal da bola,

v é a velocidade da bola.

A forca de Magnus é uma forca que surge em um corpo esférico em
rotacdo, devido a interacao entre o fluido (ar) ao redor e o movimento de
rotacao da bola. Essa forca é perpendicular tanto a direcao do movimento
do corpo quanto ao eixo de rotacao e pode ser expressa pela férmula geral:

FMagnuS:OL'p'A'U'wxv

Onde:

C'L. é o coeficiente de lift (elevagao);

p € a densidade do fluido (ar);

e A ¢ a area de secao transversal da bola;

e v é a magnitude da velocidade translacional da bola;
e (J é o vetor de rotacao da bola;

v é o vetor velocidade da bola.
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Para deduzir formalmente as componentes da forca de Magnus nas diregoes
x e y, precisamos realizar o produto vetorial entre a velocidade angular &
e a velocidade translacional . Para simplificar o problema, consideramos
que a rotacao da bola ocorre no plano z-y, ou seja, W aponta na direcao z,
perpendicular ao plano de movimento. Assim, temos:

= (0,0,w)
U = (vy,0y,0)

O produto vetorial & x v é dado por:

ik : :
dxtv=|0 0 w=:1(0-0—w-vy)—J70-0—w-v;)+k(0-v,—0-2vy)
0

[sso resulta em:

W X U= (—wvy, wuy, 0)

Portanto, as componentes da forca de Magnus nas direcoes x e y serao
proporcionais a essas componentes do produto vetorial. Substituindo na
equagao da forca de Magnus, obtemos:

FMagnusw = (- P A-wv- (—wvy)
FMagnuS,y =Cf - P A-v- (OJUI)

Aqui, v = /v2 + v2 é a magnitude da velocidade translacional da bola.

A forca de Magnus na direcao x é proporcional a —v,, ou seja, depende
da componente da velocidade na direcao y. J& a forca na direcao y é pro-
porcional a v,, a componente da velocidade na direcao x. Isso significa que
a forca de Magnus atua perpendicularmente a direcao da velocidade, des-
viando a trajetoria da bola, o que é caracteristico desse tipo de forca. A
magnitude da forca de Magnus também é proporcional a velocidade angu-
lar w, o que implica que quanto maior a rotacao da bola, mais significativa
serda a influéncia da for¢ca de Magnus sobre a sua trajetéria. Sem rotacao
(w=0), a forca de Magnus desaparece e a trajetoria da bola segue o movi-
mento parabdlico classico, afetado apenas pela gravidade e resisténcia do ar.
Vamos agora implementar a solucao numérica usando o método de Euler
melhorado. O codigo em C a seguir resolve as equagoes do movimento com
o efeito Magnus.
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Figure 1: Trajetorias da bola no plano z-y considerando diferentes valores da,
velocidade angular w. A linha preta representa o caso sem rotagao (w = 0).
A linha vermelha mostra a trajetéria com w = 30rad/s, e a linha verde com
w = —30rad/s. As curvas ilustram como a rotagdo da bola influencia a
trajetéria devido ao efeito Magnus, desviando-a lateralmente. A direcao do
desvio depende do sinal e da magnitude da rotacao.

#include <stdio.h>
#include <math.h>

// Definicdes de constantes

#define NMAX 10000

#define G 9.81

#define CD 0.47

#define CL 0.2

#define RHO 1.225

#define A 0.01

#define M 1.0

#define OMEGA 0.1 // Velocidade angular da bola (rad/s)
#define DT 0.01 // Passo de tempo

#define TMAX 5.0 // Tempo médximo de simulag8o

// Variaveis globais

double x, y, vx, vy, ax, ay;
double t;

double v, Fm_x, Fm_y;

int N = 200; // Serd ajustado no main()

// Funcdo que calcula as aceleragles com o efeito Magnus
void calcula_aceleracao() {
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// Velocidade da bola
v = sqrt(vx * vx + vy * vy);

// Forga de Magnus
Fm_x = CL * RHO * v x A * OMEGA * (-vy);
Fm_y = CL * RHO * v * A *x OMEGA * (vx);

*

// Aceleragdo no eixo x e y

ax = (-0.5 * CD * RHO * A * v * vx + Fm_x) / M;

ay = (-M * G - 0.5 * CD = RHO * A * v * vy + Fm_y) / M;
}

// Método de Euler melhorado

void euler_melhorado() {
double kilx, kly, k2x, k2y;
double kilvx, klvy, k2vx, k2vy;

// Primeira parte do passo de Euler (previs&o)
kilx = vx * DT;
kly = vy * DT;

kivx
kilvy

ax * DT;
ay * DT;

// Atualiza as velocidades intermediarias
vx += kivx / 2.0;
vy += klvy / 2.0;

// Calcula as novas aceleragdes com as velocidades intermediarias
calcula_aceleracao();

// Segunda parte do passo de Euler (corregio)
k2x = vx * DT;
k2y = vy * DT;

k2vx = ax * DT;
k2vy = ay * DT;

// Atualiza posigio e velocidade
x += k2x;
y += k2y;

vx += k2vx;
vy += k2vy;

int main() {

// Definir condigBes iniciais

x = 0.0;

y = 0.0;

vx = 10.0; // Velocidade inicial em x
vy = 10.0; // Velocidade inicial em y
t =0.

o O

>

// Abrir arquivo para gravar os resultados
FILE *output = fopen("lancamento_magnus.dat", "w");

// Loop de simulag3o
while (t <= TMAX && y >= 0) {
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// Escrever os valores de tempo e posigdes
fprintf (output, "%LlE\t%lf\t%lf\n", x, y,t);

// Calcular as novas aceleragdes
calcula_aceleracao();

// Atualizar as posigles e velocidades com Euler melhorado
euler_melhorado();

// Atualizar o tempo
t += DT;
}

// Fechar o arquivo
fclose(output);

return O;

No cédigo acima, as variaveis x, y, vx, vy, ax, e ay sao declaradas global-
mente antes do main, conforme a estrutura que preferimos. O método de Eu-
ler melhorado é implementado na fun¢ao euler melhorado, que preve e cor-
rige as posicoes e velocidades da bola, enquanto a funcao calcula_aceleracao
calcula as aceleracoes com o efeito Magnus. Os resultados da simulacao sao
gravados no arquivo lancamento _magnus.dat, contendo as posicoes da bola
ao longo do tempo. A simulagao mostra que a trajetoria da bola é fortemente
afetada pelo efeito Magnus, com uma curvatura evidente no movimento. O
arquivo gerado pode ser usado para visualizar a trajetéria no plano z-y e
verificar a contribuicao do efeito Magnus para o desvio lateral da bola. Na
figura [1| mostro a trajetorias da bola no plano z-y considerando diferentes
valores da velocidade angular w. A linha preta representa o caso sem rotacao
(w =0). A linha vermelha mostra a trajetéria com w = 30rad/s, e a linha
verde com w = —30rad/s. As curvas ilustram como a rotagdo da bola in-
fluencia a trajetéria devido ao efeito Magnus, desviando-a lateralmente. A
direcao do desvio depende do sinal e da magnitude da rotacao. Os demais
dados da simulagao desta figura estao indicados dentro do programa.

0.5 Método de Taylor de 22, 32 e 42 ordem

Vamos resolver a equacao diferencial simples

dr

dt

usando o método de Taylor. Esta equacao descreve um processo de de-
caimento exponencial onde a taxa de variagdo da fungao z(t) é proporcional
ao valor negativo da prépria funcao. Um exemplo de aplicacao desse tipo de

—X

19



equagao pode ser o decaimento radioativo ou o resfriamento de um objeto.
Vamos considerar , por exemplo, a condi¢ao inicial como z(0) = 0.1. Uti-
lizaremos o método de Taylor para calcular a solu¢do numérica para z(t) em
véarios pontos no tempo. A expansao de Taylor de uma funcao x(t) em torno
de t = 0 é dada por:

dx(0) 1 d?z(0) , 1d%2(0) 4
t) = t+ — t — t
o) = 2O+ =gt g U Y
Sabemos que:
dx
_— = —
dt

Portanto, podemos calcular as derivadas de z(t) sucessivamente:

1. Primeira derivada: ‘fl—f = —x
. 2
2. Segunda derivada: (cing = —‘fl—f =
. . 3 2
3. Terceira derivada: ZT? = ZT;C = —x

4. E assim por diante...

Desta feita, a expansao de Taylor para a fungao z(At) sera:

z(0)(At)?  z(0)(At)?
o a3

z(At) ~ z(0) — x(0)At +

Agora podemos implementar essa solucao em um programa de C para cal-
cular z(t) numericamente para diferentes valores de t. Para implementar o
método de Taylor em C, escolhemos um valor pequeno para o passo de tempo
At e somamos sucessivamente os termos da série de Taylor. A seguir esta o
coddigo em C para resolver a equacgao ‘Cll—ft” = —x usando o método de Taylor.

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define T_MAX 10 // Tempo maximo de simulagio
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#define N_TERMS 10 // Numero de termos da série de Taylor
#define DELTA_T 0.1 // Passo de tempo

// Fung8o para calcular o fatorial de um ndmero
double factorial(int n) {
if (n == 0) return 1;
double fact = 1;
for (dnt i = 1; i <= n; i++) {
fact *= i;
}

return fact;

}

// Funcdo para calcular a série de Taylor
double taylor_series(double x0, double t) {
double result = x0;
double term = x0;

for (int k = 1; k < N_TERMS; k++) {
// Alterna os sinais (-1)"k e calcula a poténcia do tempo e o fatorial
term *= (-t / k);
result += term;

return result;

int main() {
double x0 = 0.1; // Condigdo inicial x(0) = 0.1
double t = 0.0;

printf ("t\t\tx(t)\n");

while (t <= T_MAX) {
// Calcula x(t) usando a série de Taylor
double x_t = taylor_series(x0, t);
printf ("%.2£\t\t%.10f\n", t, x_t);

t += DELTA_T; // Avanga no tempo

return 0;

Neste exemplo, utilizamos o método de Taylor para resolver numerica-
mente a equacao diferencial ‘fi—f = —x. O codigo acima implementa a série
de Taylor e calcula a solucao para diferentes valores de ¢, permitindo uma
aproximacao numérica da solucao exata. Vamos considerar outro exemplo
como sendo:

y'(t)=t+y, y(0) =1
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Utilizaremos o método de Taylor de 22 ordem com At = 0.1 para resolver
esta equacao. A implementacao comentada se encontra a seguir:

#include <stdio.h>

double y, h, t;
int n, N;

int main() {

y = 1.0; // valor inicial de y(0)
h=0.1; // tamanho do passo

t = 0.0; // tempo inicial

N = 10; // nimero de iteracgdes

// Loop do método de Taylor 22 ordem
for (n = 0; n < N; n++) {

printf ("t = %1f, y = %1f\n", t, y);
y=y+hx*x (t+y)+(tx*xh/20) *x (1+t+7y);
t =1t + h;

}

return 0;

O programa implementa o método de Taylor de segunda ordem para a solucao
numérica de uma equacao diferencial ordinaria. Inicialmente, define-se o
valor da solucao y como 1.0, o tamanho do passo h como 0.1 e o tempo ini-
cial t como 0.0. O loop realiza 10 iteragoes, atualizando y e t a cada passo.
A férmula usada inclui termos de Taylor para uma melhor aproximagcao da
solucao. Os valores de t e y sao impressos a cada iteracao para visualizagao
dos resultados.

0.6 Meétodos de Runge-Kutta

O método de Runge-Kutta ¢ um método numérico amplamente utilizado
para resolver equagoes diferenciais ordinarias da forma:

d
=Ty, ylto) = .
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A ideia principal por tras dos métodos de Runge-Kutta é aproximar a solugao
y(t) através de uma combinagao ponderada de diferentes estimativas da in-
clinacao da funcao. A precisao do método depende do nimero de avaliacoes
da fungao f(¢,y), que definem a ordem do método. Aqui, deduziremos os
métodos de Runge-Kutta de 22, 32 e 4% ordens.

Método de Runge-Kutta de 22 Ordem

Para deduzir o método de Runge-Kutta de 2? ordem, comecamos com a
expansao de Taylor da solucao exata y(t) em torno do ponto t,:

dy At?d*y 5
toa1) = y(t,) + At—= + ———2 At?),

onde At =t,,1 —t, é o passo de tempo. O objetivo é encontrar uma aprox-
imagao y,+1 para y(t,,1) que seja precisa até termos de O(At?). Para isso,
assumimos que a inclinagao média pode ser escrita como uma combinacao
ponderada de duas inclinag¢oes: uma no inicio do intervalo, f(t,,y,), e outra
no meio do intervalo, f(¢, + At/2,y, + k1/2). Definimos:

kl - Atf(tna yn):

At k1

Entao, a aproximacao de y,.1 € dada por:

Yn+1 = Yn + k2-

A escolha dos coeficientes de ki e ko garante que o método seja preciso até
termos de O(At?), ou seja, que ele seja de 2% ordem.

23



Método de Runge-Kutta de 32 Ordem

Para aumentar a precisao, podemos usar trés avaliagoes da fungao f(t,y),
resultando no método de Runge-Kutta de 3* ordem. Neste caso, introduzi-
mos tres inclinagoes k1, ko e ks:

kl — Atf(tna yn);

At k1

kg = hf (tn + At,yn - ]431 + 2]{72) .

A aproximacao de y,,1 é dada por:

1
Yn+1 = YUn + é(kl + 4k2 + k3)

Os coeficientes 1/6, 4/6 e 1/6 sao escolhidos de forma a garantir que o método
seja preciso até termos de O(At3), ou seja, que seja de 3% ordem.

Método de Runge-Kutta de 4* Ordem

O método de Runge-Kutta de 4* ordem é o mais popular e envolve quatro
avaliagoes da funcao f(t,y). Definimos quatro inclinacoes ki, ko, k3 € ky:

kl - Atf(tna yn)a

At k1
k — n A 2 In PR
9 hf (t + 9 Un + 2)
At ko
]{3 :h tn A 2 Yn PR
3 f( + 5 Y + 2)
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]{34 = Atf(tn + At, UYn + ]433)

A aproximacao de y,.1 ¢ dada por:

1
Yn+l = Yn + g(kl + 2ko + 2k3 + k4)

Aqui, os coeficientes 1/6, 2/6, 2/6 e 1/6 sao determinados para garantir que
o erro global seja O(At?), tornando o método de 4* ordem. Os métodos de
Runge-Kutta sao obtidos ajustando combinagoes ponderadas de diferentes
estimativas da inclinacao da funcao, de modo a garantir a precisao desejada
para uma dada ordem. O método de 2% ordem usa duas avaliacoes da funcao,
o de 3% ordem usa trés, e o de 4* ordem, quatro, com coeficientes adequa-
dos para minimizar o erro local e global da solucao aproximada. O erro
nos métodos de Runge-Kutta pode ser analisado em termos de dois tipos de
erro: o erro local e o erro global. O erro local refere-se ao erro cometido em
cada passo do método, que é da ordem de O(A#™!), onde p é a ordem do
método. Ja o erro global é a acumulacao desses erros ao longo de todos os
passos e, para um método de ordem p, o erro global é da ordem de O(At?).
No caso do método de Runge-Kutta de 2% ordem, o erro local é O(A#?) e o
erro global ¢ O(At?). Para o método de 4* ordem, o erro local é O(At%) e o
erro global é O(At%), o que faz dele um método bastante preciso para uma
escolha adequada de passo h. Embora os métodos de ordem mais alta apre-
sentem menores erros globais, ¢ importante balancear a precisao com o custo
computacional, ja que métodos de ordem superior requerem mais avaliacoes
da fungao f(t,y).

Método de Runge-Kutta de 52 Ordem com 6 Estdgios

O método de Runge-Kutta de 5% ordem ¢ um método explicito de in-
tegracao numeérica que utiliza 6 estagios para aproximar a solucao de uma
equagao diferencial ordindria (EDO) da forma

dy

dt - f(t7y)7 y(tO) = Yo-
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Para calcular a solugao aproximada y,41 a partir do ponto (¢, y,,), 0 método
envolve a seguinte férmula:

Ynt+1 = Yn + D1ky + bako + bgks + byky + bsks + beks.

onde valores de k; sao calculados como:

kl = Atf(tna yn);

ko = Atf (t, + coAt, Yy, + anky) ,

ks = Atf (t, + csAt, y, + as1ky + aszks) ,

ky = ALf (t, + cuAt, Yy, + agnky + agks 4 agsks)

ks = Atf (t, + csAt, y, + as1ky + aseks + assks + assky)

ke = Atf (tn + csAt, yn + agiky + agaks + aesks + agsks + agsks) .

Para o método de Runge-Kutta de 52 ordem, os coeficientes especificos po-
dem ser os coeficientes do método Dormand-Prince (RK5(4)):

i) coeficiente ¢;:

1
Cz—g;
3
Cq = —
3 107
4
C4—g;
8
C5_§7
66:1,

ii) coeficiente a;
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iii) coeficiente b;:
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1113
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T 192’
2187
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O método de Runge-Kutta de 5% ordem possui um erro local de O(At°), e
o erro global de O(A#’). Isso significa que a precisao do método melhora
rapidamente com o tamanho do passo At, o que é uma grande vantagem
quando se precisa de alta precisao. No entanto, alguns aspectos importantes
devem ser considerados:

e Escolha do Tamanho do Passo: Apesar de a ordem alta garan-
tir precisao, o método ainda depende da escolha adequada do passo
At. Passos muito grandes podem levar a erros significativos, enquanto
passos muito pequenos podem resultar em um aumento no custo com-
putacional sem beneficio substancial de precisao.

e Estabilidade Numérica: Métodos de ordem mais alta podem ser
sensiveis a erros numéricos acumulados, e é crucial verificar a estabil-
idade do método para a classe de problemas em questao. O método
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de Runge-Kutta de 5* ordem geralmente ¢ mais estdvel, mas ainda
¢ importante monitorar a estabilidade, especialmente em problemas
rigidos.

e Complexidade Computacional: A precisao adicional dos métodos
de alta ordem vem com um custo computacional adicional, pois mais
avaliagoes da funcao sao necessarias. Em problemas de larga escala
ou em sistemas com muitos equacionamentos diferenciais, a escolha do
método deve equilibrar precisao e eficiéncia.

Método de Runge-Kutta de 82 Ordem

Outro método de Runge-Kutta interessante é a versao de 8* ordem. E um
método explicito para resolver equagoes diferenciais ordindrias com alta pre-
cisao. Ele utiliza 9 estagios para obter uma aproximacao precisa da solucao.
O método de Runge-Kutta de 8* ordem usa os seguintes coeficientes para
calcular os estagios k;:

ki = At -
ko= At- f
ks = At -
ky = At -
ks = At -
ke = At -
k7 = At -
ks = At -
kg = At -

f(tns yn),

+ AL, Yy, + asiky)

+ c3At, Yy, + asiky + asgoks)

+ 4 AL, Y + asrkr + asoks + aysks)

+ C5At, Un + a51k1 + a52k2 + CL53]€3 + a54l<:4) ,

+ CﬁAt, Yp + a1 k1 + agaks + agsks + agaks + a65k5) ,

+ C7At, Un + an ki + apks + arsks + araks + asks + CL76]€6) ,

—+ CgAt, Yn + ag1 ki + asoks + agsks + agaks + agsks + asekes + ag7k:7) ,

+ cgAt, Yy, + agrk1 + agoka + agzks + agaky + agsks + ageke + agrky + agsk

f (t
f(t
f (t
1t
f(t
f (t
f (t
f(t

Os coeficientes ¢; sao apresentados na tabela abaixo:
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Os coeficientes a;; sao organizados na tabela a seguir:

0

0

— <

— <

— |

0/,0/0[0101(0/0

—

21314(5/6|71]81]9
0,0/0/0/0/0/0/(0

— <

L
1

8

Ny 1

2

Os coeficientes b; sao dados pela tabela a seguir:

16
135

12825
28061

6656

26430

1

4
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O método de Runge-Kutta de 8* ordem possui um erro local de O(AtY),
e o erro global de O(At%). Isso garante uma alta precisio em comparagao
com métodos de ordem inferior. No entanto, a complexidade do método e o
custo computacional aumentam com a ordem, tornando-o mais exigente em
termos de recursos computacionais. A escolha do tamanho do passo At deve
ser cuidadosamente feita para balancear precisao e eficiéncia, considerando
que métodos de ordem mais alta podem acumular erros numeéricos e de trun-
camento em problemas rigorosos.

Os métodos de Runge-Kutta de alta ordem, como o método de 8 ordem,
sao projetados para alcancar alta precisao na solucao de equacoes diferenciais
ordinarias. No entanto, a ordem elevada do método nao garante automati-
camente a sua estabilidade. A estabilidade é uma propriedade crucial que
deve ser considerada separadamente da ordem do método. Métodos de alta
ordem podem ser instaveis em alguns casos, especialmente quando aplicados
a problemas com caracteristicas particulares, como rigidez. A estabilidade
global de um método ¢é a sua capacidade de manter uma solucao numerica-
mente estavel ao longo do tempo, mesmo quando o passo de integracao é
grande. Em resumo, embora métodos de alta ordem como o Runge-Kutta
de 8* ordem oferecam alta precisdo, a sua estabilidade nao é garantida. A
escolha do método deve considerar tanto a precisao quanto a estabilidade,
especialmente em problemas com caracteristicas desafiadoras como rigidez.
Vamos iniciar a aplicacao de diversos métodos de RK em alguns exemplos
computacionais. Vamos aplicar o método de Runge-Kutta de 2% ordem a
seguinte equacao diferencial:

y(t)=y—t*+1, y(0)=05.

O objetivo é encontrar a solugdo para y(t) no intervalo t € [0,2] com um
passo de At = 0.2.

Passo 1: No ponto inicial, temos o = 0 e yp = 0.5. Calculamos k; como:

]431 = f(to,y()) =0.5— 02 +1=1.5.

Passo 2: Agora, calculamos ky no ponto médio ¢ty + At/2 = 0.1:
ke = £(0.1,0.5+0.1-1.5) = £(0.1,0.65) = 0.65 — 0.1 + 1 = 1.64.

30



Passo 3: Finalmente, calculamos y; usando a féormula de Runge-Kutta de
2% ordem:

1.5+ 1.64
vy =05+0.2- % —05+0.2-1.57 = 0.814.

Resultado: Repetindo o processo para os proximos intervalos, obtemos uma,
aproximagao para y(t) ao longo do intervalo de integragdo. A implementacao
deste procedimento em C pode ser encontrada a seguir:

#include <stdio.h>

double y, h, t, k1, k2;
int n, N;

int main() {

y = 0.5; // valor inicial de y(0)
h = 0.2; // tamanho do passo

t =0.0; // tempo inicial

N = 10; // nimero de iteracgdes

// Loop do método de Runge-Kutta 22 ordem
for (n = 0; n < N; n++) {
printf ("t = %1f, y = %1f\n", t, y);

// Calculo de k1 e k2
kl=y-tx*xt+1;
k2 =(y+hx*xkl /2 -(t+h/2)*(+h/2) +1;

// Atualizag8o de y e t
y=y+hx*x (k1 +k2) / 2;
t =t + h;

}

return O;

O programa utiliza o método de Runge-Kutta de segunda ordem para re-
solver uma equacao diferencial ordindria. Comega com um valor inicial y de
0.5, um tamanho de passo h de 0.2, e tempo inicial t igual a 0.0. Em cada
iteragao, calcula os coeficientes k1 e k2 com base na férmula diferencial e usa
esses valores para atualizar y e t. O loop executa 10 iteracoes, imprimindo
os valores de t e y a cada passo para andlise dos resultados. Vamos aplicar
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este método de 2% ordem em um exemplo interessante dentro do contexto da
localizacao de Anderson.

0.7 Modelagem do Modelo de Anderson para
Dois Sitios com Runge-Kutta de 22 Or-
dem

O modelo de Anderson é um modelo fundamental na fisica de sistemas des-
ordenados, utilizado para estudar a localizacao de estados eletronicos em um
potencial desordenado. Nesta secao, focaremos em um modelo simplificado
com dois sitios e suas respectivas energias. Vamos explorar o comporta-
mento do sistema usando métodos numéricos, especificamente o método de
Runge-Kutta de 2? ordem, para resolver as equacoes diferenciais associadas.
Consideramos um sistema com dois sitios, cada um com uma energia es-
pecifica €; e €5. O Hamiltoniano do sistema pode ser descrito pela seguinte
matriz Hamiltoniana H:

onde J =1 é o parametro de acoplamento entre os sitios. O problema pode
ser formulado como um sistema de equacoes diferenciais para as fungoes de
onda 11 (t) e 19(t), associadas a cada sitio. As equagoes diferenciais sao obti-
das a partir da equacao de Schrodinger dependente do tempo:

o d (1) U1 (t)
h— = H
Wt (w) ¥a(t)
Com A =1 (unidade de energia e tempo), isso se simplifica para:

(= (e ()

Separando as equacgoes, temos:
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dipr (t)
dt

1

= e11(t) — alt)

diby(t)

1

= e29a(t) — 1 (t)

Para resolver numericamente essas equacoes diferenciais, utilizaremos o método
de Runge-Kutta de 2% ordem, também conhecido como método do ponto
médio. O método é descrito pelos seguintes passos:

Seja y(t) = (Zﬁ;gg) e f(t,y) a funcdo que descreve as derivadas:

(et (t) — ba(t))
flty) = <_¢(€2¢2(t) — m(ﬂ))

1. Inicializacao:
UYp = Zpl(tn)
" \Waltn)
b1 = tn + At

2. Calcular os Incrementos:

At k

3. Atualizar a Solugao:
Yn+l = Yn + k2
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Abaixo estd o cédigo em C que utiliza o método de Runge-Kutta de 2% or-
dem para resolver as equacoes diferenciais associadas ao modelo de Anderson
para dois sitios.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <complex.h>
#include <math.h>

#define NMAX 10000

// Variaveis globais

int N; // Numero de passos

double h; // Passo de integragio

double epsilonl = 1.0; // Energia do sitio 1
double epsilon2 = 1.0; // Energia do sitio 2
double t = 1.0; // Parametro de acoplamento

// Fungio que define as derivadas

void derivadas(double t, double complex *y, double complex *dy) {
dy[0] = -I * (epsilonl * y[0] - t * y[1]);
dy[1] = -I * (epsilon2 * y[1] - t * y[01);

}

int main() {
double complex *y = (double complex *)malloc(2 * sizeof (double complex));
double complex *dy = (double complex *)malloc(2 * sizeof (double complex));
double complex *kl = (double complex *)malloc(2 * sizeof (double complex));
double complex *k2 = (double complex *)malloc(2 * sizeof (double complex));
double t0 = 0.0; // Tempo inicial
double t_final = 10.0; // Tempo final
h = 0.01; // Passo de integracgéo
N = (int) ((t_final - t0) / h);

// Condigdes iniciais
y[0] = 1.0 + 0.0%I; // psi_1 inicial
y[1] = 0.0 + 0.0%I; // psi_2 inicial

FILE *file = fopen("resultado.dat", "w");
fprintf (file, "t, psi_1, psi_2\n");

for (int n = 0; n < N; n++) {
fprintf(file, "%.2f %.5f %.5f %.5f\n", t0, pow(cabs(y[0]),2.),pow(cabs(y[1]),2.),
pow(cabs (y[0]),2.)+pow(cabs(y[1]),2.));

// Calcula as derivadas
derivadas(t0, y, dy);

// Runge-Kutta 22 ordem
k1[0] = h * dy[0];
k1[1] = h * dy[1];

derivadas(tO + h / 2, (double complex[]1){y[0] + k1[0] / 2, y[1] + k1[1] / 2}, dy);

k2[0] = h * dy[0];
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k2[1] = h * dy[1];
y[0] += k2[0];
y[1] += x2[1];

t0 += h;
}

fclose(file);
free(y);
free(dy) ;
free(kl);
free(k2);

return 0;

O programa fornecido simula a dinamica de um sistema de dois sitios
utilizando o método de Runge-Kutta de 2% ordem para resolver equacoes
diferenciais. A seguir, apresento uma analise detalhada do cédigo e uma
interpretacao dos resultados. O codigo inclui as bibliotecas padrao para
operagoes de entrada/saida, manipulacdo de nimeros complexos e fungoes
matematicas. A macro NMAX define o tamanho maximo para o nimero de
passos, embora nao seja usada diretamente no cédigo fornecido. As variaveis
globais sao definidas para o nimero de passos, o passo de integracao, as ener-
gias dos sitios e o parametro de acoplamento. Essas variaveis sao usadas em
todo o cddigo para configurar e controlar a simulacao. A funcao derivadas
calcula as derivadas das fungoes de onda psi_1 e psi 2. As equacoes difer-
enciais sao baseadas no modelo de Anderson, onde a unidade imaginaria I
é usada para lidar com o aspecto temporal das fungoes de onda. A funcao
main realiza as seguintes etapas:

e Alocacao dinamica de memoria para armazenar as variaveis de estado
e os incrementos calculados.

e Definicao das condigoes iniciais para as func¢oes de onda.

e (Criacao e abertura do arquivo resultado.dat para gravacao dos re-
sultados.

e Loop de integracao que utiliza o método de Runge-Kutta de 2% ordem
para atualizar as funcgoes de onda ao longo do tempo. Os resultados
sao gravados no arquivo.

e Liberacao da memoéria alocada antes de encerrar o programa.

O arquivo resultado.dat gerado pelo programa contém quatro colunas:
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Tempo (t): O tempo atual da simulagao.

191()]?: O quadrado da magnitude da funcdo de onda no sitio 1.

142(¢)]?: O quadrado da magnitude da funcdo de onda no sitio 2.

191 (8)]? + |12 (t)]*: A soma dos quadrados das magnitudes das funcoes
de onda, representando a norma total da funcao de onda. Esta norma
deve ser igual a 1 para todo o tempo. Se esta quantidade for muito
diferente de 1 temos um forte indicio que o dt deve ser diminuido e/ou
o método de integracao nao é bom para este problema.

Os resultados permitem analisar a distribuicao da funcao de onda entre os
dois sitios ao longo do tempo. A norma total da funcao de onda deve per-
manecer constante, indicando que o sistema é conservativo. As variagoes na
distribuicao de |11 (¢)]? e |1o(t)]* refletem a transferéncia de probabilidade
entre os sitios devido ao acoplamento.

0.8 O Modelo SIR e a Solucao com o Método
RK2

O Modelo SIR ¢ um dos modelos mais simples usados na epidemiologia,
para descrever a propagacao de doencas infecciosas. Ele é dividido em trés
compartimentos:

e S(t): Populagao suscetivel que pode contrair a doenca.
e [(t): Populagao infectada que pode transmitir a doenga.

e R(t): Populagao removida (recuperada ou falecida), que nao pode mais
transmitir a doenca.

Esses compartimentos evoluem ao longo do tempo ¢ de acordo com o seguinte
sistema de equacoes diferenciais:

as

= — _BSI
o BSI,
dl

= BST —~I
o BST — 1,
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onde:

e [ ¢é ataxa de transmissao, ou seja, a taxa com que individuos suscetiveis
contraem a doenca ao entrar em contato com infectados.

e 7 ¢ a taxa de recuperacao, que representa a fracao de individuos infec-
tados que se recuperam (ou sao removidos) por unidade de tempo.

Para resolver numericamente o sistema de equacoes diferenciais do modelo
SIR, podemos usar o método de Runge-Kutta de 22 ordem (RK2).
Este método é um dos métodos numéricos mais conhecidos para a solucao de
equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) e proporciona uma aproximacao de
segunda ordem para a solucao das EDOs. O RK2 utiliza dois passos inter-
mediarios para atualizar as variaveis de interesse em cada intervalo de tempo
At. O método aplicado as equagoes do modelo SIR segue os seguintes passos:

1. Primeiro, calculamos os valores intermediarios para S, I e R no meio do
intervalo At:

leZ—BS], kl[ZBS]—’YI, ]{IlRZ’)/I

2. Em seguida, usamos esses valores para calcular os estados intermediarios

sz'da Imida Rmid:
Smid = Sp+ 0.5 At - klg,

Lia=1,+05-At-kly,

Rpia = R, +0.5- At - Elp.
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3. Por fim, calculamos os incrementos k2 e atualizamos as populacoes S, [
e R:

kQS - _BSmidImidy k2[ — BSmidImid - W/Imi(b k2R - W/Imid-

4. As novas populacoes sao entao calculadas como:

Sn+1 = Sn + At - k257

]n_|_1 - ITL + At . k2[,

Rn_|_1 — Rn + At . kQR

A seguir, temos um cédigo em C que implementa o modelo SIR usando o
método RK2 para integrar numericamente as equagoes diferenciais do mod-
elo.

#include <stdio.h>

void rk2_step(double *S, double *I, double *R, double beta, double gamma, double h) {
// Valores intermedidrios (meio passo de tempo)
double k1_S, k1_I, k1_R;
double k2_S, k2_I, k2_R;

// Equagdes diferenciais do modelo SIR

k1_S = -beta * (*3) * (xI);
k1_I = beta * (xS) * (*I) - gamma * (*I);
k1_R = gamma * (*I);

double S_mid
double I_mid
double R_mid

*S + 0.5 * h * k1_S;
*I + 0.5 x h * k1_T;
*R + 0.5 * h * k1_R;

k2_S = -beta * S_mid * I_mid;
k2_I = beta * S_mid * I_mid - gamma * I_mid;
k2_R = gamma * I_mid;

// Atualizar os valores de S, I e R
*S += h * k2_S;
*I += h * k2_1I;
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Tempo(dias)

40

Figure 2: Evolu¢ao das populagoes suscetiveis (curva preta), infectadas

(curva vermelha) e recuperadas (

) ao longo do tempo. Inicial-

mente, a maioria da populagdo é suscetivel (S(t)), enquanto o nimero de
infectados (/(t)) aumenta rapidamente apés um ponto inicial. Atinge um
pico antes de comecar a decair a medida que mais individuos se recuperam
(R(t)) e a populagao suscetivel diminui. Ao final, a curva de infectados se
aproxima de zero, enquanto a maior parte da populacao migra para o com-

partimento dos recuperados.

*R += h * k2_R;
X

int main() {
// Parametros do modelo SIR
double beta = 0.4; // Taxa de transmiss&o

double gamma

0.1; // Taxa de recuperag8o

double S = 0.99; // Populacgdo inicial suscetivel (99%)
double I = 0.01; // Populagdo inicial infectada (1%)
double R = 0.0; // Populagdo inicial recuperada (0%)
double h = 0.01; // Passo de tempo

int steps = 4000; // Numero de passos de tempo
// Abrir o arquivo para escrita
FILE *file = fopen("SIR.dat", "w");
if (file == NULL) {
printf ("Erro ao abrir o arquivo!\n");
return 1;

}

// Loop para calcular as populagdes ao longo do tempo
for (int i = 0; i < steps; i++) {
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double t = i * h;
fprintf (file, "%.2f\t\t%.6£\t%.6£\t%.6f\n", t, S, I, R);
rk2_step(&S, &I, &R, beta, gamma, h);

}

// Fechar o arquivo
fclose(file);

printf ("Resultados gravados no arquivo ’SIR.dat’.\n");

return O;

O modelo SIR oferece uma visao simples, porém poderosa, da dinamica
de epidemias. As populagoes S(t), I(t) e R(t) evoluem ao longo do tempo e,
ao resolver as equagcoes com o método RK2, conseguimos prever o compor-
tamento da doenca ao longo de um intervalo de tempo.

e A populagao suscetivel S(t) comeca alta, mas diminui & medida que
os individuos sao infectados.

e A populagao infectada I(¢) inicialmente cresce, atinge um pico e
depois diminui, a medida que os infectados se recuperam ou sao re-
movidos.

e A populagao recuperada R(t) aumenta ao longo do tempo conforme
os individuos se recuperam da infeccao.

O método RK2, sendo um método de segunda ordem, oferece uma pre-
cisao razoavel para a solucao das EDOs, com um custo computacional menor
comparado a métodos de ordem superior. Para uma simulacao precisa, o
tamanho do passo At deve ser escolhido de forma adequada. Passos menores
aumentam a precisao, mas também aumentam o tempo de execucao da sim-
ulacao. Este cédigo pode ser modificado para explorar diferentes cenarios
ajustando os valores de 3, v, o tamanho da populacao inicial S, I e R, ou o
tamanho do passo At. A simulacao também pode ser expandida para incluir
efeitos mais complexos, como variagoes sazonais em 3 e -, ou o impacto
de intervencoes, como vacinas ou quarentenas. O modelo SIR, resolvido
aqui com o método de Runge-Kutta de 22 ordem, é uma ferramenta funda-
mental para a compreensao da propagacao de doencas infecciosas. O uso de
técnicas numéricas como o RK2 permite resolver o sistema de equacoes difer-
enciais de forma eficiente, oferecendo insights importantes para a dinamica
epidemioldgica.
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0.9 Resolucao do Modelo de Anderson com
N = 3 Atomos Usando Runge-Kutta de
Ordem 3 (RK3)

Neste exemplo, abordamos a solucao do problema do modelo de Anderson
com N = 3 atomos usando o método de Runge-Kutta de terceira ordem
(RK3). O objetivo ¢ resolver as equagoes diferenciais associadas ao sistema,
considerando desordem dentro do intervalo [—1,1]. Para N = 3, as equagdes
diferenciais do modelo de Anderson considerando (h = 1) sao dadas por:

d
Z% = —y + €1
d
Z% = —11 — Y3 + €219
Az
i V9 + €313

onde ;(t) ¢é a funcdo de onda do i-ésimo dtomo e ¢; é o termo de desor-
dem para o i-ésimo dtomo, variando aleatoriamente no intervalo [—1,1]. O
método de Runge-Kutta de 3% ordem exige o calculo de trés coeficientes ki,
ko e k3 para cada funcao 1;, onde i = 1,2, 3.

O primeiro coeficiente é calculado a partir das equacoes diferenciais:

kY = At (=i (—s + e9n))

%2) = At - (=i (=1 — Y3 + €212))

kﬁg) = At (=i (=92 + e313))
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Utilizando os valores intermediarios:

i AONE. RON. B
¢1:¢1+7; ¢2:¢2+7> ¢3:@/J3+7

Calculamos os coeficientes ko:
kél) = At (—i (—?;2 + 61&1))
1 = At (=i (=t i)

ké?’) = At - (—i (—@Ez + 63’@2}3))

Agora, usamos os valores intermediarios:

b= — kY 26y =y — kP 4 2k g = 4y — Y 4+ 2k

Para calcular ks:
k:gl) = At - (—i <—@22 + 61@21>>

k:(f) = At (_Z' (—1&1 — 3+ 62&2))
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k;(f’) = At - (—i (—7,@2 + 63’@2)3))

Finalmente, atualizamos os valores de 1, ¥ € 3:

1
Uit +h) = () + 2 (k{l) + 4k + kgl))
1
Ualt + h) = n(t) + = (K + 4k + k)

1
Ualt + h) = va(t) + = (K + 4k + k)

O método de Runge-Kutta de 3% ordem fornece uma aproximacao numérica
eficiente para a solucao deste sistema de equagoes diferenciais. A cada passo
de tempo At, calculamos os coeficientes intermedidrios ki, ko e k3, e entao
atualizamos os valores de ¥y, ¥y e ¥3. Uma implementacao deste procedi-
mento em C pode ser encontrando a seguir:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <complex.h>
#include <math.h>

#define NMAX 10000
#define T 1.0 // Pardmetro de acoplamento

int N; // Nimero de sitios
double h; // Passo de integragdo

double complex *epsilon; // Energias dos sitios

void derivadas(double t, double complex *y, double complex *dy) {

dy[0] = -Ix(-y[1] + epsilon[0] * y[0]);
dy[1] = -Ix(-y[0] - y[2] + epsilomn[1] * y[1]);
dy[2] = -I*x(-y[1] + epsilon[2] * y[2]);

}

int main() {
double complex *y

(double complex *)malloc(4 * sizeof(double complex));
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double complex *dy = (double complex *)malloc(4 * sizeof (double complex));
double complex *kl = (double complex *)malloc(4 * sizeof (double complex));
double complex *k2 = (double complex *)malloc(4 * sizeof (double complex));
double complex *k3 = (double complex *)malloc(4 * sizeof (double complex));
double complex *y_temp = (double complex *)malloc(4 * sizeof(double complex));
double t_final = 10.0; // Tempo final

h = 0.01; // Passo de integracgéo
N = 3; // Nimero de sitios
epsilon = (double complex *)malloc(N * sizeof(double complex));

// Inicializag8o das energias dos sitios
for (int i = 0; i < N; i++) {

epsilon[i] = 2.0 * (((double)rand() / RAND_MAX) - 0.5);
}

// Condigdes iniciais

for (int 1 = 0; i < N; i++) {
y[il = 0.0 + 0.0%I;
}
y[1] = 1.0 + 0.0*I; // Fungdo de onda localizada no segundo sitio
FILE *file = fopen("sigma3atom.dat", "w");
for (double t = h; t <= t_final; t += h) {
double norma = 0.0;
double sigma = 0.0;
double soma_i = 0.0;
double soma_i2 = 0.0;

// Calcula a norma e o desvio médio quadratico
for (int i = 0; i < N; i++) {
norma += creal(y[i]) * creal(y[i]) + cimag(y[i]) * cimag(y[il);
soma_i += i * (creal(y[il) * creal(y[il) + cimag(y[il) * cimag(y[il]));
soma_i2 += i * i * (creal(y[i]) * creal(y[il) + cimag(y[il) * cimag(y[il));
}
double media_i = soma_i / norma;
sigma = soma_i2 / norma - media_i * media_i;

if (t>h) fprintf(file, "%.3f %17.6g %17.6g\n", t, sigma, norma);

// Runge-Kutta 32 ordem
derivadas(t, y, dy);

for (int i = 0; i < N; i++) {
k1[i] = h * dyl[il;

}

for (int 1 = 0; i < N; i++) {

y_temp[i] = y[i] + k1[i] / 2;
}

derivadas(t + h / 2, y_temp, dy);
0;
h *

for (int i = i++) {

k2[i] =

i < N;
dy[i]l;
¥

i < N; i++) {
y[i] - k1[i] + 2 * k2[i];

for (int i = 0;
y_temp[i] =
}
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derivadas(t + h, y_temp, dy);

for (int i = 0; i < N; i++) {
k3[i] = h * dy[il;
}

for (int i = 0; i < N; i++) {
y[i] += (k1[i] + 4.*k2[i] + k3[i]) / 6.;
}
}

fclose(file);
free(y);
free(dy);
free(kl);
free(k2);
free(k3);
free(y_temp);
free(epsilon);

return 0;

O programa gera um arquivo chamado sigma3atom.dat contendo os valores
de sigma e norma ao longo do tempo. Esses valores sao calculados para
monitorar o comportamento do sistema ao longo da integracao temporal.

0.10 Método de Runge-Kutta de 42 ordem
(RK4) : exemplos

O método de Runge-Kutta de 4% ordem é amplamente utilizado devido

a sua precisao e eficiéncia. Ele é uma aproximagao numeérica de quarta or-

dem para resolver equacoes diferenciais ordinarias e é mais preciso do que os

métodos de ordem inferior, como o de 2% ou 3 ordem. A férmula geral para
o método de Runge-Kutta de 4* ordem é:

At
Yntl = Yn + ?(kl + 2]432 + 2k3 + k4)7

onde:
kl - f(tﬂnyn)v
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At At
k? = f (tn—i_?)yn—{_ 7]{1) )

At At
ks = f <tn+7vyn+ 7162) ;

ky = f(tn + At y, + Atks).

Aqui, At é o tamanho do passo, t, e y, sao os valores de tempo e funcao
no n-ésimo passo, respectivamente. Considere a seguinte equacao diferencial
ordindria:

Y (1) = —y+t*+1, y(0)=0.5.

Vamos aplicar o método de Runge-Kutta de 4* ordem com At = 0.1.

#include <stdio.h>

double y, h, t, k1, k2, k3, k4;
int n, N;

int main() {

y = 0.5; // valor inicial de y(0)
h=0.1; // tamanho do passo

t = 0.0; // tempo inicial

N = 10; // nimero de iteracgdes

// Loop do método de Runge-Kutta 42 ordem
for (n = 0; n < N; n++) {
printf ("t = %1f, y = %1f\n", t, y);

// Calculo dos coeficientes k1, k2, k3 e k4

k1 =-y+t*xt+1;

k2 =-(y+h=*kl /20 +(t+h/20) x (t+h/
k3 =-(y+h*k2/2.0) + (t+h/20) x (t+h/
k4 = -(y + h * k3) + (¢t + h) * (t + h) + 1;

2.0) + 1;
2.0) + 1

)

// Atualizac8o de y e t

y=y+ (/6.0) x (kI + 2 * k2 + 2 * k3 + kd);
t =t + h;

}

return 0O;
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Neste exemplo, o método de Runge-Kutta de 4% ordem é aplicado a
equacao diferencial 3/(t) = —y + t*> + 1, com condicao inicial y(0) = 0.5
e passo At = 0.1. Ele fornece uma aproximacao precisa da solucao em um
intervalo de tempo entre t =0et = 1.

0.11 Modelo de Anderson 1D com N Sitios :
solucao usando RK4

Nesta secao, vamos resolver o modelo de Anderson unidimensional com N
sitios utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem. O modelo con-
sidera uma cadeia unidimensional de sitios com energias aleatorias e acopla-
mento entre os sitios. Vamos calcular a funcao de onda em cada sitio e
analisar a evolugao temporal da norma da funcao de onda e o desvio médio
quadratico da funcao de onda. O modelo de Anderson unidimensional é
descrito pela seguinte equacao de Schrodinger com potencial desordenado:

o;(t)
ot

7

= 0i(t) — J (Wi (t) + ¥ (1)), (1)

onde ¢; é a energia do sitio ¢z, J = 1 é o acoplamento entre sitios vizinhos
e ¥;(t) é a funcao de onda no sitio i. Para resolver essa equagao numeri-
camente, usamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem. A funcao de
onda v;(t) é atualizada em cada passo de tempo At. Uma das maneiras de
medir o comportamento da fungao de onda ¢é através do célculo do desvio
médio quadratico (DMC) dado por:

o= (i~ @)l (2)

1

onde (i) = > i|1;(t)|* é a posigao média ponderada pela fungao de onda
e |¢;(t)|* é a densidade de probabilidade no sitio i. O cdédigo a seguir
implementa o modelo de Anderson unidimensional e resolve a equacao de
Schrodinger usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem. O cédigo
calcula o desvio médio quadratico o e a norma da funcao de onda e salva os
resultados em um arquivo chamado sigmald.dat.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <complex.h>
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#include <math.h>

#define NMAX 10000
#define T 1.0 // Parametro de acoplamento

int N; // Numero de sitios
double h; // Passo de integracdo
double complex *epsilon; // Energias dos sitios

void derivadas(double t, double complex *y, double complex *dy) {
for (int 1 = 0; i < N; i++) {
dyl[i] = -I * (epsilon[i] * y[i]l - (y[i+1] + y[i-11));
}
}

int main() {

double complex *y = (double complex *)malloc(NMAX * sizeof (double complex));
double complex *dy = (double complex *)malloc(NMAX * sizeof(double complex));
double complex *kl = (double complex *)malloc(NMAX * sizeof(double complex));
double complex *k2 = (double complex *)malloc(NMAX * sizeof(double complex));
double complex *k3 = (double complex *)malloc(NMAX * sizeof(double complex));
double complex *k4 = (double complex *)malloc(NMAX * sizeof (double complex));
double complex *yl = (double complex *)malloc(NMAX * sizeof(double complex));
double t_final = 100.0; // Tempo final

int c100;

h = 0.01; // Passo de integragéo

N = 200; // Namero de sitios

epsilon = (double complex *)malloc(N * sizeof (double complex));

// Inicializacdo das energias dos sitios
for (int i = 0; i < N; i++) {

epsilon[i] =2.*(((double)rand() / RAND_MAX) - 0.5);
}

// Condigdes iniciais

for (int i = 0; i < N; i++) {
y[i]l = 0.0 + 0.0%I;

}

yIN/2] =

-
o

+ 0.0%I; // Fung8o de onda localizada no sitio central

FILE *file = fopen("sigmald.dat", "w");

for (double t ; t <= t_final; t += h) {
double norma = 0.0;
double sigma = 0.0;
double soma_i = 0.0;
double soma_i2 = 0.0;
c100=c100+1;
// Calcula a norma e o desvio médio quadratico
for (int 1 = 0; i < N; i++) {
norma += creal(y[i]) #* creal(yl[i]) + cimag(y[i]) * cimag(y[il);
soma_i += i * (creal(y[i]) * creal(yl[i]) + cimag(y[il) * cimag(y[il));
soma_i2 += i * i * (creal(y[i]) * creal(y[i]) + cimag(y[i]) * cimag(y[i]));

]
(=

}
double media_i = soma_i / norma;
sigma = soma_i2 / norma - media_i * media_i;

if (c100>5) {
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fprintf(file, "%.3f %17.6g %17.6g\n", t, sigma, norma);

c100=0;
}
// Runge-Kutta 42 ordem
derivadas(t, y, dy);
for (int i = 0; i < N; i++) {
k1[i] = h * dyl[il;
}
for (int i = 0; i < N; i++) {
y1[i] =y[il+k1[i] / 2;
}
derivadas(t + h / 2, y1, dy);
for (int i = 0; i < N; i++) {
k2[i] = h * dy[i];
}
for (int i = 0; i < N; i++) {
y1[i]l =y[i1+k2[i] / 2;
}
derivadas(t + h / 2, y1, dy);
for (int i = 0; i < N; i++) {
k3[i] = h * dy[il;
}
for (int i = 0; i < N; i++) {
y1[il =y[i]+k3[il;
}
derivadas(t + h, yi, dy);
for (int i = 0; i < N; i++) {
k4[i] = h * dyl[il;
}
for (int i = 0; i < N; i++) {
y[i] += (k1[i] + 2.*k2[i] + 2.xk3[i] + k4[i]) / 6.;
}
}
fclose(file);
free(y);
free(dy);
free(kl);
free(k2);
free(k3);
free(k4d);

free(epsilon);

return 0;

Este cédigo resolve o modelo de Anderson unidimensional usando o método
de Runge-Kutta de quarta ordem. A funcao de onda ¢ inicializada com um
valor localizado no sitio central, e as energias dos sitios sao atribuidas aleato-
riamente. O programa calcula a evolugao temporal da funcao de onda e de-
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termina o desvio médio quadréatico (DMC) e a norma da fun¢ao de onda.
O DMC é usado para avaliar a dispersao da funcao de onda, enquanto a
norma representa a probabilidade total. Os resultados sao salvos no arquivo
sigmald.dat, onde o tempo, o DMC e a norma sao registrados. A analise
desses dados oferece uma visao sobre a propagacao e o espalhamento da
funcao de onda no sistema desordenado.

0.12 Modelo de Anderson 2D : solucao us-
ando RK4

O modelo de Anderson em duas dimensoes descreve a dinamica de uma
particula quantica sujeita a desordem, representada por uma rede quadrada
2D com N x N sitios. A equacao diferencial que rege a evolucao temporal
da fungdo de onda 1); ;(¢) neste sistema é dada por:

Z.a%,j

o (Yig1,j + Vic1j + VYij +0ij-1) + € i,

onde: - 1); j(t) representa a fungao de onda no sitio (¢, j) da rede em um in-
stante de tempo ¢, - €; j sao as energias dos sitios, que introduzem a desordem
no sistema, sendo aleatoriamente distribuidas no intervalo [—6, 6], - i+1, j+1
indicam os sitios vizinhos na rede 2D, - O termo — (911, + ¥i—1,; + Vi j+1 + Vij-1)
corresponde ao acoplamento entre a fungao de onda em (i, j) e seus vizinhos
mais proximos, - O termo ¢; ;4; ; reflete a interacao local da funcao de onda
com a desordem.

Para resolver numericamente essa equacao diferencial parcial, aplicamos o
método de Runge-Kutta de quarta ordem, que proporciona uma alta pre-
cisao na evolucao temporal da funcao de onda. O método é adequado para
sistemas de equacoes diferenciais como este, em que a dinamica depende
tanto das interacoes entre os sitios quanto da desordem aleatoria introduzida
pelas energias ¢; ;. Inicialmente, as energias ¢;; em cada sitio da rede sao
sorteadas de forma aleatéria dentro do intervalo [—6,6]. A funcdo de onda
Y j(t) é definida inicialmente como nao nula em um sitio central da rede
(geralmente assumimos ¥y/o /2 = 1) e zero em todos os demais sitios. Du-
rante a evolucao temporal, uma das quantidades de interesse é o desvio
médio quadrético (DMC) da funcao de onda, que mede a dispersao espacial
da particula na rede. O DMC é calculado pela expressao:
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2

Y

=D 16— @)+ G = 6D by

Y]

onde (i) e (j) sao os valores médios das coordenadas i e j, respectivamente,
ponderados pela densidade de probabilidade |¢i7j|27 ou seja:

2

(1) = Z il4i g

2y}

* e <j>zzj‘wi,j
]

Esses valores médios fornecem a posicao esperada da particula na rede, e
o DMC quantifica o quanto a particula se espalhou em torno dessa posicao
média. A seguir, o coédigo em C implementa o método de Runge-Kutta
de quarta ordem para calcular a evolugdo temporal de v ;(t), bem como
a norma da funcao de onda e o DMC ao longo do tempo. A norma serve
como um critério de verificacao para garantir que a funcao de onda esteja
devidamente normalizada durante a evolucao.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <complex.h>
#include <math.h>

#define NMAX 100
#define T 1.0 // Parémetro de acoplamento

int N; // Numero de sitios em cada dimensé&o
double h; // Passo de integracio
double complex epsilon[NMAX] [NMAX]; // Energias dos sitios

void derivadas(double t, double complex y[NMAX][NMAX], double complex dy[NMAX] [NMAX]) {
for (int 1 = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {

int idx = 1 * N + j;

double complex terml = (i > 0 7 y[i-1]1[j] : 0) +
(i < N-1 ? y[i+1]1[3] : 0) +
(3 >0 7 ylil[j-11 : 0) +
(j < N-1 7 y[LI[j+1]1 : 0);

dy[i1[j] = -I * (epsilon[il[j]l * y[il[j]l - terml);

3

int main() {
double complex y[NMAX] [NMAX];
double complex dy[NMAX] [NMAX];
double complex k1[NMAX] [NMAX], k2[NMAX] [NMAX], k3[NMAX][NMAX], k4[NMAX] [NMAX];
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double complex y1[NMAX] [NMAX];
double t_final = 100.0; // Tempo final
int c100 = O;
h = 0.01; // Passo de integrag&o
N = 50; // Nimero de sitios em cada dimensio

// Inicializag8o das energias dos sitios
for (dnt i = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
epsilon[i] [j] = 12.0 * ((double)rand() / RAND_MAX - 0.5);
}
}

// Condigdes iniciais
for (int 1 = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
y[il1[3] = 0.0 + 0.0%I;
}
}
y[N/2]1[N/2] = 1.0 + 0.0%I; // Fungdo de onda localizada no sitio central

FILE *file = fopen("sigma2d.dat", "w");

for (double t = h; t <= t_final; t += h) {
double norma = 0.0;
double sigma = 0.0
double soma_i =
double soma_j =
double soma_i2
double soma_j2
c100++;
// Calcula a norma e o desvio médio quadratico
for (int 1 = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
double abs_y = creal(y[il [j]) * creal(yl[il[j]) + cimag(y[il[jl) * cimag(y[il[j1);
norma += abs_y;
soma_i += 1 * abs_y;

]
o O -

soma_j += j * abs_y;
soma_i2 += i * 1 * abs_y;
soma_j2 += j * j * abs_y;
}
¥

double media_i = soma_i / norma;

double media_j = soma_j / norma;

sigma = (soma_i2 / norma - media_i * media_i) + (soma_j2 / norma - media_j * media_j);

if (c100 > 5) {
fprintf(file, "%.3f %17.6g %17.6g\n", t, sigma, norma);
c100 = 0;

}

// Runge-Kutta 42 ordem
derivadas(t, y, dy);

for (int i = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
k1[i]l[j] = h * dy[il[j];
}
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for (int i = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
y1[il1[j] = y[i1 (3] + x1[i1 (3] / 2;
}
}
derivadas(t + h / 2, y1, dy);

for (int i = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
k2[i]1[j] = h * dy[il[j];
}
}

for (int i = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
y1[il1[j] = y[i1[3j]1 + k2[i1[j]1 / 2;
}
}
derivadas(t + h / 2, y1, dy);

for (int i = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
k3[1]1[j] = h * dy[il[j];
}
}

for (int i = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
yi[il[3] = y[i1[j] + k3[il[j];
}
}
derivadas(t + h, yi, dy);

for (int i = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
k4[i] [j] = h * dy[i]l [j];
}
}

for (int i = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
y[i1[j] += ®1[i1[j] + 2.0 * k2[i]1[j] + 2.0 * k3[1]1[j] + k4[il[j1) / 6.0;
}
}
}

fclose(file);
return O;

O programa implementa a solu¢ao do modelo de Anderson 2D usando o
método de Runge-Kutta de quarta ordem. Inicialmente, as energias dos
sitios sdo aleatoriamente distribuidas no intervalo [—6, 6], e a funcao de onda
¢ centralizada. Os resultados sao armazenados em um arquivo chamado
‘sigma2d.dat’, contendo o valor do desvio médio quadratico e da norma a
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cada passo de tempo.

0.13 Modelo de Anderson 1D com Termo Nao
Linear Diagonal

Neste capitulo, vamos resolver a equagao de Schrodinger dependente do
tempo para o modelo de Anderson unidimensional (1D) com um efeito nao
linear diagonal. O termo diagonal €, serd proporcional ao médulo quadrado
da funcdo de onda em cada sitio, ou seja, €, = A|f,(t)|>, onde A é um
parametro ajustavel. Este modelo descreve a evolugao de uma funcao de
onda em uma rede com desordem, onde o termo nao linear adiciona uma
complexidade adicional ao problema. A equacao de Schrodinger dependente
do tempo ¢é dada por:

00 = =T (Faa(0) + fua(0) + enfult)

onde f,(t) é a fungdo de onda no sitio n, J é o parametro de hopping (aqui
considerado como J = 1 para simplificacdo), e €, = A|f,(t)|* é o termo nao
linear diagonal. Vamos considerar uma cadeia de N = 100 sitios, com o
estado inicial da funcao de onda localizado no centro da cadeia. A funcao de
onda inicial serd definida como:

ful0) = {1’ on=5

0, caso contrario.

Para resolver a equacao de Schrodinger numericamente, utilizamos o método
de Runge-Kutta de 4% ordem (RK4), que é um método numérico preciso
e eficiente para integrar equacoes diferenciais. No método RK4, a funcao
de onda em cada sitio n é atualizada ao longo do tempo usando a seguinte
férmula:

1
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onde os incrementos kq, ko, k3, e ks sao definidos como:

k1= At - f'(t),
ky = At - f <t+%),

ks = At - f <t+%>,
ky = At - f'(t + At).

A funcao f'(t) é a derivada temporal da fungdo de onda, que é calculada
pela equagao de Schrodinger. A derivada temporal da fungao de onda f,,(t)
¢ dada pela expressao:

d

%fn(t) = —1 (J (fn+1(t) + fn—l(t)) + enf”(t)) )

onde €, = Al|f,(t)|? é o termo nao linear diagonal. A funcao de onda é entdo
atualizada usando os incrementos do método RK4. A seguir, apresentamos
a implementacao do método RK4 em linguagem C, que resolve a equacao
de Schrodinger para este modelo com N = 100 sitios. O valor do parametro
A é ajustavel pelo usuario. Apds a solucao numérica podemos investigar
a dinamica eletronica neste sistema através de quantidades fisica que me-
dem a propagacao (ou nao) na presenca de nao-linearidade. Uma destas
quantidades de interesse é a probabilidade de retorno, Puys(t), que mede a
probabilidade de a funcdo de onda retornar ao sitio central da cadeia N/2
apos um tempo t. Esta probabilidade é dada por:

PN/Q(t) - ‘fN/Q(t)‘Q:

onde fy/2(t) é o valor da funcao de onda no sitio central N/2 em um tempo
t. Para explorar o comportamento da probabilidade de retorno, realizamos
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Figure 3: Probabilidade de retorno Py/s(t) para trés valores de A: 0.5, 5, e
6.

simulagoes numeéricas para trés valores do parametro A, que controla a in-
tensidade do termo nao linear diagonal no modelo. Os valores considerados
foram:

e A=0.5,
o A=5,
e A=0.

O parametro A modifica diretamente o termo diagonal €, = A|f,,(¢)|?, o que
impacta a evolucao da funcao de onda no tempo. Para cada valor de A, a
funcao de onda foi inicializada com o estado localizado no centro da cadeia
e sua evolucao foi calculada usando o método de Runge-Kutta de 4 ordem
(RK4). A probabilidade de retorno foi registrada ao longo do tempo e sera
discutida em termos de seu comportamento para os diferentes regimes nao
lineares. Os graficos resultantes de Py/s(t) para cada valor de A (ver fig.

mostram como a nao linearidade afeta a dinamica da funcao de onda.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
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#include <math.h>
#include <complex.h>

#define N 200
#define J 1.0
#define DT 0.01
#define STEPS 20000

double A; // Parametro ajustével

// Fungio para calcular o termo epsilon_n = A * [f_n(t)]|"2
double epsilon(complex double f_n) {
return A * pow(cabs(f_n), 2);

3

// Funcgio para a derivada temporal da fungio de onda
void derivada(complex double f[], complex double dfdt[]) {
for (dnt n = 0; n < N; n++) {
complex double hopping = 0.0;
if (n > 0) hopping += f[n - 1];
if (n < N - 1) hopping += f[n + 1];
dfdt[n] = -I * (J * hopping + epsilon(f[n]) * f[nl);

}

// Método RK4 para evoluir a fung8o de onda

void rk4(complex double f[], double dt) {
complex double k1[N], k2[N], k3[N], k4[N];
complex double f_temp[N];

derivada(f, k1);

for (int n = 0; n < N; n++) f_temp[n] f[n] + 0.5 * dt * ki[n];

derivada(f_temp, k2);

f[n] + 0.5 * dt * k2[n];

for (int n = 0; n < N; n++) f_temp[n]
derivada(f_temp, k3);

for (int n = 0; n < N; n++) f_temp[n] = f[n] + dt * k3[n];

derivada(f_temp, k4);

for (int n = 0; n < N; n++) {
f[n] = f[n] + (At / 6.0) * (k1[n] + 2.0 * k2[n] + 2.0 * k3[n] + k4[n]);
}

int main() {
// Inicializar a fungio de onda
complex double f[N] = {0.0 + 0.0 * I};
f[N /2] = 1.0+ 0.0 * I; // Estado inicial localizado no centro

// Leitura do parametro A
printf("Digite o valor do pardmetro A: ");
scanf ("%1f", &A);

char filename[20];
sprintf (filename, "retorno_%f.dat", A);
FILE xfp = fopen(filename, "w");
// Evolugdo temporal
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for (int step = 1; step < STEPS; step++) {
rk4(f, DT);

// Salvar os dados da fung3o de onda para andlise (opcional)
if (step % 100 == 0) {

fprintf (fp, "%f %f\n", step*DT, pow(cabs(f[N/2]),2.));

return 0O;

Nesta secao, descrevemos a resolugao numérica da equacao de Schrodinger
dependente do tempo para o modelo de Anderson 1D com um termo diag-
onal nao linear. O método de Runge-Kutta de 4* ordem foi utilizado para
integrar a equacao diferencial, e o cédigo em C apresentado permite a sim-
ulacao da evolucao temporal da funcao de onda. O parametro A pode ser
ajustado para explorar diferentes regimes nao lineares.

0.14 Modelo de Anderson 1d : solucao us-
ando o método de Taylor

O método de Taylor para a solucao da equagao de Schrodinger é baseado
na expansao de Taylor do operador de evolucao temporal. Considerando o
problema da equacao de Schrodinger 1D com hopping J = 1:

dfy
ih:%%-::enjg-+»jg+4 +-fh_1, n,::1,2,3,... (3)

A expansao de Taylor para o operador de evolugao temporal U(t) = e é

dada por:

Ny Nk
it Ht 1
Ult)=e m =1+ E <—%> iE (4)

onde H ¢é o Hamiltoniano do modelo de Anderson 1D e Ny é a ordem
de truncamento da série (geralmente, Ny > 10). Para o estado inicial
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11(0)) =Y. fu(0)|n), o estado |1(t)) pode ser expresso como:

[$(1)) = e [$(0) {1+Z( ”ﬁ) !}wm». (5)

Para t = At < 1, o estado [)(At)) é obtido pela soma das poténcias do
Hamiltoniano aplicadas ao estado |¢(0)):

> (A Lo =~ )

k

(5) 5+ (5) e ] woy, @

Para calcular H* | (0)) = H* " £,(0) |n), usamos:

H'Y fu0)[n) = Caln) =Y {enful0) + [fur1(0) + fuu1(0)]} ), (8)

logo temos que :

C}L = enfn(o) + for1 (O) + fn—1(0>; (9)

Lembrando que H?Y  f,(0)|n) = > C%*|n) = H[HY., f.(0)|n)] temos

que:

Cl=e,Co+Ch 4+ Ch ). (10)

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos demonstrar que:

C’S:enCﬁ L Cn—H ij;j_ (11)

Para encontrar a solucao numérica em tempo t,,, aplicamos o método su-
cessivamente. Recomenda-se Ny ~ 12 e At = 0.05, pois sao adequados
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para manter a conservagao da norma da funcao de onda. Este formalismo é
aplicavel em dimensoes superiores (2D, 3D) e é geralmente mais rapido que
o método de Runge-Kutta de quarta ordem, especialmente em sistemas de
maior dimensao. A partir da solucao, podemos calcular medidas do grau de
localizacao, como participacao £, desvio médio quadratico o e entropia de

Shannon S(t). Estas quantidades sao definidas como:

&)= Q1@

o(t) = \/Zm )10,

S(t) = =D 1f2(O) log (| fa ().

(12)

(13)

(14)

Abaixo esta o cédigo em C para implementar o modelo de Anderson 1D, cal-
culando a evolucao temporal da funcao de onda usando o método de Taylor:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define N 100 // Nimero de sites
#define NO 12 // Ordem de truncamento
#define DELTA_T 0.05 // Intervalo de tempo

// Fung8o para inicializar as energias aleatoriamente

void inicializar_energies(double epsilon[]) {
for (int 1 = 0; i < N; i++) {

epsilon[i] = ((double)rand() / RAND_MAX) * 2.0 - 1.0; // Valores entre -1 e 1

3
}

// Fungio para calcular a evolugBo temporal usando o método de Taylor
void evoluir_temporal(double epsilon[], double f[], double f_temp[]l) {
for (int k = 1; k <= NO; k++) {

// Calcular H°k f

for (int n = 0; n < N; n++) {
f_temp[n] = epsilon[n] * f[n];
if (n > 0) f_temp[n] += f[n-1];
if (n < N-1) f_temp[n] += f[n+1];

}

// Atualizar f

for (int n = 0; n < N; n++) {
f[n] = f_temp[n];

}
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// Funcgdo principal
int main() {
double epsilon[N], f[N], f_temp[N];
// Inicializar as energias e a fung8o de onda
inicializar_energies(epsilon);
for (dnt i = 0; i < N; i++) {
f[i] = 1.0 / sqrt(N); // Fungdo de onda inicial
}

// Evolugdo temporal
evoluir_temporal (epsilon, f, f_temp);

// Salvar os resultados em um arquivo
FILE *fp = fopen("resultados.txt", "w");
for (int 1 = 0; i < N; i++) {

fprintf (fp, "%d %f\n", i, £[il);
}
fclose(fp);

return 0;

Este cédigo realiza a evolucao temporal da funcao de onda para o mod-
elo de Anderson 1D usando o método de Taylor. Ele inicializa as energias
aleatoriamente, aplica o método de Taylor para atualizar a funcao de onda e
salva os resultados em um arquivo de texto. Ajuste os parametros conforme
necessario para obter resultados mais precisos.

0.15 Método de Adams de 22 e 42 Ordem

Nesta secao, abordaremos o método de Adams-Bashforth, com foco na sua
deducao para a 22 ordem, e aplicaremos esse método para resolver a equacao
diferencial 3/(t) = —y +t?>+ 1, uma EDO comum em problemas de dindmica
e fisica matematica. O método de Adams-Bashforth é um método multistep,
ou seja, ele utiliza valores anteriores da solucao e da funcao derivada y'(t)
para avancar no tempo. A equacao diferencial a ser resolvida é:

Y (t) = —y+t*+1

com uma condi¢do inicial y(0) = yp. Iremos aplicar tanto o método de
Adams-Bashforth de 2% ordem quanto de 4% ordem.

Método de Adams-Bashforth de 22 Ordem
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O método de Adams-Bashforth é deduzido utilizando a interpolacao de diferencas
finitas. Para deduzirmos o método de 22 ordem, considere que queremos
avancar de t, para t,.1, dado que temos os valores de y(t,) e y(t,-1), bem
como as respectivas derivadas f, = ¥/(t,) e fo-1 = ¥'(tn—1). Para encon-
trar a férmula de Adams-Bashforth, comecamos pela expansao de Taylor da
derivada de y no ponto t¢,,.1, que pode ser aproximada pela combinacao lin-
ear das derivadas avaliadas nos pontos ¢, e t,,_1. Partimos da seguinte ideia:

y(t) = ft,y(t))

que representa a taxa de variagdo de y no tempo. Queremos calcular y(t,1),
o valor da funcao no préximo passo de tempo t,,1 = t, + At. Expansao de
Taylor nos da a férmula basica de avango no tempo:

Yn+1l = Yn + At - y/(tn)

Essa é a forma mais simples, o método de Euler, mas o método de Adams-
Bashforth melhora essa aproximacao ao usar também o valor da derivada no
ponto anterior ¢, ;. Utilizamos uma interpolacao polinomial para combinar
os valores anteriores de f(t,y). No caso de 2* ordem, a férmula de Adams-
Bashforth é derivada ao integrar o polinomio de Lagrange que interpola f(t)
sobre o intervalo [t,,_1,t,]. Isso resulta na férmula:

At
Yn+1l = Yn T 7 (3fn - fn—l)

Aqui, f, = f(tn,yn) € fno1 = f(ta_1,Yn—1). Essa férmula é muito mais pre-
cisa do que o método de Euler, pois leva em consideracgao a variacao de f(t)
entre dois pontos. O método de Adams-Bashforth de 22 ordem (assim como
outros métodos multistep) nao é auto-inicializavel, ou seja, ele nao pode ser
usado diretamente desde o primeiro passo de tempo. Isso ocorre porque ele
depende de dois valores anteriores de y e de f(t,y). Para y;, o valor de
y(t1), precisamos de um método de passo simples, como o método de Euler
ou o método de Runge-Kutta, para fornecer o primeiro valor da solugcao. Ou
seja, o primeiro passo de integracao deve ser feito com outro método. No
caso desta implementagao, usaremos o método de Euler para calcular ¥, e,
a partir dai, aplicamos a férmula de Adams-Bashforth de 22 ordem para os
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proximos passos.

#include <stdio.h>

#define N 100 // Nimero de passos de tempo
#define DELTA_T 0.1 // Passo de tempo

// Fung8o que representa a derivada dy/dt = -y + t72 + 1
double f(double t, double y) {
return -y + t *x t + 1;

}

// Fung8o para resolver a EDO usando o método de Adams-Bashforth de 22 ordem
void adams_bashforth_2(double y0) {

double y = yO; // Valor inicial de y

double t = 0.0; // Tempo inicial

double y_prev; // Valor anterior de y

double f_prev, f_curr; // Derivadas anteriores e atuais

FILE *file = fopen("adams2_ordem.dat", "w");
fprintf (file, "# Tempo\tValor de y\n");

// Primeiro passo usando método de Euler para iniciar o cédlculo
f_curr = £(t, y);

y-prev =y,

t += DELTA_T;

y = y_prev + DELTA_T * f_curr; // Método de Euler

fprintf(file, "%1f\t%lf\n", t, y);

// Aplicando Adams-Bashforth de 22 ordem para os préximos passos
for (int i = 1; i < N; i++) {

t += DELTA_T;
f_prev = f_curr; // Atualiza f_{n-1}
f_curr = f(t, y); // Calcula f_n

y =y + DELTA_T / 2 * (3 * f_curr - f_prev); // Adams-Bashforth 22 ordem
fprintf(file, "%1f\t%1lf\n", t, y);
}

fclose(file);
}

int main() {
double y_inicial = 0.5; // Condig&o inicial y(0) = 0.5
adams_bashforth_2(y_inicial);

return O;

0.16 Método de Adams-Bashforth de 42 Or-
dem

Agora, sem nos aprofundarmos em uma deducao completa, aplicaremos dire-
tamente o método de Adams-Bashforth de 4* ordem, uma técnica multistep
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explicita amplamente utilizada para resolver equagoes diferenciais ordinarias
(EDOs). Esse método utiliza uma combinacao linear de quatro valores an-
teriores de f(t,y) (a fungdo que define a EDO) para calcular y,1, a solucao
no proximo passo de tempo. A férmula é dada por:

At
Yn+1 ::yn'+'51’(55jh'_'59fh—1'+'37f%—2 _'9jh—3)7

onde: - y, é o valor da solugao no instante t,, - f, = f(tn, yn) é o valor da
funcao derivada em t,, - At é o tamanho do passo de tempo, - f,,_1, fu_2, fn_3
sao os valores de f calculados nos trés passos de tempo anteriores.

Este método é mais preciso do que métodos de ordens inferiores, como o
Adams-Bashforth de 2 ordem, pois leva em consideracao mais valores an-
teriores de f(¢,y), permitindo uma melhor estimativa de y,.1. A precisao
aumenta significativamente a medida que mais informacgoes sobre o compor-
tamento passado da solucao sao incorporadas na estimativa. No entanto,
o método de Adams-Bashforth de 4* ordem néao é auto-inicializavel. Isso
significa que, para dar inicio ao processo, os trés primeiros valores de y (ou
seja, Y1, Y2 € y3) precisam ser calculados com um método de passo simples,
como o método de Euler ou o método de Runge-Kutta de 4* ordem. Uma
vez obtidos esses valores iniciais, o método de Adams-Bashforth pode ser
aplicado para avancar a solugao no tempo. Essa abordagem torna o método
de Adams-Bashforth muito eficiente para problemas que exigem precisao em
longas integracoes temporais, pois a féormula de quarta ordem equilibra bem
a precisao com o esforco computacional.

#include <stdio.h>

#define N 100 // Nimero de passos de tempo
#define DELTA_T 0.1 // Passo de tempo

// Funcdo que representa a derivada dy/dt = -y + t72 + 1
double f(double t, double y) {
return -y + t * t + 1;

}

// Funcdo para resolver a EDO usando o método de Adams-Bashforth de 42 ordem
void adams_bashforth_4(double y0) {

double y = yO; // Valor inicial de y

double t = 0.0; // Tempo inicial

double y_prev([3]; // Valores anteriores de y

double f_prev([4]; // Derivadas anteriores e atual

FILE *file = fopen("adams4_ordem.dat", "w");
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fprintf(file, "# Tempo\tValor de y\n");

// Primeiros tré&s passos usando método de Euler para iniciar o c&lculo
f_prev[0] = £(t, y); // £_0
y_prev[0] = y;
t += DELTA_T;
y = y_prev[0] + DELTA_T * f_prev[0]; // Euler
f_prev[l] = £(t, y); // f_1
y_prev[1l] = y;
t += DELTA_T;
y = y_prev[1] + DELTA_T * f_prev[1]; // Euler
f_prev[2] = £(t, y); // £_2
y_prev[2] = y;
t += DELTA_T;
y = y_prev[2] + DELTA_T * f_prev[2]; // Euler
f_prev[3] = £(t, y); // £.3
fprintf (file, "%Llf\t%lf\n", t, y);

// Aplicando Adams-Bashforth de 42 ordem para os préximos passos
for (int i = 3; i < N; i++) {

t += DELTA_T;

for (int j =3; j > 0; j—-) {

f_prev[jl = f_prev[j - 11; // Atualiza f_{n-1}, f_{n-2}, f_{n-3}

}
f_prev([0] = f(t, y); // Calcula f_n
y =y + DELTA_T / 24 * (55 * f_prev[0] - 59 * f_prev[1] + 37 * f_prev[2] - 9 * f_prev[3]);
fprintf (file, "%1lf\t%1lf\n", t, y);
}
fclose(file);
}

int main() {
double y_inicial = 0.5; // Condig&o inicial y(0) = 0.5
adams_bashforth_4(y_inicial);

return O;

0.17 Solucao para o Modelo de Anderson com

termo diagonal nao-linear usando Adams-
Bashforth de 42 Ordem

Nesta secao, resolvemos a equacao diferencial nao linear dada por:

Z%fn(t) = _J(fnJrl(t) -+ fnfl(tD + Enfn(t)a

onde €, = A|f,|*. Para isso vamos aplicar o método de Adams-Bashforth
de 4* ordem. Inicialmente, utilizamos o método Runge-Kutta de 4* ordem
(RK4) para calcular os valores iniciais. Para cada equagao neste sistema o
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método RK4 sera aplicado como segue:

= A= () + fua) + L1l
NS _J <fn+1(t—|— %) + fao1(t+ %)) +€Z—.” (fn(t) + %)
_ At _ZJ (fn+1(t+ %) + faalt+ %O + (f”(t) " %)

k= AL (A0 + a6+ AD) + L (1) + )

A solucao no tempo t + At é dada por :

fn(t + At) = fn(t) + é(kl + 2k2 + 2]€3 + k4)

Para resolver uma equacao diferencial utilizando o método de Adams-Bashforth
de 4* ordem, é necessério ter os valores da funcao nos quatro primeiros in-
stantes de tempo. Como o método de Adams-Bashforth é um método de
passo multiplo, ele depende de valores prévios para calcular o préximo ponto
da integracao. Para obter esses valores iniciais, utilizamos o método de
Runge-Kutta de 4* ordem (RK4), que é um método de passo unico e fornece
uma estimativa precisa para os primeiros quatro pontos da solucao. Assim,
comecamos aplicando o RK4 para calcular as solugoes nos primeiros quatro
instantes: t = At, t = 2At, t = 3At e t = 4At. Esses valores iniciais sao ar-
mazenados e, a partir dai, passamos a utilizar o método de Adams-Bashforth
de 42 ordem para os passos subsequentes. O método de Adams-Bashforth
usa as solugoes prévias para prever o valor da funcao no préoximo instante
de tempo, permitindo que o processo de integracao prossiga de forma efi-
ciente. Esse esquema combinado — RK4 para os primeiros passos e Adams-
Bashforth para os seguintes — ¢é frequentemente utilizado porque o RK4
fornece uma base inicial precisa, enquanto o Adams-Bashforth oferece uma
solucao eficiente para passos subsequentes, aproveitando a informacao dos
pontos anteriores. O cédigo a seguir implementa esse algoritmo, comecando
com RK4 e continuando com Adams-Bashforth de 42 ordem.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
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#include <math.h>
#include <complex.h>
#include <time.h>

#define NMAX1 10000 // tamanho maximo da cadeia

#define Npassos 20000 // nimero de passos

#define J 1.0 // Constante de acoplamento

#define A 1.0 // Amplitude do termo estocdstico

#define DT 0.001 // Passo de tempo

#define EPSILON le-6 // Tolerdncia para verificar o retorno ao meio
double complex f[NMAX1+1];

double complex k1[NMAX1+1],k2[NMAX1+1];

double complex df [NMAX1+1] ,k3[NMAX1+1],k4 [NMAX1+1],f_temp[NMAX1+1];
double complex derv[NMAX1+1][5];

double t,prob_retorno,norma,epsilon;

int N,i,j,middle,n,i100;

// Funcdo que calcula a derivada de f_n(t) para o método RK4
void derivada() {
for (i = 0; i<=N-1; i++) { // Evita os limites para nfo acessar posigdes invalidas
epsilon=A*pow(cabs(f_temp[i]),2.);
if (i==0) df[i] = -I * (-J * (f_temp[i+1]) + epsilon*f_temp[i]);
if (i>0) df[i] = -I * (-J * (f_temp[i+1]+f_temp[i-1])+epsilon*f_templ[i]);

3

// Fungio principal
int main() {
// Definir variaveis
N=100;
t=0.;
middle=N/2;
FILE *outfile;

// Inicializar gerador de nimeros aleatérios
// srand(time(NULL));

// Inicializar condigles iniciais

for (int n = 0; n <= N; n++) {
f[n] = 0.0 + 0.0%xI; // Coloca o elétron inicialmente no meio
f_temp[n]=0.0 + 0.0%I;

}

f[middle]=f_temp[middle]= 1.0 + 0.0%I; // Colocar um valor inicial no meio

derivada();
// Abrir arquivo para salvar os resultados
outfile = fopen("probabilidade_retorno.dat", "w");

// Calculando os 4 primeiros passos com RK4
t=0.;
for (n = 0; n < 4; n++) {
t=t+DT;
// Calcular ki1, k2, k3, k4

for (i = 0; i <= N-1; i++) {
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k1[i]=df [i];
f_temp[i]=f [i]+0.5*DT*k1[i];

derivada();
for (i = 0; i <= N-1; i++) {

k2[i]=df [i];
f_temp[i]=f [i]+0.5*DT*k2[i];

derivada();
for (i = 0; i <= N-1; i++) {
k3[i]=df[i];
f_temp[i] =f[i]+ DTxk3[i];

derivada();
norma=0. ;
for (i = 0; i <= N-1; i++){

k4[i]l=df [i];

f_temp[il=f[i]1+(DT/ 6.0)*(k1[i]l + 2xk2[i] + 2*k3[i] + k4[il);
flil=f_temp[il;
norma=norma+pow (cabs(f[i]),2.);
}
printf( "%f %f\n", t,norma);
derivada();

for (i = 0; i <= N-1; i++){
derv[i] [n]=df[i];

i100=0;
// Usar Adams-Bashforth de 42 ordem para passos subsequentes
for (n = 4; n < Npassos; n++) {
// Previsdo de f_n usando Adams-Bashforth
i100=1100+1;
t=t+DT;
for (i = 0;i <= N-1; i++){

f_temp[i] =f[i]1+(DT/24.0)*(55.*derv[i] [n-1]1-59.*derv[i] [n-2]+37.*derv[i] [n-3]1-9.*derv[i] [n-4]);

derivada();
norma=0. ;
for (i = 0; i<=N-1; i++){
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derv[i] [n-4]=derv[i] [n-3];
derv[i] [n-3]=derv[i] [n-2];
derv[i] [n-2]=derv[i] [n-1];
derv[i] [n-1]=df[i];
fli]l=f_temp[i];
norma=norma+pow(cabs(f[i]),2.);

}

// Calcular a probabilidade de retorno ao meio
prob_retorno = pow(cabs(f[middlel),2.);
if (1100>1000){

fprintf (outfile, "%f %f %f\n", t, prob_retorno,norma);

1100=0;
}

}

fclose(outfile);
return O;

O método de Adams é uma familia de métodos numéricos utilizados para a
resolugao de equagoes diferenciais ordindrias (EDOs). Ele se baseia na aprox-
imagcao da solugao de uma EDO por meio de uma série de passos sucessivos,
utilizando valores anteriores da funcao e suas derivadas para melhorar a pre-
cisao da solucao. Este método é geralmente dividido em duas categorias: o
método preditor-corretor e o método de Adams-Bashforth-Moulton, que com-
bina uma etapa preditiva (explicita) com uma etapa corretiva (implicita).

No entanto, embora o método de Adams seja eficiente para uma ampla gama,
de EDOs, ele pode nao ser tao preciso em alguns casos especificos, como o
modelo de Anderson em sistemas desordenados. No contexto desse modelo,
as flutuagoes cadticas da desordem e a presenca de interacoes locais podem
exigir uma abordagem mais robusta para manter a precisao. A introducgao
de correcoes é uma pratica comum nesses casos.

No caso apresentado no ultimo exemplo mesmo, o modelo de Anderson, que
descreve a localizacao de elétrons em sistemas desordenados, existem desafios
adicionais na sua resolucao numérica devido a natureza complexa da desor-
dem e das interacoes no sistema. Nesses casos, o método de Adams pode
falhar em fornecer resultados precisos se utilizado de forma direta, especial-
mente para sistemas de grande escala e longos tempos de integracao. Para
superar esses problemas, pode ser necessario aplicar formulas de correcao ao
método de Adams, especialmente para equacoes que envolvem acoplamen-
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tos desordenados ou nao-lineares. A seguir, apresentamos as férmulas de
correcao para o método de Adams de quarta ordem. Essas férmulas com-
binam o método de predicao com um passo corretivo que refina a solucao
obtida. Apds a predicao obtida pelo método de Adams-Bashforth , o método
de Adams-Moulton (corretor) de 4* ordem é aplicado para refinar a estima-
tiva:

h
Yn+1 ::yn'+'§z (9fiﬁz+‘19fﬁ'—'5fh—1'+‘fﬁ—2> ) (15)

onde y,.1 ¢ a estimativa corrigida, obtida pela utilizacao do valor predito

np+)1 = f (th,yﬁijl). Esse esquema preditor-corretor permite uma maior

precisao na solucao de EDOs, especialmente em sistemas mais complexos,
como o modelo de Anderson. No entanto, para equacoes onde a desordem
¢ dominante, pode ser necessario ajustar os parametros do método para
garantir a convergéncia e a precisao dos resultados. O método de Adams é
uma ferramenta poderosa para a solucao de EDOs, mas, em sistemas com-
plexos como o modelo de Anderson, pode ser necessario aplicar corregoes
para garantir a precisao. A utilizacao do esquema preditor-corretor com as
formulas de 4* ordem fornecidas aqui é uma estratégia eficaz para melhorar
os resultados numéricos nesses casos. O codigo a seguir mostra o esquema
preditor-corretor implementado para a equacao nao-linear.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <complex.h>
#include <time.h>

#define NMAX1 10000 // tamanho maximo da cadeia

#define Npassos 20000 // nimero de passos

#define J 1.0 // Constante de acoplamento

#define A 1.0 // Amplitude do termo estocastico

#define DT 0.001 // Passo de tempo

#define EPSILON le-6 // Toleradncia para verificar o retorno ao meio
double complex f[NMAX1+1];

double complex k1[NMAX1+1],k2[NMAX1+1];

double complex df [NMAX1+1],k3[NMAX1+1],k4[NMAX1+1],f_temp[NMAX1+1];
double complex derv[NMAX1+1] [5];

double t,prob_retorno,norma,epsilon;

int N,i,j,middle,n,i100;

// Fungdo que calcula a derivada de f_n(t) para o método RK4
void derivada() {
for (i = 0; i<=N-1; i++) { // Evita os limites para nfo acessar posigdes invalidas
epsilon=A*pow(cabs(f_temp[i]),2.);
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if (i==0) df[i] = -I * (-J * (f_temp[i+1]) + epsilon*f_temp[i]);
if (i>0) df[i] = -I * (-J * (f_temp[i+1]+f_temp[i-1])+epsilon*f_templ[i]);

3

// Fungio principal
int main() {
// Definir variaveis
N=100;
t=0.;
middle=N/2;
FILE *outfile;

// Inicializar gerador de nimeros aleatérios
// srand(time (NULL));

// Inicializar condig¢des iniciais

for (int n = 0; n <= N; n++) {
f[n] = 0.0 + 0.0%I; // Coloca o elétron inicialmente no meio
f_temp[n]=0.0 + 0.0%I;

}

f[middle]=f_temp[middle]= 1.0 + 0.0%I; // Colocar um valor inicial no meio

derivada();
// Abrir arquivo para salvar os resultados
outfile = fopen("probabilidade_retorno.dat", "w");

// Calculando os 4 primeiros passos com RK4
t=0.;
for (n = 0; n < 4; n++) {
t=t+DT;
// Calcular ki, k2, k3, k4

for (i = 0; 1 <= N-1; i++) {

k1[i]=df [i];
f_temp[il=f[i]+0.5%DTxk1[i];

derivada();
for (i = 0; 1 <= N-1; i++) {

k2[i]=df [i];
f_temp[i]=f [i]+0.5*DT*k2[i];

derivada();
for (i = 0; i <= N-1; i++) {
k3[i]=df [i];
f_temp[i] =f[i]l+ DT*k3[i];
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derivada();
norma=0. ;
for (i = 0; i <= N-1; i++){

k4[i]=df [i];

f_temp[il=f[i]+(DT/ 6.0)*(k1[i] + 2xk2[i] + 2*k3[i] + k4[il);
flil=f_temp[il;
norma=norma+pow (cabs(f[i]),2.);
}
printf( "%f %f\n", t,norma);
derivada();

for (i = 0; i <= N-1; i++){
derv[i] [n]=df[i];

i100=0;
// Usar Adams-Bashforth de 42 ordem para passos subsequentes
for (n = 4; n < Npassos; n++) {

1100=1100+1;
t=t+DT;

// // Previsdo de f_n usando Adams-Bashforth
for (i = 0;i <= N-1; i++){

f_temp[i] =f[i]1+(DT/24.0)*(55.*derv[i] [n-1]1-59.*derv[i] [n-2]+37.*derv[i] [n-3]1-9.*derv[i] [n-4]);

derivada();

// corregdo usando Adams-Moulton

for (i = 0;i <= N-1; i++){
f_temp[i]=f[i]+(DT/24.)*(9.*df [1]+19.*derv[i] [n-1]1-5.*derv[i] [n-2]+derv[i] [n-3]);
}

derivada();

norma=0. ;
for (i = 0; i<=N-1; i++){
derv[i] [n-4]=derv[i] [n-3];
derv[i] [n-3]=derv[i] [n-2];
derv[i] [n-2]=derv[i] [n-1];
derv[i] [n-1]1=df[i];
fli]l=f_temp[i];
norma=norma+pow (cabs(f[1]),2.);

3
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// Calcular a probabilidade de retorno ao meio
prob_retorno = pow(cabs(f[middle]),2.);
if (i100>1000){

fprintf (outfile, "%f %f %f\n", t, prob_retorno,norma);

i100=0;
}

}

fclose(outfile);
return O;

Se faz importante salientar que existem métodos de Adams de alta ordem
(como os de 6%, 82, 10 ordem, etc. A principal vantagem dos métodos de
Adams de alta ordem é a precisao elevada que podem atingir com relativa-
mente poucos passos, tornando-os ideais para problemas onde é importante
minimizar o erro de truncamento. A medida que a ordem do método au-
menta, a aproximacao numérica da solucao converge mais rapidamente para
a solucao exata, o que significa que, para o mesmo intervalo de tempo e
passos de integracao, métodos de ordem mais alta podem oferecer solucoes
mais precisas do que aqueles de ordem inferior. Além disso, para sistemas
onde a solucao varia suavemente ao longo do tempo, os métodos de Adams
de alta ordem permitem resolver problemas de longo prazo sem a necessi-
dade de passos de tempo muito pequenos, o que reduz o numero total de
iteragoes e, consequentemente, o tempo computacional. Apesar das van-
tagens em termos de precisao, os métodos de Adams de alta ordem tém
algumas desvantagens. Uma delas é a necessidade de mais valores iniciais
para iniciar a integracdo. Por exemplo, para usar um método de 6 ordem,
sao necessarios os valores da funcao e suas derivadas em seis pontos ante-
riores; para um método de 10% ordem, sao necessdrios dez pontos, e assim
por diante. Isso significa que, antes de aplicar um método de alta ordem,
¢ necessario calcular esses valores iniciais com um método de passo 1nico,
como o Runge-Kutta, o que pode aumentar o custo inicial da simulacao.
Outro problema associado aos métodos de alta ordem ¢é a sua instabilidade
em sistemas com alta sensibilidade a condicoes iniciais ou onde héa oscilacoes
rapidas na solucao. Métodos de ordem muito alta podem ser menos estaveis
em sistemas rigidos (stiff systems), onde hé escalas de tempo muito distin-
tas entre diferentes componentes da equacao, exigindo o uso de estratégias
adaptativas ou mesmo de métodos especializados para garantir a estabili-
dade. Os métodos de Adams, sendo métodos de passo multiplo, necessitam
de um numero correspondente de pontos iniciais para iniciar o processo de
integracao. Para métodos de 6 ordem, por exemplo, sao necessdrios seis
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valores iniciais da funcao; para métodos de 10% ordem, sao necessarios dez.
Isso significa que, antes de aplicar um método de Adams de alta ordem, de-
vemos usar um método de passo tnico, como o Runge-Kutta de 4% ordem
(RK4) ou um método de ordem mais alta, para calcular os primeiros pon-
tos da solucao. Esse esquema hibrido, onde métodos de passo tnico como
RK4 sao usados para iniciar a integracao, e os métodos de Adams assumem
a partir de entao, é comum. O RK4 é utilizado para calcular as solucoes
nos primeiros instantes de tempo, e essas solucoes sao entao utilizadas para
alimentar o método de Adams nas iteracoes seguintes, proporcionando uma
combinacao eficiente de precisao inicial e alta eficiéncia nos passos subse-
quentes. Os métodos de Adams de alta ordem sao ferramentas poderosas
para a solucao de equacoes diferenciais, especialmente em problemas onde a
solucao se comporta de maneira suave e a precisao ¢ essencial. No entanto,
sua aplicacao deve ser feita com cautela, considerando as necessidades de
valores iniciais e os potenciais problemas de instabilidade. A escolha de um
método de alta ordem depende tanto das caracteristicas da equacao diferen-
cial quanto dos requisitos de precisao e eficiéncia computacional. Métodos
hibridos, que comecam com Runge-Kutta e depois utilizam Adams, sao am-
plamente utilizados para balancear essas necessidades.

0.18 Solucao Numérica do Sistema Massa-
Mola com Resisténcia do Ar Utilizando
Diferencas Finitas de 22 Ordem

Neste capitulo, abordaremos a solucao numérica de uma equacao diferencial
que descreve o comportamento de um sistema massa-mola com resisténcia
do ar. A equacao diferencial é dada por:

d2
md—tf = —kz — v

onde m é a massa, k é a constante da mola, v é a velocidade, e 3 é o coe-
ficiente de resisténcia do ar. Dividindo ambos os lados da equacgao por m,
temos:

dx  Bdr k
@ Tma Tt

74



Nosso objetivo é resolver essa equacao numericamente utilizando o método de
diferencas finitas de 2% ordem. O método de diferencas finitas é uma técnica
numérica para aproximar as derivadas de funcoes. No caso de derivadas de
segunda ordem, podemos utilizar a seguinte aproximacao para a segunda
derivada:

d*x  In+1 — 2Ty + Ty
a2~ A2

Além disso, a derivada de primeira ordem ; pode ser aproximada por:

d_x ~ Tp+1l — Tn—1
dt 2At

Substituindo essas aproximacoes na equacao diferencial, obtemos:

Tpt1 — 2%y + Ty N B Tnt1 — Tna N k
At? m 2At m

r, =0

Multiplicando toda a equac@o por At?, reescrevemos como:

kAt
Tn+1 — 23771 +xp1 + 62 (xn—i—l - xn—l) + Tp = 0
Isolando x,,.1:
. an — Tp—1+ B_At LTp-1— kﬁlﬁxn
Lp+1 = 1+ BAt

Essa é a férmula que utilizaremos para calcular os valores sucessivos de .
Como estamos lidando com uma equacao diferencial de segunda ordem, pre-
cisamos especificar tanto a posigao inicial z(0) quanto a velocidade inicial
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v(0). O primeiro passo de integragao, z1, pode ser calculado usando o método
de Euler:

Tr1 = Xo+ U()At

A seguir, apresentamos a implementacao do método de diferencas finitas de
22 ordem para resolver a equacao diferencial do sistema massa-mola com
resisténcia do ar.

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 1000 // Nimero de passos de tempo
#define DELTA_T 0.01 // Passo de tempo

#define M 1.0 // Massa

#define K 1.0 // Constante da mola

#define BETA 0.2 // Coeficiente de resisténcia do ar

// Fung8o para resolver a EDO da massa-mola usando diferengas finitas de 22 ordem
void diferencas_finitas_2a_ordem(double x0, double v0) {

double x[N]; // Posigdes

double t = 0.0; // Tempo inicial

FILE *file = fopen("massa_mola_dif_fin_2a_ordem.dat", "w");
fprintf (file, "# Tempo\tPosic&o\n");

// Condig8es iniciais
x[0] = x0;
fprintf(file, "%1f\t%1lf\n", t, x[0]);

// Calcula x_1 usando o método de Euler para iniciar
x[1] = x[0] + DELTA_T * vO;

t += DELTA_T;

fprintf (file, "%1f\t%lf\n", t, x[1]);

// Aplicando diferengas finitas de 22 ordem para os préximos passos
for (int 1 = 1; i < N - 1; i++) {
t += DELTA_T;

x[1 + 1] = (2 * x[i] - x[1 - 1] + (BETA = DELTA_T / (2 * M)) * x[i - 1] - (K * DELTA_T * DELT,

/ (1 + (BETA * DELTA_T / (2 * M)));
fprintf (file, "%Llf\t%1lf\n", t, x[i + 11);
}

fclose(file);
}

int main() {
double x_inicial =
double v_inicial

0; // Posigdo inicial x(0) = 1
0

1.
0.0; // Velocidade inicial v(0) = 0

diferencas_finitas_2a_ordem(x_inicial, v_inicial);
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return O;

No cédigo apresentado:

e A funcao diferencas_finitas_2a_ordem() implementa a solucao da
equacao diferencial usando o método de diferencas finitas de 22 ordem.

e O vetor z armazena as posicoes calculadas em cada passo de tempo.

e As condicoes iniciais xg e vy sao passadas como parametros para a
funcao. O primeiro valor de x; é calculado utilizando o método de
Euler.

e Para os demais valores de z, a formula de diferencas finitas de 22 ordem
¢ utilizada iterativamente.

e Osresultados sao armazenados no arquivo massa_mola_dif_fin_2a_ordem.dat,
contendo os valores da posicao x para cada instante de tempo ¢.

O método de diferencas finitas de 2% ordem é uma técnica numérica eficiente
para resolver equacoes diferenciais de segunda ordem, como a equacao do sis-
tema massa-mola com resisténcia do ar. A precisao desse método é superior a
do método de Euler, especialmente para passos de tempo menores. O codigo
em C apresentado pode ser utilizado para explorar diferentes condigoes de
massa, constante da mola, coeficiente de resisténcia do ar e outros parametros
para estudar o comportamento oscilatorio de sistemas fisicos amortecidos.

0.19 Solucao Numérica para o Sistema Massa-
Mola com Forca Estocastica: método de
Euler-Maruyama

Neste capitulo, abordaremos a solucao numérica da equacao diferencial para

um sistema massa-mola com uma forga estocastica. Vamos consider a equacgao
diferencial:

me— = —kz + (¢), (16)
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onde f(t) é uma funcdo estocastica dada por:

ft) = Ar(t), (17)

e r(t) é uma variavel aleatoria gaussiana com média zero e variancia 1. Para
resolver essa equacao com uma forga estocéstica, utilizaremos o método de
Euler-Maruyama, que é uma extensao do método de Euler para equacoes
diferenciais estocasticas. O método de Euler-Maruyama é uma abordagem
para resolver equacoes diferenciais estocasticas da forma:

%t(t) — a(X (), 1) + b(X (), D)r(?). (18)

onde a(X (t),t) é o termo deterministico e b(X (t),t)r(t) é o termo estocastico,
com r(t) representando o termo de ruido branco gaussiano. Para o nosso
problema, a equacao pode ser reescrita como um sistema de equacoes difer-
enciais de primeira ordem:

= o(t), (19)

= ——ua(t) + —=. (20)

O método de Euler-Maruyama para resolver esse sistema é dado por:

Tit1 = T; + UiAt, (21)
k Ar;

Vi1 = U; + <——CEZ> At + r VAL, (22)
m m
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A seguir, apresentamos um programa em C que usa o método de Euler-
Maruyama para resolver a equacao diferencial com uma forca estocastica.
O programa gera varidveis aleatorias gaussianas para simular o termo es-
tocastico e atualiza a posicao e a velocidade da massa.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define M 1.0 // Massa

#define K 1.0 // Constante da mola

#define A 0.001 // Amplitude da forga estocdastica
#define DT 0.01 // Passo de tempo

#define N 1000 // Numero de passos

// Fungio para gerar varidveis aleatdérias gaussianas
double gaussian_random() {

double ul = ((double)rand() / RAND_MAX);

double u2 = ((double)rand() / RAND_MAX);

return sqrt(-2 * log(ul)) * cos(2 * M_PI * u2);

}

int main() {
double x = 0.01; // Posig8o inicial
double v = 0.0; // Velocidade inicial
double f;
int i;

// Gerar e resolver
FILE *file = fopen("solucao.dat", "w");
for (i = 0; i < N; i++) {
f = A * gaussian_random();
x =x + v * DT;
v=v+ (- (K/M *xx)*x DT + (£ / M)*sqrt(DT);
fprintf (file, "%1f %1f %1f\n", ((double)i)*DT, x, Vv);
}
fclose(file);

return O;

Nesta secao, apresentamos a solucao numérica da equacao diferencial para
um sistema massa-mola com uma forga estocéstica utilizando o método de
Euler-Maruyama. Este método é apropriado para lidar com termos es-
tocasticos e inclui o termo de correcio VAt para garantir a precisdo das
simulacoes. O cédigo fornecido em C ilustra a aplicacao pratica do método,
gerando uma série de valores para a posicao e a velocidade da massa. Este
método € 1til para analisar sistemas dinamicos com caracteristicas estocasticas
e pode ser aplicado em diversas areas da fisica e engenharia.
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0.20 Solucao Numérica para o Sistema Massa-
Mola com Forca Estocastica : Método
de Runge Kutta adaptado

Esta secao descreve a solucao numérica da mesma equagao diferencial com
forca estocastica sendo que agora vamos usar um método de Runge-Kutta
de 2% ordem adaptado para este tipo de problema. A equagao diferencial
estocastica é dada por:

d’x

onde f(t) = A-r(t), com r(t) sendo uma funcéo estocastica gerada a partir
de nimeros gaussianos com média zero e variancia 1. A equacao sera re-
solvida utilizando o método estocéstico de Runge-Kutta de 22 ordem (SRK?2).
Primeiro, reescrevemos a equagao de segunda ordem como um sistema de
duas equacoes diferenciais de primeira ordem. Definimos:

dx
V= —
dt
Assim, temos o sistema:
dt
d
d_: = —kx+A-r(t)

onde r(t) ~ N(0,1), ou seja, numeros aleatorios gaussianos com média zero
e variancia 1. O método de Runge-Kutta estocdstico de 2% ordem é descrito
da seguinte forma. Dado um intervalo de tempo At, queremos calcular x(t)
e v(t) em passos discretos de tempo. Para cada passo t,, — t,11 = t, + At,
o esquema ¢ dado por:
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kq = Up,
lh=—-kx,+A-r,

At
ko = v, + 517

At
lgz—k’ xn—l—/ﬁ? +A'7’n+1

Entao, as atualizacoes para x e v sao dadas por:

1
Tpi1 = Ty + k1AL + §AWH

1
Up+1 = Up + llAt + EAWH

Aqui, AW, é o incremento de Wiener, calculado como:

AW, = VAt -r,

O cédigo a seguir implementa o algoritmo SRK2 descrito anteriormente.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

// Definir constantes globais

#define N 1000 // Nimero de passos

#define A 1.0 // Amplitude do termo estocdstico
#define k 1.0 // Constante da equag&o

#define DT 0.01 // Passo de tempo

// Fung8o para gerar nimeros aleatérios gaussianos
double gaussrand() {
static int hasSpare = 0;
static double spare;
if (hasSpare) {
hasSpare = 0;
return spare;
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}
hasSpare = 1;
double u, v, s;
do {
u

(rand() / ((double) RAND_MAX)) * 2.

(rand() / ((double) RAND_MAX)) * 2.
S=u*xu+v*v;

} while( s >= 1.0 || s == 0.0 );

s = sqrt(-2.0 * log(s) / s);

spare = VvV * s;

0-1.0;
0-1.0

A%

)

return u * s;

}

int main() {
// Definir variaveis
double x = 1.0, v = 0.0; // Condig8es iniciais
double t;
double ki1, 11, k2, 12;
double r_n, r_ni;
FILE *outfile;

// Inicializar gerador de numeros aleatdrios
srand (time (NULL)) ;

// Abrir arquivo para salvar os resultados
outfile = fopen("resultados.dat", "w");
t=DT;
// Loop principal
for (dnt n = 1; n < N; n++) {
// Gerar nimeros aleatérios gaussianos para r_n e r_nl
r_n = gaussrand();
r_nl = gaussrand();

// Calcular os k’s e 1’s

k1l = v;

11 = -k *x x + A * r_n;

k2 = v + 11 x (DT / 2.0);

12 = -k * (x + k1 * (DT / 2.0)) + A * r_nl;

// Atualizar x e v
x =x + k1 * DT + 0.5 * sqrt(DT) * r_n;
v =v + 11 *x DT + 0.5 * sqrt(DT) * r_n;

// Salvar os valores no arquivo
fprintf (outfile, "%f %f %f\n",t,x, v);

// Atualizar o tempo
t += DT;
}

// Fechar o arquivo
fclose(outfile);

return 0;

O método estocastico de Runge-Kutta de 2% ordem (SRK2) foi imple-
mentado para resolver a equagao diferencial estocastica de segunda ordem
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‘5735 = —kxz + f(t), onde f(t) é uma funcao aleatdria gaussiana. O cédigo em

C foi apresentado e realiza a simulacao numérica, salvando os resultados em
um arquivo.

0.21 Método de Verlet Velocity

O método de Verlet Velocity é uma abordagem numeérica para resolver equacoes
diferenciais como aquelas encontradas em sistemas de particulas e simulacoes
moleculares. Para ilustrar este método, consideraremos o problema classico
da massa-mola, descrito pela equacao diferencial:

A2z

onde x(t) é a posicao da massa em funcao do tempo ¢ e k é a constante
da mola. Para resolver essa equacao usando o método de Verlet Velocity,
seguiremos os seguintes passos: Discretizamos o tempo em intervalos At,
onde o tempo t, é dado por t, = nAt. A posicao x, e a velocidade v, da
massa no instante ¢,, sao calculadas a partir de:

1
Tnel = Ty + U, AL + Qan(At)2, (24)
1
Up+1/2 = Un + §(an + an—i—l)Ata (25)

onde a,, é a aceleracao da massa no instante t¢,,, dada por:

a, = —kx,. (26)

O método de Verlet Velocity pode ser descrito pelo seguinte algoritmo:

1. Inicializacao: Defina as condigoes iniciais para a posicao x, a veloci-
dade vy e o passo de tempo At. Calcule a aceleracao inicial ag = —kxy.

2. Loop de Iteracao:
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(a) Calcule a nova posigao usando:
1 2
Tutt = o+ it 4 Jan(At) (27)

(b) Calcule a nova aceleracao a, 11 = —kx,41.

(c¢) Atualize a velocidade:
1
Upt1/2 = Up + E(an + an41)At. (28)

(d) Avance para o préximo passo de tempo n — n + 1.

3. Repeticao: Repita o loop de iteragao até que o tempo desejado seja
alcancado.

Consideramos uma massa m conectada a uma mola com constante k. Suponha
que a massa esta inicialmente em repouso com uma posicao inicial xg =1 e
a constante da mola £ = 1. O passo de tempo é escolhido como At = 0.1.
Podemos implementar o método de Verlet Velocity com os seguintes valores
iniciais:

o 1p=1

e vy =20

e qp = —kxg=—1
e At =0.1

A implementacao do algoritmo em ¢ é a seguinte:

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define K 1.0 // Constante da mola
#define DT 0.1 // Passo de tempo
#define N 1000 // Nimero de passos de tempo

int main() {
// Variaveis iniciais

double x0 = 1.0; // Posig8o inicial
double vO = 0.0; // Velocidade inicial
double a0 = -K * x0; // Aceleragio inicial
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double x = x0; // Posig8o no tempo atual
double v = vO; // Velocidade no tempo atual
double a = a0; // Aceleragdo no tempo atual
double x_new; // Nova posigdo

double a_new; // Nova aceleracgio

// Abre o arquivo para escrever os resultados
FILE *file = fopen("verlet_velocity.dat", "w");
if (file == NULL) {
printf ("Erro ao abrir o arquivo.\n");
return 1;

// Loop de iteragio
for (int 1 = 0; i < N; i++) {
// Calcula a nova posigio
x_new = x + v *x DT + 0.5 x a x DT * DT;

// Calcula a nova aceleragio
a_new = -K * x_new;

// Atualiza a velocidade
v += 0.5 * (a + a_new) * DT;

// Avanga para o préximo passo de tempo
X = X_new;
a = a_new;

// Escreve os resultados no arquivo
fprintf (file, "%E\t%f\t%f\n", (i + 1) * DT, x, v);
}

// Fecha o arquivo
fclose(file);

return O;

O método de Verlet Velocity € eficaz para a simulacao de sistemas dinamicos
onde as forcas podem ser calculadas a partir da posicao. A precisao do
método depende do tamanho do passo de tempo At. Passos menores geral-
mente resultam em uma maior precisao, mas aumentam o custo computa-
cional. Este método é particularmente util para simulacoes de particulas e
sistemas fisicos onde a conservacao da energia ¢ importante.

0.22 Simulacao da Dindmica de uma Particula
no Potencial de Morse

Nesta secao apresentamos a simulagao do movimento de uma particula su-
jeita ao potencial de Morse, que é frequentemente usado para descrever a
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energia potencial de moléculas diatomicas. A equacao de movimento da
particula é resolvida numericamente usando o método de Verlet Velocity. O
potencial de Morse é dado por:

onde:

e V(r) é o potencial em fungao da distancia r entre os dtomos,

D, é a profundidade do poco de potencial,

r. ¢ a distancia de equilibrio entre os atomos,

e o é um parametro que controla a largura do potencial.

A forga atuando sobre a particula é obtida pela derivada negativa do poten-
cial:

dv
F(T) = — dq(a/r) = 2aD, (1 . ea(rre)> efa(rfre)

. 2 ~ .
De acordo com a segunda lei de Newton F' = m%, a equacao de movimento

é:

d2
md_tz = 2aD, (1 — e“(rre)) e~(r=re)

Reescrevendo a equacao de movimento, obtemos:

d27" QCLD@ —a(r—r —a(r—r
a2 m (1_6 | e)>e o

O método de Verlet Velocity ¢ utilizado para resolver a equacao de movi-
mento numericamente. As equagoes do método sao:
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r(t 4+ At) = r(t) +v(t)At + %a(t)(At)Q

ot + A1) = u(t) + Sfalt) + alt + ADJAG

onde a(t) é a aceleragao no instante ¢, e At é o passo de tempo. Utilizamos
o método de Verlet Velocity para simular o movimento da particula ao longo
do tempo. A seguir estao as condicoes iniciais e parametros usados:

e Posicao inicial r(0) = 0.001

e Velocidade inicial v(0) = 0.0

e Passo de tempo At = 0.0001

e Numero de passos de tempo steps = 100000

e Parametros do potencial: D, = 0.05, a =0.05, r, = 1.0, e m = 1.0

O cédigo em C a seguir realiza a simulagao e calcula a energia total da
particula em cada passo de tempo:

#include <stdio.h>
#include <math.h>

// Pardmetros do potencial de Morse
double D_e;

double a;

double r_e;

double m;

// Variadveis globais para a simulagfo
double r; // Posigdo inicial

double v; // Velocidade inicial

double dt; // Passo de tempo

int steps; // Nuimero de passos de tempo

double
double
double
double
double
double

//
//
//

inicial

préximo passo
Velocidade no meio do passo
Aceleragdo no préximo passo
Energia cinética

accel;
r_next;
v_half;
accel_next; //
E_kinetic; //

Aceleracédo
Posig&o no

E_potential; //

double E_total; //

Energia potencial
Energia total
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// Funcdo que calcula a forga F(r) no potencial de Morse
double force(double r) {
return 2. * a * D_e * (1 - exp(-a * (r - r_e))) * exp(-a * (r - r_e));

}

// Fungdo que calcula a energia potencial no potencial de Morse
double potential_energy(double r) {
return D_e * pow(l - exp(-a * (r - r_e)), 2);

3

// Fungio que calcula a energia cinética
double kinetic_energy(double v) {
return 0.5 * m * v * v;

3

int main() {
// Inicializa parémetros e varidveis
r = 0.001; // Posigdo inicial
v = 0.0; // Velocidade inicial
dt = 0.0001; // Passo de tempo
steps = 100000; // Nuimero de passos de tempo
D_e = 0.05;
a = 0.05;

(@]

r_
m

o

// Calcula a aceleragdo inicial
accel = force(r) / m;

// Método de Verlet Velocity
for (int i = 0; i < steps; i++) {
// Atualiza a posig8o
r_next =r + v x dt + 0.5 * accel *x dt * dt;

// Atualiza a velocidade no meio do passo
v_half = v + 0.5 * accel * dt;

// Calcula a nova aceleragdo
accel_next = force(r_next) / m;

// Atualiza a velocidade no final do passo
v = v_half + 0.5 * accel_next * dt;

// Atualiza a posig8o e aceleragdo para o préximo passo
r = r_next;
accel = accel_next;

// Calcula a energia total (cinética + potencial) para monitoramento
E_kinetic = kinetic_energy(v);

E_potential = potential_energy(r);

E_total = E_kinetic + E_potential;

// Salva a posig8o, tempo e energia em um arquivo ou imprime na tela

printf ("%1£\t%E\t%f\n", dt * (double)i, r, E_total);

return O;
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O cédigo realiza a simulacao do movimento da particula e calcula a ener-
gia total para cada passo de tempo. O método de Verlet Velocity é eficiente
para simular sistemas dinamicos e permite monitorar a energia total ao longo
do tempo, o que é 1util para verificar a conservacao da energia no sistema.

0.23 Simulacao de uma Particula no Poten-
cial de Lennard-Jones

Nesta secao, implementaremos uma simulacao numérica de uma particula
de massa m = 1 sujeita ao potencial de Lennard-Jones, utilizando o método
de Verlet Velocity para a evolucao temporal. O potencial de Lennard-Jones
¢ amplamente utilizado para modelar interacoes entre particulas, especial-
mente em simulacoes de dinamica molecular. O potencial de Lennard-Jones
¢ descrito pela equacao:

onde:

e ¢ ¢ a profundidade do poco de potencial, indicando a intensidade da
interacao;

e o ¢é a distancia onde o potencial é zero;

e 1 ¢ a distancia entre as particulas.

12 . e N .
O termo (%) representa a repulsao a curta distancia devido a sobreposicao

. 6 .
das nuvens eletronicas, enquanto o termo (g) modela a atracao de longo

r

alcance (forgas de van der Waals). A forga F'(r) atuando sobre a particula é
obtida pela derivada negativa do potencial:

F(r) = —dgr) = 24e {2 (3)12 - <€>6] %

r

A energia total de uma particula sujeita ao potencial de Lennard-Jones é
dada pela soma da energia cinética e da energia potencial:
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Etotal - Ecinética + Epotenciah

onde a energia cinética Finstica € €Xpressa como:

1
2
EDcinética ::EETnﬂ)a

e a energia potencial Epotencial € dada pela fungao V(7). O método de Verlet
Velocity é uma técnica comum para integrar equacoes de movimento. Neste
método, as equacoes de atualizagao da posicao r e velocidade v sao expressas
COmo:

r(t+ At) = r(t) + v(t) At + %a(t)AtQ,

onde a(t) é a aceleracao no instante t. A velocidade é atualizada da seguinte
maneira:

ot + At) = v(t) + % la(t) + a(t + At)] At.

A seguir, apresentamos o codigo em C que implementa a simulagao de uma
particula de massa m = 1 no potencial de Lennard-Jones. O programa grava
o tempo, a posicao, a energia cinética, a energia potencial e a energia total em
um arquivo chamado LJ.dat. Além disso, ele grava o potencial de Lennard-
Jones em fungao da distancia em um arquivo separado, LJ potential.dat,
para que o potencial possa ser visualizado posteriormente.

#include <stdio.h>
#include <math.h>

// Par@metros do potencial de Lennard-Jones
double epsilon = 1.0; // Profundidade do pogo de potencial
double sigma = 3.0; // Disté@ncia onde o potencial é zero

double m = 1.0; // Massa da particula

// Variaveis globais para a simulag3o
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double r; // Posig8o inicial

double v; // Velocidade inicial

double dt; // Passo de tempo

int steps; // Numero de passos de tempo

double accel; // Aceleragio inicial

double r_next; // Posig8o no préximo passo
double v_half; // Velocidade no meio do passo
double accel_next; // Acelerag8o no préximo passo
double E_kinetic; // Energia cinética

double E_potential; // Energia potencial
double E_total; // Energia total

// Funcdo que calcula a forga F(r) no potencial de Lennard-Jones
double force(double r) {

double inv_r = sigma / r;

double inv_r6 = pow(inv_r, 6);

double inv_rl2 = inv_r6 * inv_r6;

return 24 * epsilon * (2 * inv_rl2 - inv_r6) / r;

3

// FungBo que calcula a energia potencial no potencial de Lennard-Jones
double potential_energy(double r) {

double inv_r = sigma / r;

double inv_r6 = pow(inv_r, 6);

double inv_rl12 = inv_r6 * inv_r6;

return 4 * epsilon * (inv_rl2 - inv_r6);

}

// Funcdo que calcula a energia cinética
double kinetic_energy(double v) {
return 0.5 * m * v * v;

}

int main() {
// Abrir arquivo para escrever os resultados da simulago
FILE *file = fopen("LJ.dat", "w");
if (file == NULL) {
printf ("Erro ao abrir o arquivo!\n");
return 1;

3

// Abrir arquivo para gravar o potencial de Lennard-Jones
FILE *file_potential = fopen("LJ_potential.dat", "w");
if (file_potential == NULL) {

printf ("Erro ao abrir o arquivo para o potencial!\n");

return 1;
}
// Definindo as condigdes iniciais
r = 3.3; // Posig8o inicial (n8o deve ser muito préxima de O para evitar singularidade)
v =0.; // Velocidade inicial

dt = 0.001; // Passo de tempo
steps = 100000; // Nuimero de passos de tempo

// Calcula a aceleragdo inicial
accel = force(r) / m;

// Escrevendo o potencial de Lennard-Jones no intervalo de r

91



double r_min = 3.05;

double r_max = 5.0;

int potential_points = 1000;

double dr = (r_max - r_min) / potential_points;

for (double r_value = r_min; r_value <= r_max; r_value += dr) {
double potential = potential_energy(r_value);
fprintf(file_potential, "%1f\t%1lf\n", r_value, potential);
}

// Método de Verlet Velocity
for (int i = 0; i < steps; i++) {
// Atualiza a posigdo
r_next =r + v x dt + 0.5 * accel * dt * dt;

// Atualiza a velocidade no meio do passo
v_half = v + 0.5 * accel x dt;

// Calcula a nova aceleracgdo
accel_next = force(r_next) / m;

// Atualiza a velocidade no final do passo
v = v_half + 0.5 * accel_next * dt;

// Atualiza a posig8o e acelerag8o para o préximo passo
r = r_next;
accel = accel_next;

// Calcula as energias

E_kinetic = kinetic_energy(v);
E_potential = potential_energy(r);
E_total = E_kinetic + E_potential;

// Escreve o tempo, posig8o e energias no arquivo
fprintf (file, "%L1f\t%1£\t%1f\t%1£f\t%1f\n", dt * i, r, E_kinetic, E_potential, E_total);
¥

// Fechar os arquivos
fclose(file);
fclose(file_potential);

return O;

Este programa utiliza o método de Verlet Velocity para calcular a posicao
e a velocidade da particula a cada passo de tempo, e também grava os dados
do potencial de Lennard-Jones em funcao de » em um arquivo separado. O
potencial pode ser plotado posteriormente usando ferramentas como Gnu-
plot ou xmgrace (por exemplo).
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0.24 Simulacao de uma Cadeia com Poten-
cial de Morse: Energia e Largura do
Pulso

Neste capitulo, simulamos uma cadeia composta por N massas m; acopladas
através do potencial de Morse. O método de integragao numérica utilizado
serd o Verlet Velocity, e focaremos em calcular a energia total da cadeia
(energia cinética e potencial) e a evolu¢do da largura do pulso de energia
ao longo do tempo. Além disso, os dados serao gravados em um arquivo
chamado cadeiamorse.dat. O potencial de Morse entre duas massas ¢ e
1+ 1 é dado por:

onde D, ¢é a profundidade do pocgo de potencial, a é a largura do poco, r é a
distancia entre as massas e r. é a distancia de equilibrio. A forca derivada
desse potencial é obtida pela derivada de V (r) em relagdo a posicao r:

F(r) = 2aD. (1 — e_a(r_r6)> emalr=re),

Consideramos que todas as massas estao inicialmente em repouso e na posicao
de equilibrio, exceto pela massa central my/s, que é deslocada ligeiramente
por uma quantidade 0.01 da posicao de equilibrio. Assim, as condigoes ini-
ciais para a posicao e velocidade de cada massa ¢ sao:

ri(0) =r. para i# N/2, 1ry/(0) =71+ 0.01,
v;(0) =0 para todos os 1.

A energia total da cadeia é composta pela energia cinética F., e a energia
potencial Ep. A energia cinética para uma massa m; é dada por:
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1 2

E’jcin — §7nivia

e a energia potencial entre duas massas vizinhas 7 e 1 + 1 é:

2
By = D, (1 c-or0)

Para calcular a largura do pulso de energia ao longo da cadeia, definimos a
"largura” como a extensao onde a energia se concentra. Vamos usar o desvio
padrao da distribuicao de energia em torno do centro da cadeia como uma
medida da largura do pulso. O seguinte cédigo C implementa essas condicoes
e calcula as energias e a largura do pulso ao longo do tempo, gravando os
resultados no arquivo cadeiamorse.dat:

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define NMAX 10000

// Parametros do potencial de Morse
double De = 1.0;
double a = 1.0;
double re = 1.0;

// Nimero de massas na cadeia
int N;

// Arrays para armazenar massas, posigdes, velocidades, aceleragdes e energias
double m[NMAX];

double r[NMAX];

double v[NMAX];

double a_current [NMAX];

double a_next [NMAX];

// Pardmetros de tempo e simulagio
double dt;
int steps;

// Energia total e largura do pulso
double E_total, width;

// Funcdo que calcula a forga a partir do potencial de Morse
double force_morse(double r_ij) {

double term = exp(-a * (r_ij - re));

return 2 * a * De * (1 - term) * term;
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// Fungio para calcular a energia potencial entre duas massas
double potential_morse(double r_ij) {

double term = exp(-a * (r_ij - re));

return De * pow(l - term, 2);

}

// Inicializag8o das posigdes e velocidades
void initialize(double *r, double *v, int N) {
for (int i = 0; i < N; i++) {
r[i] = re;
v[i] 0.0;
m[i] 1.0 ; // Massas constantes

}

// Desloca a massa central levemente
r[N/2] = re + 0.01;
}

// Calcula as forgas e atualiza as aceleragdes
void calculate_forces(double *r, double *a_current, int N) {
for (int i = 1; i < N - 1; i++) {
double r_ij = r[i] - r[i - 1];
double r_ik = r[i + 1] - r[i];

double F_left = force_morse(fabs(r_ij));
double F_right = force_morse(fabs(r_ik));

a_current[i] = (F_right - F_left) / m[i];

}

// Calcula a energia total (cinética e potencial) e a largura do pulso

void calculate_energy_and_width(double *r, double *v, int N, double *E_total, double *width) {
double E_cin = 0.0, E_pot = 0.0;
double mean_energy = 0.0, mean_position = 0.0, variance = 0.0;

// Calcula a energia cinética e potencial
for (int i = 1; i < N - 1; i++) {

E_cin += 0.5 * m[i] * v[i] * v[i];

E_pot += potential_morse(fabs(r[i]l - r[i - 11));
}

// Energia total
*E_total = E_cin + E_pot;

// Calcula a largura do pulso de energia

for (dnt i =1; 1 < N - 1; i++) {
double energy_density = 0.5 * m[i] * v[i] * v[i] + potential_morse(fabs(r[i] - r[i - 1]));
mean_energy += energy_density;
mean_position += energy_density * 1i;

}

mean_position /= mean_energy;
for (int 1 = 1; i < N - 1; i++) {
double energy_density = 0.5 * m[i] * v[i] * v[i] + potential_morse(fabs(r[i] - r[i - 11));

variance += energy_density * pow(i - mean_position, 2);

}

xwidth = sqrt(variance / mean_energy);
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}

int main() {
// Definindo N e o passo de tempo
N = 100;
dt = 0.001;
steps = 100000;

FILE *file = fopen("cadeiamorse.dat", "w");

// Inicializa as posigdes e velocidades
initialize(r, v, N);

// Calcula a aceleragdo inicial
calculate_forces(r, a_current, N);

// Simulag8o usando Verlet Velocity
for (int step = 0; step < steps; step++) {
for (dnt i =1; 1 < N - 1; i++) {
double r_next = r[i] + v[i] * dt + 0.5 * a_current[i] * dt * dt;
double v_half = v[i] + 0.5 * a_current[i] * dt;

// Calcula a nova forga apés atualizar a posigdo
calculate_forces(r, a_next, N);

v[il v_half + 0.5 * a_next[i] * dt;
r[i] = r_next;
a_current[i] = a_next[i];

}

// A cada passo, calcula a energia total e a largura do pulso
if (step % 100 == 0) {
calculate_energy_and_width(r, v, N, &E_total, &width);
fprintf(file, "%f %f %f\n", step * dt, width, E_total);

}

fclose(file);
return O;

Simulamos a cadeia de massas acopladas com o potencial de Morse, calcu-
lando a energia total e a largura do pulso de energia ao longo do tempo. Os
resultados foram salvos no arquivo cadeiamorse.dat, o que permite a analise
posterior das dinamicas da cadeia. Este exemplo ilustra como variacoes ini-
ciais pequenas podem se propagar ao longo da cadeia, resultando em uma
interessante dinamica de energia.
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0.25 Simulacao de uma Cadeia harmonica
com Método de Verlet Velocity

Nesta se¢ao, iremos resolver numericamente a evolucao temporal de uma
cadeia massa-mola usando o método de Verlet Velocity. O sistema é com-
posto por N massas conectadas por molas, e a forca restauradora em cada
massa é dada por —kz, onde k é a constante elastica da mola e x é o deslo-
camento da posicao de equilibrio. A energia potencial associada a cada mola
éU(x) = %““2 Para simplificagao, consideraremos k£ = 1 e m = 1, e utilizare-
mos a seguinte configuracao inicial:

- Todas as massas estao em repouso com posicao inicial x; = 0.
- A massa central (i = IN/2) tem uma velocidade inicial vy, = 0.1.

O método de Verlet Velocity é utilizado para a integracao temporal das
equagoes de movimento, sendo uma técnica de segunda ordem que permite
calcular as novas posicoes e velocidades de cada massa a partir do estado

anterior do sistema. O algoritmo segue os seguintes passos:

1. Atualizamos as posic¢oes utilizando:

2i(t 4 AF) = 3,(8) + vi(t) At + %ai(t)AtZ

2. Calculamos as novas aceleracoes baseadas nas novas posicoes.

3. Atualizamos as velocidades:

O cdédigo abaixo implementa este algoritmo para uma cadeia de N = 2000
massas, com passo de tempo At = 0.01 e um total de 50000 passos de tempo:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define NMAX 10000 // Tamanho maximo da cadeia

#define dt 0.01 // Passo de tempo
#define T 50000 // Nimero total de passos de tempo
int N;
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double x[NMAX]; // PosigBes das massas

double v[NMAX]; // Velocidades das massas

double a[NMAX]; // Aceleracgdes das massas

double a_antiga[NMAX];

double m[NMAX]; // Massas das particulas

double F[NMAX], sum_F, mean_i, sigma;

double energia_potencial, energia_cinetica, energia, energia_total;
int i, t;

// Fung8o que inicializa as massas aleatoriamente no intervalo [1, 3]
void inicializar_massas() {
for (1 = 0; 1 < N; i++) {
m[i] = 1.0 + 2.0 * ((double)rand() / RAND_MAX); // [1, 3]
}
}

// Fungdo que calcula as forgas de interagio (aceleracgdo)
void calcular_aceleracoes() {
for (i = 0; i < N; i++) {

if (i == 0) {

ali] = -(x[i] - x[i + 1]) / m[i]l; // Massa na extremidade esquerda
} else if (4 == N - 1) {

ali] = -(x[i] - x[1 - 11) / m[i]l; // Massa na extremidade direita
} else {

alil = -(2 * x[i] - x[1 - 1] - x[i + 11) / m[i]; // Massa no meio
}

}

// Funcdo para calcular a energia total do sistema
double calcular_energia_total() {
energia = 0.0;
for (i = 0; i < N; i++) {
energia_potencial = 0.0;
if (1 >0 {
energia_potencial = 0.5 * pow(x[i] - x[i - 1], 2);
3
energia_cinetica = 0.5 * m[i] * v[i] * v[i];
energia += energia_potencial + energia_cinetica;
b
return energia;

3

// Fungio para calcular a largura do pulso de energia (sigma)
double largura_pulso() {
sum_F = mean_i = sigma = 0.0;
for (i = 0; i < N; i++) {
energia_potencial = 0.0;
if @ > 0) {
energia_potencial = 0.5 * pow(x[i] - x[i - 1], 2);

}
energia_cinetica = 0.5 * m[i] * v[i] * v[il;
F[i] = energia_potencial + energia_cinetica;

sum_F += F[i];

for (i = 0; i < N; i++) {
mean_i += i * F[i];
}

mean_i /= sum_F;

98



int

for (i = 0; i < N; i++) {
sigma += (i - mean_i) * (i - mean_i) * F[i];
}
sigma /= sum_F;
return sigma;

main() {
N = 2000; // Definimos o valor de N dentro do main

FILE *saida;

saida = fopen('"cadeiaharmonica.dat", "w");

if (saida == NULL) {
printf ("Erro ao abrir o arquivo cadeiaharmonica.dat\n");
return 1;

}

// Inicializar as massas aleatoriamente
inicializar_massas();

// Condigdes iniciais: todas as massas em repouso exceto a central
for (i = 0; 1 < N; i++) {

x[i] = 0.0;
v[i] = 0.0;
+
v[N / 2] = 0.1; // Massa central com velocidade inicial 0.1

// Primeira etapa do algoritmo de Verlet Velocity
calcular_aceleracoes(); // Inicializar as aceleragdes

// Lago no tempo
for (t =0; t < T; t++) {
// Atualizar posigdes
for (i = 0; i < N; i++) {
x[i] += v[i] * dt + 0.5 * a[i] * dt * dt;
}

// Guardar aceleragdes antigas
for (i = 0; i < N; i++) {
a_antigali] = a[il;

}

// Recalcular novas aceleragdes
calcular_aceleracoes();

// Atualizar velocidades
for (i = 0; 1 < N; i++) {

v[i] += 0.5 * (a_antigali] + al[i]) = dt;
}

// A cada 100 passos, calcular e escrever os resultados no arquivo
if (¢t % 100 == 0) {
energia_total = calcular_energia_total();
sigma = largura_pulso();
if (¢ > 0) {
fprintf (saida, "%f %f %f\n", t * dt, sigma, energia_total);
¥
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fclose(saida);
return O;

Este programa simula a dinamica de uma cadeia unidimensional de particulas
conectadas, onde cada particula possui uma massa variavel aleatoriamente
distribuida no intervalo [1,3]. A simulagao utiliza um modelo de cadeia
harmonica com interacao entre vizinhos imediatos, onde a forca restauradora
¢é proporcional a deformagao do sistema. Um pequeno destaque para as prin-
cipais etapas deste programa pode ser encontrado abaixo:

e Inicializacao das Massas: As massas das particulas sao geradas

aleatoriamente e armazenadas em um vetor m[i] com valores entre 1 e
3.

e Calculo das Aceleracoes: A funcao calcular_aceleracoes deter-
mina as aceleracoes das particulas com base nas forcas restauradoras,
considerando as massas variaveis.

e Energia do Sistema: A energia total, calculada pela funcao calcular energia
inclui a energia potencial e cinética.

e Largura do Pulso de Energia (sigma): A fungdo largura pulso
mede a dispersao da energia ao longo da cadeia, avaliando a distribuicao
da energia em funcao das posicoes das particulas.

e Simulacao: O método de Verlet Velocity é utilizado para atualizar
posicoes e velocidades das particulas. A cada 100 passos de tempo, a
energia total e a largura do pulso de energia sao salvas em um arquivo
de saida.

e Energia Total: Representa a soma da energia cinética e potencial do
sistema. A variagao da energia ao longo do tempo indica a estabilidade
do sistema e a redistribuicao da energia entre as particulas.

e Largura do Pulso de Energia (sigma): Mede a dispersao da ener-
gia ao longo da cadeia. Valores altos de sigma indicam maior variabili-
dade na distribuicao de energia, enquanto valores baixos sugerem uma
distribuicao mais uniforme.

A andlise dos resultados no arquivo cadeiaharmonica.dat permite obser-
var como a energia total e a largura do pulso de energia evoluem ao longo
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do tempo. Isso pode revelar informacoes sobre a dinamica do sistema e o
impacto das massas variaveis na sua evolucao. Comparar simulacoes com
diferentes distribuicoes de massa fornece insights sobre a sensibilidade do
sistema a variacoes nas propriedades das particulas.
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0.26 Consideracoes Finais

Ao final deste livro, é possivel refletir sobre a jornada pela fisica computa-
cional, uma disciplina que, ao integrar teoria e pratica, nos permite enfrentar
desafios complexos em diversos campos da fisica. Desde o inicio, o foco foi
mostrar como os métodos computacionais podem ser aplicados para com-
preender sistemas que, de outra forma, seriam intratdaveis por meio de abor-
dagens puramente analiticas.
Este livro abordou uma ampla gama de tépicos, partindo de métodos numéricos
fundamentais, como a resolucao de equacoes diferenciais e a analise de sis-
temas dinamicos simples, até técnicas avancadas de simulacao e analise de
fenomenos fisicos mais complexos. Ao longo deste percurso, foi possivel
ver como a fisica computacional se tornou uma ferramenta indispensavel na
pesquisa moderna, nao apenas para resolver problemas tedricos, mas também
para entender o comportamento de sistemas fisicos reais em areas como a
mecanica quantica, a termodinamica e a teoria do caos.
A fisica computacional é, sem divida, uma ponte entre o mundo abstrato da
matematica e o mundo pratico dos experimentos. Através da implementacao
e andlise de algoritmos numéricos, como o método de Runge-Kutta e suas
variantes, os leitores foram capacitados a explorar sistemas que variam de
sistemas de particulas a modelos de campo, desde problemas deterministicos
até sistemas estocasticos. Essas habilidades praticas sao fundamentais para
qualquer fisico ou cientista que pretenda trabalhar na fronteira entre teoria
e experimentacao, onde a capacidade de simular fenomenos complexos pode
abrir novas portas para a descoberta cientifica.
Os exemplos praticos fornecidos ao longo dos capitulos nao tinham apenas
o objetivo de ilustrar os conceitos tedricos, mas também de permitir que
os leitores adquirissem uma experiéncia pratica valiosa. A implementacao
desses métodos em linguagens de programacao como C reflete a realidade
de muitos projetos de pesquisa, onde a eficiéncia computacional e a precisao
dos resultados sao de suma importancia. A experiéncia adquirida na con-
strucao de cddigos, na resolucao de problemas e na analise de dados ¢é algo
que transcende os exemplos apresentados aqui, preparando os leitores para
enfrentar novos desafios em suas proprias investigacoes.
Além disso, o livro buscou mostrar a versatilidade da fisica computacional em
diversas areas da ciéncia, desde a andlise de dados experimentais até a mod-
elagem de fenomenos naturais. A importancia da experimentagao numérica,
combinada com a compreensao profunda dos métodos utilizados, foi enfati-
zada para incentivar os leitores a se tornarem nao apenas usuarios de ferra-
mentas computacionais, mas criadores de novas abordagens para problemas
ainda nao resolvidos.

Em conclusao, a fisica computacional é uma disciplina dinamica e em con-
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stante evolucao. A continua exploracao e aplicacao das técnicas discutidas
neste livro abrird novas oportunidades para a resolucao de problemas desafi-
adores em diversas dreas do conhecimento. A medida que os computadores
se tornam mais poderosos e os algoritmos mais sofisticados, a fisica com-
putacional continuara a expandir suas fronteiras, contribuindo de maneira
decisiva para o avanco do conhecimento cientifico e tecnoldgico. Assim, o
que foi explorado aqui é apenas o comeco de uma jornada que os leitores
poderao continuar a trilhar em suas préprias investigagoes, desenvolvendo
novos métodos e abordagens que, em ultima instancia, ajudarao a desvendar
os mistérios do universo.
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