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Resumo

Neste trabalho, foi estudado a propagacao de ondas acisticas em um meio unidimen-
sional com uma distribuicao de coeficientes de elasticidade desordenada com correlagoes
de curto alcance. Para gerar as correlagoes locais, consideramos uma distribuicao binaria
aleatoria nas quais as constantes elasticas podem tomar apenas dois valores 14 € 7ng.
Adicionamos outra condi¢ao implicando que os sitios de constante 14 aparecem sempre
em sequéncia de comprimento n. Esta é uma generalizacao do bem conhecido modelo
de dimeros aleatorios. Utilizando uma técnica de matrizes de transferéncia e simulacao
direta através de um método de diferencas finitas, estudamos em detalhes as propriedades
das ondas que se propagam no meio. Esta andlise mostra a presenga de n — 1 frequéncias
ressonantes, que permite que estes modos propagem-se livremente pelo meio desordenado.
Usando técnicas analiticas sobre este sistemas, foi comprovada a existéncia destes n — 1
modos ressonantes, e também foi encontrada uma expressao geral para o valor destas
frequéncias. De maneira geral, este sistema tem a capacidade de permitir a transmissao
de apenas algumas frequéncias, enquanto as outras sao extintas no meio.
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Introducao

Um grande nimero de sistemas fisicos envolvem o transporte de particulas em solidos.
Por exemplo: a propagacao de vibragoes em meios elasticos através de ondas acusticas,
das configuracoes de spin da rede, o transporte de elétrons em um condutor e também da

luz como uma onda do campo eletromagnético.

Estes e outros fenomenos podem ser interpretados como excitagoes do material ou
como transporte de particulas num meio, e podem exibir um comportamento tipicamente
ondulatorio. As propriedades do sistema definem o transporte dessas quantidades e dao

origem a muitos dos efeitos observaveis experimentalmente.

Em sistemas perfeitamente ordenados, a periodicidade no material resulta na cha-
mada simetria translacional da rede. Para diferentes posi¢oes regulares, o sistema repro-
duz as mesmas caracteristicas, e portanto permitem que a excitacao encontre as mesmas
condicoes de propagacao e possa mover-se livremente pelo meio. Para um elétron intera-
gindo com um potencial periédico, obtemos funcoes de onda que estendem-se por toda a

rede, permitindo que corrente elétrica seja transmitida neste material.

Apesar de um grande niimero de modelos serem explicados pela abordagem de siste-
mas ordenados, a restricao imposta sobre a regularidade do meio esconde diversos efeitos
e reduz a capacidade de explicar o comportamento dos diversos sélidos que encontra-
mos na natureza. A baixa condutividade de alguns materiais isolantes e as propriedades
mecanicas dos vidros, por exemplo, dependem fortemente do carater desordenado que

possuem na organizagao microscopica.

0.1 Sistemas Ondulatorios

O movimento dos elétrons em um sélido pode ser visualizado como a propagacao de
uma onda interferindo com uma série de poténciais oriundos dos sitios da rede. Numa
interpretacao classica, representando os elétrons como particulas que colidem com estes
obstéaculos, nao seria possivel explicar a possibilidade da transmissao das cargas ao longo

do sélido. Porém, processos de tunelamento, de carater ondulatério, podem permitir o



transporte eletronico. O elétron pode ser comparado a uma onda colidindo com uma série
de barreiras, e o resultado das interferéncias entre tais processos de reflexao e transmissao,
resulta no estado final da particula. A andlise desse processo pode nos responder se o
elétron estard localizado em uma certa regiao da rede ou estendido ao longo dela. Estes
estados definem as propriedades macroscopicas do material, por exemplo, a possibilidade

de permitir ou nao a passagem de corrente.

Em um material inomogéneo, uma onda mecanica pode encontrar, como resultado de
variacoes nos coeficientes de elasticidade e densidade, locais cuja velocidade de propagacao
sejam distintos. Este desordenamento no material produz interferéncias que influenciam o
movimento oscilatorio. O mesmo pode acontecer numa analise microscopica de um mate-
rial através do modelo de massas molas, onde as ondas sao caracterizadas pelo movimento
conjunto das massas em relacao ao seu ponto de equilibrio. A desordem no sistema pode
surgir dos diferentes valores associados as massas, ou das diferentes constantes elasticas

das molas.

Apesar de alguns destes fenomenos fisicos serem de natureza quanto-mecanica, a lo-
calizagao ¢ um efeito que surge do carater ondulatério da dinamica destas excitagoes.
Experimentos utilizando ondas transversais em fios e ondas sonoras num guia de onda,
também exibiram auséncia de estados estendidos sob a presenca de desordem. Revelando

que estados restritos espacialmente também surgem em sistemas classicos.

Recentemente, muitos trabalhos apontam para efeitos provocados pela existéncia de
correlagoes na desordem sobre o comportamento do pacote de onda. Os resultados indicam
que padroes na distribuicao de desordem podem modificar o processo de localizacao.
E demonstrado que tanto as correlacoes de curto alcance, quanto as de longo alcance
podem gerar estados espalhados em potenciais desordenados. E interesse deste trabalho
estudar o efeito da correlacao de curto alcance na propagacgao de ondas actusticas num

meio desordenado unidimensional.



1 Sistemas Desordenados

1.1 O Caso Ordenado

Para ilustrar um exemplo de sistema ordenado, possuindo modos estendidos, explora-
remos o problema da cadeia carregada. Este modelo é constituido por uma sequéncia de
massas iguais, ligadas por meio de cordas ou molas, em intervalos regulares. A massa de
cada uma das n particulas é m e o espacamento entre elas d. Desta forma, o comprimento

da cadeia serd L = (n+ 1)d

Desejamos tratar o casa do oscilagoes longitudinais das particulas em torno das suas
posicoes de esquilibrio. Inicialmente, consideraremos os deslocamentos horizontais das
massas j — 1, j e j + 1. Se os deslocamentos horizontais x;_, x; € ;41 sao pequenos, a
tensao nas molas é dada pela lei de Hooke. Desta forma, a forca sobre a particula j sera
dada por

Fy ==k (xj —xj1) = k(25 — Tj41) (1.1)

Onde a forca Fj, de acordo com a lei de Newton é igual a mi;; assim, reescrevemos a
equacao acima como

.k
Zj = (2-1 = 205 + 3j41) (1.2)

que é a equacao de movimento da j-ésima particula. O sistema é acoplado devido a
forca na j-ésima particula depender das posi¢oes das particulas j — 1 e j + 1; este é um
exemplo de interagao dos vizinhos mais préximos, em que o acoplamento é somente com

as particulas adjacentes.

Para resolver a equagao de movimento, assumimos a dependéncia temporal na forma

harmonica, ou seja, procuramos solucoes tais que
_ wwt
z;(t) = aje (1.3)

onde a; pode ser complexo. Substituindo esta expressdo para z;(t) na equagdo de movi-



mento, encontramos

Kaj_1 + (mw2 - 2/4:) a; + kajy =0, (1.4)
onde 7 =1,2,... n. Como os extremos da cadeia sao fixos, temos ag = a, 11 = 0.

Esta equacao representa uma equacao de diferencas linear, e pode ser resolvida para
as autofrequéncias w, igualando o determinante dos coeficientes a zero. Assim, obtemos

o seguinte determinante secular.

2K — mw? —K 0 0
—K 2K — mw? —K 0
0 —K 2K — mw? —K EL (1.5)
0 0 —K 2K — mw?

que exibira as solucoes para os n valores de w;.

Para resolver o sistema de equacoes lineares e determinar os coeficientes a;, sem

calcular os determinantes, assumiremos uma solugao na forma
— qetir=9)
a; = ae (1.6)

onde a é real. Esta passagem é justificada se pudermos encontrar uma quantidade v e
uma fase § tais que as condigoes do problema sejam satisfeitas. Substituindo esta forma

na equacao 1.4 e cancelando o fator de fase, obtemos
ke~ 4 (mw? — 2K) + ke =0 (1.7)

resolvendo para w?

_ iy —iy 1.8
w = m(e +e ) (1.8)
2K
=—(1- 1.9
(1 cos ) (19)
Ak 9
= — —. 1.10
msm 5 ( )

Como sabemos através que o determinante secular é de ordem n e fornece exatamente n

valores para w?, podemos escrever

K .
=24/~ sin 22, —1,2,....n. 1.11
w —sin r n (1.11)

As quantidades 7, e ¢, sao determinadas aplicando as condig¢oes de contorno para os
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extremos da corda permanecerem fixos. Assim temos
ajr = '), (1.12)
como somente a parte real possui significado fisico
ajr = a, cos (jy,. — 0y) (1.13)

e a condicao de contorno é

aor = G(n—1)r = 0. (114)

Para que a condi¢ao ag, = 0 seja satisfeita, fica claro que §, deve ser 7/2 ou qualquer

multiplo impar deste valor. Desta forma

ajr = Gy COS (j% — g) (1.15)
= a, sin j7,. (1.16)
Para j = n + 1, temos
A1)y = 0 =sin(n + 1), (1.17)
e portanto
(n+ 1)y, = s, s=1,2,... (1.18)
ou
ST
= , —1,2,.... 1.19
Y= s (1.19)

Porém, como existem apenas n valores distintos de w,, isto irda requerer que existam
apenas n valores distintos de 7,. Podemos admitir uma correspondecia entre os indices r

e s, onde ambos estejam no intervalo 1,2,...,n.

As frequéncias permitidas neste sistema sao entao dadas por

K "
p= 24 —sin [ ——— ), ~1,2,..., 1.20
w —sin (2(n+1)) r n (1.20)

e as posicoes relativas sao fornecidas por uma superposicao dos modos permitidos

: . T iwpt
J— E - - T 1.21
Z; a, S11 (JTL 1) e ( )

T

que possuem a propriedade de serem estendidos por toda a rede. Ou seja, As vibracoes
envolvem todos os sitios presentes ao longo da cadeia. Sendo assim um exemplo de
sistema ordenado e que permite a propagacao das ondas que ali sejam excitadas. No

limite N — oo o sistema tende para uma barra macica que contém um espectro continuo



11

de frequéncias estendidas.

1.2 Localizacao de Anderson

Em seu artigo revoluciondrio de 1958, Philip W. Anderson(ANDERSON, 1958) originou,
descreveu e desenvolveu os principios fisicos envolvendo o fenomeno da localizacao de
objetos quanticos devido a desordem. A citacao de Anderson no Prémio Nobel, referenciou
esse artigo, que foi fundamental para varios desenvolvimentos subsequentes na fisica da
matéria condensada e também em aplicacOes técnicas. Apds mais de meio século, o
assunto continua a ser de importancia fundamental e em particular, nos tultimos 25 anos,
o fenomeno da localizacao provou ser crucial para o entendimento de varios efeitos de
repercussao atual, como a localizacao de modos coletivos de ondas eletromagnéticas e de

matéria.

O artigo original proposto por Anderson, pretendia lidar com o problema de elétrons
em um meio desordenado unidimensional. Este problema sugere que o transporte no sis-
tema nao seja tratado através de particulas livres interagindo com espalhadores no meio,
mas tratado como um movimento quanto-mecanico entre os sitios na qual estas entidades
possam estar localizadas. Uma segunda caracteristica deste fenomeno é a aleatoriedade,
seja através de espagamentos aleatorios entre os sitios, ou distribuicao aleatoria de impu-

rezas através da rede.

O trabalho teve por objetivo, lancar os fundamentos que uma teoria de transporte
quanto-mecanico como esta deveria ter. Para isto ele propos o modelo mais simples
disponivel, que fornece uma andlise do comportamento das particulas nesta rede com
impurezas, excluindo outras formas de interacao, como a entre os elétrons por exemplo, e
impos que a causa da desordem fosse independente da temperatura. Neste sistema, a rede
é formada por sitios ¢ distribuidos seja regularmente ou de forma aleatéria, representando
a posicao dos fons no material. Assumimos entao que as entidades do modelo podem
ocupar estes sitios, caracterizando o acoplamento entre o elétron e os fons. Se um elétron
ocupa um sitio ¢ ele estard associando uma energia F; a este estado, que é uma variavel
estocastica distribuida sobre uma banda de energias aleatéria, definida por uma largura
W. Assumimos também que ha uma energia associada a transferéncia do elétron entre
diferentes sitios V;;, e pode ser ou nao tratada também como uma varidvel estocastica, mas
que em geral, cai muito rapido conforme se afasta do sitio 7. E este termo de transferéncia

que caracteriza os saltos quanticos a este modelo, e permite o transporte do elétron entre
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os sitios da rede.

Sendo a fun¢ao de onda do elétron descrita por ¢ = > a;¢;, onde ¢; representa o
orbital atomico centrado no sitio i — ¢; é a funcao de onda de um elétron localizado
no sitio #; o conjunto dos ¢;, para i = 1,2,3,..., N forma uma base adequada para
expandir a funcao de onda 1. A equagao de Schroedinger para a dependéncia no tempo

das amplitudes de probabilidade a; serda dada por

ia; = Eja; + Y Vijaj. (1.22)
J#

Aqui, as energias sao medidas em unidades de frequéncias, tal que h = 1.

A técnica entao consiste em inserir um elétron num sitio m qualquer da rede, em um
instante inicial ¢ = 0, e estudar o comportamento subsequente do pacote de onda como
uma func¢ao do tempo. Para isto, ele expressa a amplitude de onda no sitio inicial a,,(t)
em termos dos outros sitios da rede, e através de uma teoria pertubativa, sugere que, em
geral, a amplitude de probabilidade de encontar o elétron no sitio inicial permanece finita.
Neste caso, a particula nao pode propagar-se pelo meio, visto que ela mantém um vinculo
com a posicao inicial, e estd portanto localizada em torno desta regiao. Porém, Anderson
afirmou, que caso a desordem seja suficientemente fraca, caracterizada pela relacao W <
V', as energias entre os sitios vizinhos podem combinar, causando a propagacao do estado
ao longo da rede. Nesta situacao, a particula encontra-se estendida, e a probabilidade de

encontra-la em qualquer sitio particular é infinitesimal.

1.2.1 Localizacao de Anderson em Uma Dimensao

Investigando a fase da onda em func@o da posigao, o trabalho de Borland(BORLAND,
1963) lidava com o problema do elétron interagindo com uma sequéncia estocasticamente
distribuida de potenciais do tipo delta em uma dimensao. Foi mostrado que existe uma
perda na correlagao entre as amplitudes conforme a distancia entre os sitios aumenta, e
que o pacote de onda possui um decaimento exponencial em torno de um valor maximo na
rede. Ele discute que este efeito surge da competicao entre as fases das ondas espalhadas
pelo potencial, que tendem a interferir destrutivamente, localizando a particula. De ma-
neira geral, diferentes abordagens sobre o problema unidimensional indicaram que todos
os estados eletronicos sao localizados exponencialmente para qualquer tipo de desordem
presente no sistema. Os estados sao desta forma caracterizados por um comprimento de

localizacdo \, ou seja ¢ ~ e~ (@=w0)/A,
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Este resultado também foi obtido de maneira geral, através de um argumento de escala
apresentado por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnan(ABRAHAMS et al.,
1979), associando o comportamento do pacote de onda com a dimensao do sistema. Neste
modelo, observamos o comportamento de uma caixa de dimensao d com muitos sitios. Os
solidos sao entao formados por varias dessas caixas acopladas entre si. Comparando com
a teoria de Anderson, a largura da desordem W é representada através do espacamento
médio entre os niveis dentro do cubo dE. A energia de transicao V' correspondera a média
das flutuagoes da energia provocada pelos contornos da caixa AFE. Definimos assim a

quantidade
_AE V

g( ):5_ENW

que assim como no modelo de Anderson, determina a localizagao das particulas.

(1.23)

Partindo desta analise macroscopica, estas quantidades sao associadas a condutividade
do meio, através das propiedades difusivas que estes blocos adquirem por possuirem um
grande numero de sitios. A teoria de escala assume que se temos a condutancia da caixa
com uma determinada largura g(L), combinando b? caixas dessas, resulta na condutancia

generalizada para caixas de tamanho bL, ou seja, existe uma relacao

g(bL) = f(b,g(L)). (1.24)

O comportamento de escala da fungao g(L) pode ser obtido a partir do parametro 3(g)

~ dIng(L)

Bo(n) = 5 (1.25)

Para [ positivo, a condutividade generalizada ¢ cresce com o tamanho da caixa L; para
[ negativo, g diminui com o crescimento de L. O comportamento da funcao 3 pode ser
obtido dos limites assintéticos da funcao g, e é descrito pela Figura 1. Nela podemos ver
que somente para dimensao d > 2 existe uma regiao cujo [ positivo permite a existéncia de
estados estendidos. Neste regime, o estado nao fica restrito numa regiao finita, tornando-
se quanto espalhado quanto for o tamanho da rede. Para sistemas unidimensionais e

bidimensionais, nao existe tal transicao e o sistema sé possui estados localizados.

1.3 Modos Estendidos em Sistemas com Desordem
Correlacionada

Em um trabalho sobre o modelo de dimeros aleatérios(DUNLAP; WU; PHILLIPS, 1990),

foi observado a existéncia de estados estendidos, devido a presenca de correlacao entre as
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Condutédncia Generalizada g —

Figura 1: O comportamento qualitativo de ((g) para d = 1,2e3 na teoria de escala
apresentada por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnan, comprovando que
para d < 2 todos os estados eletronicos sao localizados

energias dos sitios da rede. O sistema é definido por dois valores distintos de energia de
acoplamento €4 e eg, em que um dos dois aparece na rede em pares repetidos. Para uma
determinada frequéncia, tais que o coeficiente de reflexao do meio seja anulado nos sitios
em pares, a onda estende-se pelo meio, pois o material deixa de permitir as interferéncias
destrutivas que causam o comportamento localizado. E além da frequéncia ressonante, um
nimero de estados proporcional a v/ N possui comprimento de onda maior que o tamanho
da rede. Assim o sistema de dimeros aleatérios, pode permitir a existéncia de transporte
eletronico, gracas a estes estados estendidos. Resultado que contraria a ideia que em
sistemas unidimensionais com qualquer nivel de desordem, o transporte de excitacoes no

meio é proibido.

Este trabalho foi aplicado para explicar o comportamento de alguns polimeros con-
dutores(PHILLIPS; WU, 1991). Nestes sistemas, as diferentes configura¢oes numa cadeia
organica linear, provoca a mudanca em pares nas energias dos sitios e no termo de
transferéncia. Estas mudancas sao modeladas pelo sistema de dimeros aleatorios que
explica a existéncia de uma frequéncia ressonante, tais que o sistema permite o trans-
porte eletronico. Escolhendo uma base apropriada para os elétrons da rede, obtemos num
modelo mais simples possivel, as seguintes equagoes de autovalores para as amplitudes de
onda no sition C,

EC, = €,C,, + V(Chi1 + Chr) (1.26)
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Obedece a equacao de Schroedinger padrao para primeiros vizinhos com energia F. As €,
¢ a energia do elétron no sitio n e V' ¢é a integral de transferéncia que liga os sitios vizinhos
e é responsavel pelo movimento do elétron através da rede. Consideraremos uma cadeia
que possui apenas um defeito dimero. Posicionamos este defeito nos sitios 0 e 1, que
serao os unicos sitios a possuirem energia €,, e calcularemos os coeficientes de reflexao e
transmissdo através desta impureza. As amplitudes de ondas sdo C,, = e**" + Re~*" para
n<—1leC,=Te*" paran > 1onde R e T sio as amplitudes de refrexdo e transmissao,
respectivamente. A partir das equacgoes de autovalor para os sitios —1 e 1, segue que
Co=1+R=TWe*+V)/V com W = ¢, — ¢. A substituigao deste resultado na

equacao de autovalor para o sitio 0 resulta na expressao

RP? = W2(W + 2V cos k)? (1.27)
~ W2(W + 2V cos k)2 + (2V2sin k)2 '

para a probabilidade de reflexao. O coeficiente de reflexao anula-se quando ¢, — ¢, =
—2V cos k, que ird ocorrer para algum valor de k se —2V < ¢,—¢, < 2V. O anulamento do
coeficiente de transmissao através de um unico dimero em uma energia particular pode ser
entendida por um efeito de ressonancia. Os dimeros atuam como cavidades ressonantes,

em uma energia particular, a reflexao do segundo sitio do dimero esta 180° fora de fase

D

com a reflexao do primeiro, e desta forma, a transmissao é unitaria. A ressonancia

[©N

analoga a transmissao de ressonancia entre dois potenciais delta. E esta ressonancia
preservada mesmo se ouver uma distribuicao aleatoria de dimeros. Sob este contexto, o
elétron sofre apenas reflexoes devido 4 camada de coeficiente ¢,, comportando-se como

num meio ordenado para estas determinadas energias.

Transporte nenhum poderia ocorrer, e da mesma forma estes polimeros nao poderiam
se tornar condutores, se somente um tnico estado eletronico nao permanecesse localizado.
Para estimar o numero total de estados que sobre toda a amostra, expande-se R em
torno de ky. Em menor ordem observamos que na vizinhanga de kg, |R|> ~ (Ak)?, com
Ak =k — ky. O tempo médio entre espalhamentos serd entao inversamente proporcional
a probabilidade de reflexao, e desta maneira, dependera de Ak, 7 o< 1/(Ak)?. Resultando
disto, o livre caminho médio neste sistema aleatério A = (velocidade)T ~ 1/(Ak)? na
vizinhaga de ky e sendo Ak = AN/27N o nimero de vetores de onda naquele intervalo.
Desta forma, o nimero total de estados com comprimento de localizacao da ordem do
tamanho da rede ird escalar com v/ N. Sao estes os estados responsaveis pelo transporte
eletronico nestes polimeros condutores, porém de maneira geral, no limite termodinamico,

estes estados nao caracteriza uma verdadeira transicao metal isolante no material.
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2 Metodologia

2.1 Ondas Acusticas em Meios Elasticos

A fisica dos fendmenos das ondas sonoras envolvem 3 processos(FEYNMAN; LEIGHTON;

SANDS, 1998)

I As particulas se movem e mudam a densidade do meio.
IT A mudanca na densidade corresponde a uma mudanca na pressao.

[T Diferengas na pressao gera um movimento das particulas.

Vamos considerar o passo II primeiro. Para um gas liquido ou sélido, a pressao é
uma funcao termodinamica da densidade. Antes do som chegar, temos uma situacao de
equilibrio, com uma pressao P, e uma densidade correspondente py. A pressao é ligada a
densidade por alguma relagdo P = f(p), e em particular, a pressao de equilibrio é dada
por Py = f(po). As mudangas na pressao sao em geral muito pequenas comparando com

a pressao ambiente. Com a passagem do som temos
P =Py + pe, P =pPo+ pe (2.1)

e admtimos o limite em que p. < pg e P, < Fy. Assim, podemos estimar a pressao da

seguinte maneira
P+ Pe= f(po+ pe) = f(po) + pef'(po)- (2.2)

Esta aproximacao de Taylor em primeira ordem so é possivel pois p. ¢ muito pequeno.
Lembreando que f(pg) = Py, podemos perceber que a variagao na pressao é dada por uma

variacao na densidade e o fator de proporcionalidade &:

dP
P, = kpe, onde k= f'(p)) =— . (2.3)
dp o
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Vamos considerar agora a situacao I. Devemos supor que a posi¢ao de uma porgao
de massa nao-distorcida pela onda sonora é x e o deslocamento no tempo t é dado por
x(x,t), de tal forma que sua nova posicao serd dada por x + x(z,t). Agora a posigao sem
distirbio de uma préxima coluna de ar é x+ Ax e ap6s o disturbio é z+ Az + x(x+ Ax, t).
Desde que nos limitamos a ondas planas, tomamos uma unidade de area perpendicular
a x, que é a direcao de propagacao do som. A quantidade de matéria por unidade de
area é ppAx. Quando o meio é distorcido pela onda, esta se encontra entre z + Az e
er + Az + x(x + Az, t), porém temos a mesma quantidade de matéria antes e depois. Se

p for a nova densidade, entao
poAz = plr + Az + x(z + Az, t) — x — x(z,1)], (2.4)

como Az é pequeno, expandiremos x(r + Az, t) — x(z,t) = %Ax. Nossa equagao se

torna
0
poAz = p (%AI + Ax) (2.5)
ou
Ix
po = (po+pe) -+ po + pe (2.6)
e chegamos a
ox Ox
. = —Po—= — P 2.7
P P~ Pear (27)
Podemos negligenciar pe% comparado a po%, chegando finalmente a relagao
Ix
Pe = —po% (28)

Este resultado é esperado fisicamente. Se o deslocamento varia com a posi¢ao, ha mu-
dancas na densidade, quanto maior o deslocamento, mais a densidade diminui, explicando

o sinal da equacao.

Para descrever o terceiro processo, desenvolveremos a equacao de movimento provo-
cado pela diferenca de pressoes. Se tomarmos uma fina fatia do material de comprimento
Ax e area perpendicular a z, entdo a massa dessa fatia serd pgAx e possuird aceleracao

02 t 92 t
—’gﬁf ) %. Se encontrarmos a forca re-

, assim a massa vezes a aceleracao serd poAx
alizada pela pressao sob esta camada, ela serd, segundo a lei de Newton, igual a este
valor da massa vezes a aceleragdo. Temos a for¢a na direcdo +z em z de valor P(z,t)
vezes a unidade de area, e temos uma forca na direcao oposta, em x + Az de intensidade

P(x + Az, t) vezes a unidade de érea.

P(z,t) — P(x + Ax,t) = —g—{:AI = —%ZGA:L',

(2.9)
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desde que x é infinitesimal, e a Uinica parte da pressao que varia é P,. Assim temos

x(z,t) 0P,

Po o2 Ox

. (2.10)

Agora possuimos equagoes suficientes para descrever x(x,t). Utilizando a equagao

2.3, eliminamos a dependencia com P,, assim

x(x,t) _ KOp.

po oz Oz’ (2.11)
em seguida , utilizamos a equacao 2.8 para eliminar a densidade pg, refazendo
0? t 0 kO t

o2 Oxr  Ox

Esta é a equacao que descreve o som na matéria.

2.2 Ondas Acusticas em Meios Desordenados

O meio que pretendemos investigar consiste de uma série de camadas de dois materiais
distintos. Elas possuem um mesmo comprimento definido porém possuem coeficientes de
elasticidade diferentes. A desordem é imposta pela disposicao aleatéria das camadas, e
admitindo que um deles é restrito a aparecer sempre em uma sequencia de n camadas.
Para estudar a propagacao de ondas actisticas em um meio com uma distribuicao aleatéria
de constantes elasticas, analisamos a equagao de onda escalar para a dinamica de um meio
eldstico unidimensional dada por(BARROS; COSTA; MOURA, 2011)
0? 0 {n@)@zﬁ(x, t)} |

st @t =3

o (2.13)

onde ¢(z,t) é a amplitude de onda, ¢t o tempo, e n(z) = e(x)/m a razao entre a e(x)
elasticidade e a densidade média m do meio (utilizando um sistemas de unidade tais que
m = 1). Utilizando um método de diferencas finitas para discretizar o meio de acordo
com as camadas (adotando a largura Az = 1)(ESMAILPOUR et al., 2008)(CAO et al., 2005),
escrevemos a equacao da onda numa forma discretizada. A amplitude de onda espacial
é escrita como v;, onde xr = iAx. A derivada espacial serd descrita nesta forma por
OY(x)/0x =~ (; —i—1)/Ax. Desta forma, o lado direito da equagao 2.13 pode ser escrito
como:

o ) 2] = s = 00 = st = )] (214
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Cada valor da razao de elasticidade n(z) serd entao discretizada, correspondendo ao valor
em cada camada 7; de um total de N. Assumindo uma amplitude de onda com uma
dependéncia temporal na forma de harmonicos ¢(x,t) = ;e encontramos entao a

equagao de onda para os coeficientes de Fourier na seguinte forma

0i(Vir1 — i) — e (Y5 — i) + W’ =0 (2.15)

que ¢é a versao discreta unidimensional da equagao de onda.

2.3 Método de Matriz de Transferéncia

Esta equacao pode entao ser resolvida, através da aplicacao do método de matriz de
transferéncia (TMF). Este método consiste em uma reformulagdo matricial recursiva da

equacao 2.15. A equacao na forma matricial se torna:

[Cbz’ﬂ] _ [—WQJFZZHHI _177]_1] [ Gi
Ps 1 0 Gi-1

A funcao de onda do sistema completo é obtido pelo produto das matrizes de tran-

= T;

i
. 2.16
Cbi—l] ( )

feréencia Qn = Hi]LTia que relaciona as amplitudes de onda dos extremos da cadeia
unidimensional. A partir desta quantidade, obtemos a matriz I' = limN_m(QEVQ n) V2N
cujo logaritmo do menor autovalor desse limite, define o expoente de Lyapunov 7 (o in-
verso do comprimento de localizagdo A = 1/7). Uma forma mais eficiente para obter o
expoente de Lyapunov, é através da média estatistica do logaritmo da matriz I', em que as
proprias caracteristicas do método, encarregam-se de lidar com as flutuagoes estatisticas.

Obtemos dessa forma
. 1
Jim (0]} Q) ) (2.17)

2.4 Correlacao de Curto Alcance Através de Nimeros

Neste problema o meio é definido por uma cadeia do tipo n-imero. Nés introduzimos
uma distribuicao bindria e correlacionada de desordem na qual as constantes elasticas »;
podem tomar apenas dois valores n4 e 1, com probabilidades p e 1 — p respectivamente.
Adicionamos também uma restricao adicional para os valores n4 aparecerem apenas em
séries de camadas vizinhas de comprimento n. Esta é uma generalizacao de um caso

particular conhecido, onde n = 2 recupera o famoso sistema elastico de dimeros aleatorios.
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Esta restricao envolvendo os n segmentos em série, é o que caracteriza a correlacao de

curto alcance do modelo.
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3 Resultados

3.1 Analise Numérica

Através do cédlculo do expoente de Lyapunov v podemos entender o estado da onda
no meio estudado. Para os estados estendidos A/N = const, ou seja, o comprimento de
localizagao é proporcional ao tamanho da rede, que indica um estado espalhado. Nas
ondas localizadas o comprimento de localizagao é finito, desta forma A/N tende anula-se.
Para obter esta quantidade, realizamos o produto de até N = 107 matrizes de trans-
feréncia. Para evitar erros numeéricos associados com os grandes nimeros que surgem do
produtos das matrizes de transferéncia, multiplicamos os termos da matriz por 10710 a
cada 10 ou 20 passos. Entao estes nimeros sao corrigidos para obter o valor correto do
coeficiente de Lyapunov na Equacao 2.17. Devido a multiplicacao destas intimeras ma-
trizes, as flutuagoes estatisticas sao reduzidas naturalmente nesta conta, observamos que
os erros estatisticos sao encontrados por volta de 5% através de iteragoes adjacentes. To-
dos os cédlculos niimericos foram feitos para p = 0, 5; porém nao foi encontrada nenhuma

dependéncia do comportamento com p dentro do intervalo (0, 1).

Na figura 2 exibimos o grafico do comprimento de localizacao em funcao da frequéncia
A X w para um meio elastico correlacionado n-imero unidimensional com constantes de
elasticidade ng = 8, np = 10 e n = 2—5. Pode-se observar a partir do grafico, a existéncia
de n — 1 descontinuidades no comprimento de localizacao, como também é observado
em sistemas semelhantes (CAO et al., 2005). Podemos esperar que nestas frequéncias
ressonantes w, o comprimento de localizacao possa divergir no limite termodinamico.
Na Figura 3 exibimos a escala do comprimento de localizagao para as frequéncias w;.
Calculamos os valores In A\(w = w,.) X In N considerando os mesmo parametros da figura
2. As linhas pontilhadas representam o comportamento A o< N. Os resultados indicam
que o comportamento do comprimento de localizagao diverge linearmente com o tamanho
da rede para todas as frequéncias ressonantes, confirmando numéricamente o carater

estendido destes modos, como suspeitado.



22

Figura 2: Obtencao numérica do comprimento de localizacao versus a frequencia acustica.
Os célculos foram feitos para uma rede linear do tipo n-imero muito longa N =~ 107 com
coeficientes de elasticidade n4 = 8, ng = 10 e n = 2 — 5. Demonstramos a existéncia de
n — 1 ressonancias.

Em torno das frequéncias ressonantes o comprimento de localizacao diverge quando se
aproxima da frequéncia critica na forma A « |w — w,|7”. Utilizando o grafico logaritmico
de A X (w — w,) estimamos o expoente v. O resultado dos cdlculos sdo exibidos na
figura 4. Para os modos ressonantes considerados (n = 2 — 5), A diverge da forma
A o w — w,|72%0G) Esta divergéncia é a mesma encontrada na referéncia (ESMAILPOUR
et al., 2008) e que caracteriza a existéncia dos V/N modos estendidos de acordo com
(DUNLAP; WU; PHILLIPS, 1990). Este comportamento aparenta ser uma assinatura das

correlagoes locais do tipo dimeros.

Aplicamos o método das diferencas finitas com discretizacao de segunda ordem em

ambas as varidveis espaciais e temporais. Na forma discretizada, 1(x,t) é escrito como

f , onde j denota o nimero do passo temporal e 7 ¢ o nimero do ponto na grade. Desta
forma a derivada temporal na equacao 2.13 é dada por

o Wi -2+l
St )~ A , (3.1)
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Figura 3: InA\(w = w,) X In N para um n-imero unidimensional. As linhas tracejadas
representam o comportamento estendido A o< NN. Nossos calculos revelam a natureza
estendida das ressonancias no n-imero.

onde At é o tamanho do passo temporal. A derivada espacial pode ser escrita como

% [U(x)awg; t)} ~ Alxz [772‘ (¢i+1j - 1/%]) — Ni-1 (lﬁzj - zj—1>] : (3'2)

Nos calculos realizados o espacamento Ax entre dois pontos da grade foi imposto como

Ax = 1. Para garantir a estabilidade numérica da equacoes discretizadas iremos usar
At < Az/20. A andlise dinamica foi tomada enviando uma onda de um lado da cadeia
(L = 0) e guardando a onda transmitida préxima ao outro lado da rede (L = 20000).

Calculamos a intensidade do espectro de onda transmitido na posicao L definido por

Alw) = (1/2)[¢r(w)]* (3:3)

onde ¥ (w) é a transformada de Fourier da onda transmitida ¢ (t) na posigao L = 20000.
Para modos acusticos transmitidos A(w) > 0 e tebde a zero para os modos filtrados.
Nos nossos célculos dinamicos o comprimento da rede foi N = 30000. Na figura 5
apresentamos a dependéncia do espectro da onda transmitida A(w) com a frequéncia
w para a andlise dinamica do problema. O pulso incidente que utilizamos é da forma

Wo(t) = exp[—(t — to)?/20?] cos(wt) com oy = 1/0, = 1/20. A média do espectro de



24

- B,
~1 /- By
Alo-o)” inh TN

10° 10° 10"

Figura 4: Grafico logaritmico de A\ X (w — w,). Os célculos foram fetos utilizando os

mesmos parametros como nas figuras 2 e 3. Foi encontrado que para os modos ressonantes
2,00(5)

considerados A diverge como \ « |w — w,|” :
intensidade foi obtido utilizando 30 realizag oes da desordem. Concordando com os re-
sultados obtidos previamente, todos os modos com w # w, decaem e o meio transmite

somente as frequéncias w,.

Usaremos na proxima sessao, argumentos analiticos para demonstrar a existéncia
dessas n — 1 frequéncias ressonantes, e desenvolver um calculo que nos permita encontrar

os valores de w, para quaiser n.

3.2 Analise Analitica

Para calcular as frequéncias ressontantes, deduziremos as condigoes necessarias nas
quais o sistema de dimeros medie a propagacao da onda como um sistema ordenado.
Para tal, notemos que existem apenas quatro diferentes matrizes de transferéncia, que

sao dadas por

Ma—w® natnp—w? _na

7 7
Thn = A ; Tpa = " Gl I

1 0 1 0
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Figura 5: Espectro de intensidade do pulso de onda transmitido através do meio elastico
n-imero. De acordo com os resultados apresentados previamente, todos os modos com
w # w, decaem e o meio transmite apenas as frequéncias w;.

as outras sao obtidas pelas substituicoes A — Be B — A. O sistema estudado exige que o
meio com a constante eldstica 174 aparega sempre em sequéncias de n repetigoes. A sequen-
cia de camadas possuird uma configuracio do tipo ... Bbm An@m Bbm+1 Arami1 Bbmiz

Desta forma, podemos escrever ()y como:
_ Tbm+2*1T Tnam-',-l*lT Tbm-&-l*lT Tnam—lT Tbm—l
QN— BB BAL A4 ABL BB BAL A ABtBp -

onde a,, é o numero de camadas com constante elastica 14 e b, o nimero de camadas

com constante g na m-ésima aglutinacao do modelo binério.

As matrizes de transferéncia descritas neste modelo apresentam uma caracteristica

importante para o nosso argumento. O calculo de TpaT ;4 nos leva a:

[natnp—w® 14 0 1
Ty ATX}; — nB nB ) ,
_ nA—w
0 1 1 ”

[na 1 _ na
_ | ns B

0 1
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e esta matriz apresenta uma importante propriedade

na 1 _nha B 1 _ 1B
nB nB — | A NA (3_4)
0 1 0 1

ou seja, substituindo A — B e B — A, obtemos a inversa da matriz, ao mesmo tempo

que esta substituicao corresponde as matrizes Tgp e Txp, disso chegamos a relagao:
_ -1
TpaTys = (TaTyp) (3.5)
que tem por consequéncia

TpaT 1Tap = Tpp. (3.6)

Devido a esta propriedade, podendo-se encontrar uma condi¢ao garantindo a eli-
minacao das matrizes 177 4. A matriz () pode ser simplificada num produto de matrizes
Tgg, respondendo a vibracao como um sistema ordenado. As frequéncias ressonantes
serao aquelas que facam 7’44 comutar com as outras, e para isto 7%, = kK[E, um multiplo

da matriz identidade.

3.2.1 Matrizes Unimodulares

A matriz de transferéncia Ty 4 possui determinante unitario, desta forma é uma matriz

2 x 2 Unimodular. Elas sao descritas da seguinte maneira:

a b
c d

e o determinante ad — bec = 1 fornece cd = ad — 1. Em seguida temos

T —

2
a b a’+be ab+ bd
¢ d ca+dc cb+ d?

(2 +ad—1  bla+d)
| cla+d)  ad—1+d?

a b
—1
c d]
a+d

e chamando = = %3¢, vemos que a matriz unimodular apresenta a propriedade:

= (a+d)

T? =22T — 1 (3.7)
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e que
T = T2 = 2271 — T2, (3.8)
Através de recorréncia, representamos a matriz 7" em termos de T e da unidade.
" = pnfl(x)T + QHfl(x)
= pn—?(x)TQ + Qn—Q(x)T
= (prn—Q(x) + Qn—Q(l‘)) T — pn—2($)

onde a funcao p,(x) é definida por equagdes de recorréncia, sendo ¢, () = —p,_1(z)
po(z) =1, pi(x) =2z (3.9)
Pri1(z) = 2xp,(2) — pr1(x). (3.10)

Esses sao os polinomios de Chebyshev, e sua forma analitica geral pode ser obtida

verificando-se uma propriedade das fungoes trigonométricas

sin(n + 1)8 = sinnf cos @ + cos nh sin 6

sin(n — 1)6 = sinnf cos § — cosnf sin ¢

assumindo = = cos@ e satisfazendo py(z) = 1, deduzimos a forma trigonométrica dos

polinomios de Chebyshev
_ sin(n+1)0

< d (3.11)

pn(T)

E, conforme esta forma trigonométrica, vemos que os polinomios de Chebyshev apresen-

tam n raizes dadas por

ZTe = COS (nﬂ—ilﬂ) , m=1,---n (3.12)
observando também que
Pno1(we) = —(=1)™. (3.13)

3.2.2 Reducao do Sistema a uma Cadeia Uniforme

Considerando as propriedades descritas acima, temos que 17" = p,—1(2)T — pp—2(x)E.

As frequéncias ressonantes devem ser aquelas tais que 7" = kIE em que desta forma a
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matriz () é transcrita como

Qnv =0n = bm+2 1TBATnam+1_ Tap Tbm+1_ Tpa ”“m‘lTABTg"é '
- :l:QN - m+2 1j—vBACZjA TABT bm+1— TBATXATABTbm
— :EQN — 'm+2 lTB T m+1— TBBTbm 1 o

_j:Tb1+b2+bs+ bmAbm 1 4+bmyo—1

Que recupera a simetria translacional de um sistema ordenado, portanto, permitindo a

propagacao da onda com a frequéncia ressonante.

As frequéncias permitidas no sistema sao fornecidas assumindo x = 1— ;:]—ZA Buscando
as solugoes de p,_1(x,,) = 0 tais que T" = (—1)™, as frequéncias ressonantes serao dadas
por:

wi, =204 (1 —x,) (3.14)

e utilizando 3.12, obtemos
mm

Wy, = 28in (—) o (3.15)
2n
Podemos comparar estes valores com os graficos obtidos pela andlise numérica, e obter

uma correspondéncia entre os valores ntimericos e analiticos.

Comparando este resultado com o sistema da cadeia carregada, encontramos uma
semelhanca entre as formulas das frequéncias permitidas naquele sistema, e as frequéncias
ressonantes do problema do n-imero. Esta analogia nos ajuda a entender que os modos
permitidos neste modelo, s6 sao assim permitidos, pois nao provocam mudanca efetiva
na fase da onda ao atravessar esta série de n camadas. Assim como na cadeia carregada,
os modos possiveis sao aqueles que se adequao as condicoes de contornos que impoem
ap = any+1 = 0, a fase de entrada nas camadas precisam ser a mesma fase de saida, a menos
de um sinal. Através desta condicao, a onda para tais frequéncias sofrera interferéncia
apenas com os sitios de constante elastica ng. Consistindo assim de um meio ordenado,
que, assim como a cadeia carregada de N elementos permite N frequéncias, permite a

existéncia de n — 1 modos ressonantes que transmitem as ondas através do meio.
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho foi considerado a propagacao de ondas acisticas num meio unidi-
mensional com desordem correlacionada de curto alcance. A distribuicao de elasticidade
considerada foi a de n-imeros aleatorios, que possuem constantes elasticas n4 e ng com os
valores 14 aparecendo sempre em segmentos finitos de comprimento n. Aplicamos anélises
numérica e simulacoes para mostrar a existéncia de modos normais que se propagam ao
longo do meio devido as correlagbes. A analise numérica do coeficiente de Lyapunov
através do método das matrizes de transferéncia evidenciou os modos ressonantes e a
dependeéncia destas frequéncias as quais ocorrem a transmissao, com o coeficiente de elas-
ticidade dos sitios repetidos. Os resultados entao indicam a presenca de n — 1 estados
estendidos com comprimento de localizacao proporcional ao tamanho da rede A\(w,) o< N.
Foi mostrado também que o comprimento de localizacao para as frequéncias proximas
as de ressonancia decaem de forma quadratica A(w) o< |w — w,|[>. Isto indica que este

decaimento quadratico que permite a existéncia de até v/ N estados estendidos na rede

seja uma caracteristica universal associada com correlagoes locais do tipo n-imero.

Além disto, realizando uma simulacao direta resolvendo a equacao de onda escalar,
mostramos que a cadeia localiza todas as frequéncias contidas no pulso de onda, exeto para
as frequéncias ressonantes. Esta propriedade pode ser vista como possivel utilizacao em
sistemas fisicos ondulatérios em geral, para a obtencao de filtros de onda, que permitem

a passagem de apenas alguns comprimentos de onda selecionados.

Por ultimo, uma analise analitica nos permitiu encontrar tais frequéncias ressontan-
tes, e mostrar que existem apenas n — 1 delas. Utilizou-se a analogia com o sistema
homogéneo da cadeia carregada, e o método das matrizes de transferéncia, para encon-
trar as frequéncias ressonantes que permitem a onda atravessar as n camadas sem sofrer

reflexoes que poderiam causar a localizacao devido a desordem.

De acordo com o contexto de trabalhos recentes sobre ondas acusticas em meios de

baixa dimensionalidade com desordem correlacionada, estes resultados estenderam algu-
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mas afirmacoes anteriores acerca da existéncia de modos ressonantes em meios elasticos
1D com desordem correlacionada. Mostramos a existéncia de uma estrutura de multiplas
ressonancias neste meio que tem especificidades similares as encontradas no modelo de

dimeros aleatorios com desordem correlacionada.
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