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Prefacio

Estas notas de aula surgem como material de apoio ao curso de Fisica Computacional,
com énfase na implementacao de algoritmos numéricos em linguagem C. O objetivo principal
é oferecer aos estudantes uma introducao clara, pratica, resumida e progressiva as ferramentas
computacionais mais usadas na fisica. Ao longo do texto, conceitos fundamentais de pro-
gramacao e de métodos numéricos sao apresentados de forma gradual, sempre acompanhados
de exemplos e cédigos completos. A Parte 1 dedica-se aos fundamentos de programacao em
C, bem como a técnicas iniciais de calculo numérico e andlise de dados. J4 a Parte 2 avanca
para métodos de integracao de equagoes diferenciais ordinarias, simulacoes estocasticas, trans-
formadas de Fourier e técnicas de diagonalizagdo de matrizes, essenciais para problemas de
autovalores e autovetores em fisica. A proposta nao é apenas fornecer algoritmos prontos,
mas também discutir seus fundamentos, limitacoes, interpretacgoes fisicas e aplicagoes. Assim,
o estudante é estimulado a desenvolver tanto o dominio técnico da programacao quanto a
compreensao conceitual dos métodos utilizados.



i

Agradecimentos

Manifesto minha apreciacao aos estudantes que participaram ativamente da construgao deste
curso, oferecendo contribuicoes valiosas por meio de perguntas, sugestoes e desafios praticos.
Sou igualmente grato ao Instituto de Fisica da universidade a qual pertengo, assim como aos
colegas, amigos e colaboradores, cujo didlogo continuo tem sido essencial para o
aprimoramento do nosso trabalho académico e formativo. Por fim, agrade¢o a minha familia
pelo apoio constante e pela presenca cotidiana, fundamentais ao longo de toda esta jornada.



Sumario

[Prefacid i
|Agradecimentos| ii
Parte 1 1
I Introducao a Programacaoem C| . . . . . . . .. ... Lo 2
[2 Bxemplos gerais|. . . . . . . ... 2
B Nameros Complexos em C]. . . . . o v v v vt i 5
B Derivada NUMGTICA] - - « « « « o o o o e e e e 6
5] Integracao Numérical . . . . . . . . . .o 8
16 Introducao aos Numeros Aleatorios| . . . . . . . . . . . . .. .. 10
7 Regressao Linear| . . . . . . . . oL o 15
B Tnterpolacao | . . . . o o e 17
[Parte 2| 20
[0 Método de Euler (Explicito)[. . . . ... ... ... ... .. 21
[0 Diferenca Finita Centradas 00 TEImPO| . . .« . o v v v v v i e e e 22
11 Método de Runge-Kutta de 4* Ordem (RK4)[ . . . . . . . ... . . . ... 23
12 Método de Adams-Bashforth (2% Ordem)| . . . . . . ... .. ... . . . .. 25
13 Método de Taylor de 22 Ordem| . . . . . . . . . . . . ... 26
14 Método de Verlet com Velocidade (Velocity-Verlet)| . . . . . . . ... ... .. ... 27
15  Método Leap-Frog| . . . . . . . 28
[I6 Resolucao de Equacoes Diferenciais Estocasticas: Meétodo de Fuler-Maruyamal. . . . . . . . . . 29
117 Integracao Numérica via Monte Carlo| . . . . .. .. . .. ... ... .. . ... . ... 32
[17.1  Exemplo Simples de Integracao Monte Carlo em Alta Dimensaol . . ... ... ... .. 33
[[8" Transformada Discreta de Fourier (DFT)| . . . . ... ... ... ... .............. 34
19 Solucao Numérica de Sistemas LINeares| . . . . . . . v v v v v 35
119.1  Solucao Numérica de Sistemas Lineares Tridiagonais| . . . . . . . . . . . .. . ... ... 36
20 Meétodo da Bissecao | . . . . . . . .. e 38
21 Autovalor e Autovetor : Combinacao dos Métodos de Bissecao e Thomas| . . . . . . . ... .. 40
22 Autovetor e Autovalor : Método da Potencial . . . . . .. .. . ... oo oo 41
|Autovetor e Autovalor : Método da Potencial . . . . . . . . . . .. o 41
22.1  Metodo da poténcia inversa com deslocamento para matriz simétrica 4x4| . . . . . . .. 46
23 utovalor e Autovetor : Método da Potencia Inversa com Deslocamento aplicado no Modelo de |
[ Anderson Id1 . . . . . . . e 49
24 Autovalor e Autovetor : método da potencia inversa com deslocamento aplicado no Modelo de |
[ Anderson em 2D| . . . L e 51
25 Autovalores e autovetores : Método da potencia inversa com deslocamento otimizado para o
| calculo de autovalores e autovetores do Modelo de Anderson 1D com correlacoes gaussianas na
[ desordemi| . . . . . . L e 58

il



Parte 1

A Parte 1 do curso de Fisica Computacional tem como objetivo introduzir o estudante as
ferramentas fundamentais que servirao de base para todo o desenvolvimento posterior da dis-
ciplina. O ponto de partida é a programacao em linguagem C, que serd utilizada ao longo
do curso como principal instrumento para a implementacao dos algoritmos numeéricos. Nesta
etapa inicial, o foco estard no aprendizado das estruturas basicas da linguagem e na pratica
com exemplos simples, que ajudarao a construir familiaridade com a légica computacional.
A seguir, exploraremos aplicagoes diretas, como o uso de niimeros complexos em C, fun-
damentais em diversas areas da fisica, e passaremos a discussao de técnicas de calculo
numérico elementares, incluindo derivadas e integrais aproximadas. Esses métodos cons-
tituem a base de muitas simulagoes fisicas e permitem entender, em um nivel conceitual,
as limitagoes e a precisao das aproximacoes computacionais. Também sera introduzida a
geracao de niimeros aleatorios, ferramenta essencial para métodos de Monte Carlo e para
modelagens estocédsticas que aparecerao em partes posteriores do curso. Por fim, abordare-
mos a regressao linear, técnica estatistica simples mas poderosa, 1til para andlise de dados
experimentais e para testar a eficiéncia dos algoritmos implementados. Assim, a Parte 1 cons-
titui uma preparagao solida, reunindo tanto fundamentos de programacao quanto conceitos
numéricos iniciais, fornecendo ao estudante as bases necessarias para compreender e aplicar
os métodos mais avancados que serao tratados nas proximas etapas do curso.



1 Introducao a Programacao em C

Antes de escrever programas mais complexos, é fundamental compreender os principais co-
mandos, fungoes e estruturas da linguagem C. Conhecer essas ferramentas permite desenvolver
programas corretos, eficientes e legiveis, além de facilitar a depuracao e manutencao do cédigo.
A tabela a seguir apresenta alguns dos elementos mais importantes da linguagem, com bre-
ves exemplos ou descrigoes de uso, servindo como referéncia rapida para iniciantes e usuarios
intermediarios.

Comando / Fungao

Descrigao / Exemplo

#include <stdio.h>

Biblioteca padrao de entrada e saida: printf, scanf, etc.

#include <stdlib.h>

Fungoes de alocacao dinadmica (malloc, free), numeros aleatérios
(rand), conversdo de strings (atoi, atof).

#include <math.h>

Funcgoes matemadticas: sin, cos, tan, exp, log, pow, sqrt.

int main()

Fungao principal do programa. Ex.: int main() { ... return 0; }

printf () Imprime texto ou valores: printf("x = %f\n", x);
scanf () Lé valores do usudrio: scanf ("%d", &n);
for(...) Loop com contador: for(int i=0;i<10;i++) { ... }
while(...) Loop condicional: while(x<10) { ... }
do { ... } while(...); Executa ao menos uma vez antes de checar a condigao.
if(...) Condicional simples: if (x>0)
else Alternativa ao if: else ...
switch(...) Estrutura multipla: switch(n) { case 1: ... break; ... }
break Encerra loops ou switch imediatamente.
continue Pula para a préxima iteragao do loop.
return O; Indica término correto do programa.
sizeof () Retorna tamanho em bytes de tipo ou varidvel. Ex.: sizeof (int)
typedef Define nomes alternativos para tipos. Ex.:
typedef unsigned int uint;
struct Agrupa varidveis de tipos diferentes. Ex.:
struct Ponto {double x,y;};
malloc()/free() Aloca e libera memoria dindmica:
double* v = malloc(N*sizeof (double)); free(v);
const Define variavel constante: const double pi = 3.14159;
#define Cria constante ou macro: #define N 100
& Endereco de variavel ou referéncia de ponteiro: scanf ("%d",&x) ;

* Ponteiro ou desreferéncia: int *p; p = &x; *p = 5;
fopen(), fclose(), fprintf(), fscanf() Manipulagao de arquivos: leitura e escrita.
strcpy(), strcat(), strlen(), strcmp() | Fungdes de strings: copiar, concatenar, medir e comparar.
rand(), srand() Numeros aleatérios: rand() /RAND_MAX para [0,1], srand (time (NULL))
define a semente.
Valor absoluto para inteiros (abs) ou doubles (fabs).
Arredondamento: teto, piso ou mais préximo.

abs(), fabs()
ceil(), floor(), round()

exit () Encerra o programa imediatamente. Ex.: exit(1);
enum Define conjunto de constantes simbélicas. Ex.:
enum Dia {Seg, Ter, Qua};
goto Salta para um rétulo definido; uso raro.

Esta tabela fornece um resumo das funcoes e comandos mais usados em C, com exemplos cur-
tos e explicativos. Ela serve como referéncia rapida para iniciantes e para consultas durante a
programacao de exercicios ou projetos.

2 Exemplos gerais

Operacoes Matematicas Simples

A seguir temos um pequeno programa em C que ilustra como realizar operagoes matematicas
bésicas, como soma, multiplicacao e potenciacao.

/* Programa simples em C que faz operagdes matemdticas basicas */

#include <stdio.h>

#include <math.h>

int main() {
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double a = 2.0, b = 3.0;
printf("Soma: %f\n", a + b);

printf ("Produto: %f\n", a * b);
printf ("Poténcia: %f\n", pow(a, b));
return O;

Esse exemplo mostra como usar a biblioteca math.h e fungoes basicas de saida com printf
em C.

Estruturas de Repeticao (Loops)

Lacos permitem repetir instrugoes varias vezes sem reescrevé-las. Um exemplo classico é im-
primir nimeros em sequéncia usando o comando for.

/* Programa que imprime os nimeros de 1 a 10 */
#include <stdio.h>

int main() {
// Loop que comega em 1 e vai até 10
for(int i = 1; i <= 10; i++) {
// Em cada passo, o valor de i é mostrado na tela
printf ("%d\n", i);
¥

// Indica que o programa terminou corretamente
return 0;

Esse programa mostra o uso do for para repetir instrugoes de forma eficiente, sem precisar
escrever 10 comandos de impressao.

Maximo e Minimo de um Conjunto de Dados

Muitas vezes precisamos encontrar os valores extremos de um conjunto de dados. O algoritmo
basico percorre todos os elementos e compara com os maiores e menores ja encontrados.

/* Programa que encontra o miximo e o minimo de um vetor */
#include <stdio.h>

int main() {
// Vetor de exemplo com 5 valores
int v[5] = {38, 7, -2, 10, 5};

// Inicializa max e min com o primeiro elemento
int max = v[0], min = v[0];

// Percorre o vetor comparando cada valor

for(int i=1; i<5; i++) {
if(v[i] > max) max = v[il; // atualiza maximo
if(v[i] < min) min = v[i]; // atualiza minimo

}

// Exibe os resultados finais
printf("Max = %d, Min = %d\n", max, min);
return 0;

Esse método é simples e eficiente: cada elemento do vetor é verificado apenas uma vez. E uma
técnica essencial em andlise de dados numéricos.



Séries de Taylor: Aproximagao da Exponencial

A funcao exponencial e* pode ser aproximada pela série de Taylor:

. z? a8
er~l+r+ —=+—-+...
2! 3!
Quanto mais termos incluimos, mais precisa é a aproximacao.

/* Aproximac8o de e"x usando a série de Taylor */
#include <stdio.h>

int main() {
double x = 1.0; // ponto de avaliag&o
double soma = 1.0; // comega com o termo inicial (1)

double termo = 1.0; // termo atual da série
int N = 10; // nimero de termos usados

// Calcula a soma dos termos da série
for(int n=1; n<=N; n++) {
termo *= x / n; // atualiza termo: x"n / n!

soma += termo; // adiciona & soma

}

// Mostra a aproximag8o obtida
printf ("Aproximacao de e"x em x=4f: %f\n", x, soma);
return 0;

Esse cédigo mostra como uma série infinita pode ser truncada para obter aproximacoes praticas
de funcoes matematicas.

Mapa Logistico

O mapa logistico é um modelo simples de dinamica nao-linear, frequentemente usado para
estudar comportamento cadtico:

Tpr1 =T, (1 —xy)

Neste exemplo em C, vamos gerar uma tabela de x versus r para construir o diagrama de
bifurcagao. O programa salva os dados em um arquivo de saida.

/*
Mapa logistico: gera dados para diagrama de bifurcacgéo
x_{n+t1} = r * x_n *x (1 - x_n)

*/
#include <stdio.h>
int main() {

double r, x;
double r_min = 2.5, r_max = 4.0, r_step = 0.01;

int n_trans = 100; // iteragdes de transiente (nfo salvas)
int n_iter = 50; // iteragdes salvas
FILE *fp = fopen("bifurcacao.txt", "w"); // abre arquivo de saida

// Varre o parametro r
for(r = r_min; r <= r_max; r += r_step) {
x = 0.5; // condig8o inicial

// Descarta transientes
for(int i = 0; i < n_trans; i++) {
x=r*xxx*x (1-x);

}



3. NUMEROS COMPLEXOS EM C 5

// Salva os préximos valores de x

for(int i = 0; i < n_iter; i++) {
x=1r *x * (1 - x);
fprintf(fp, "%f %f\n", r, x);

}
fclose(fp); // fecha arquivo

return 0;

Apoés executar este programa, o arquivo bifurcacao.txt conterd pares r e x, que podem
ser utilizados para plotar o diagrama de bifurcacao com qualquer ferramenta grafica, como
Python, gnuplot ou Excel.

3 Numeros Complexos em C

Em C, a biblioteca padrao <complex.h> permite manipular nimeros complexos de forma
direta. Podemos representar um nimero complexo z = a + ¢b usando o tipo double complex
e utilizar fungoes prontas para operagoes como maédulo, conjugado, exponencial e produto.

/* Operagdes basicas com nimeros complexos usando complex.h */

#include <stdio.h>
#include <complex.h>
#include <math.h>

int main() {
// Define dois numeros complexos
double complex zl = 2.0 + 3.0%I;
double complex z2 = 1.0 - 4.0%I;

// Soma
double complex soma = zl + z2;

// Produto
double complex produto = zl * z2;

// Conjugado de z1
double complex conj_zl = conj(zl);

// Médulo ao quadrado de z1
double modulo2 = cabs(zl) * cabs(zl);

// Exponencial de z1
double complex exp_zl = cexp(zl);

// Exibe os resultados
printf("z1l = %.2f + %.2fi\n", creal(zl), cimag(zl));
printf("z2 = %.2f + %.2fi\n\n", creal(z2), cimag(z2));

printf("Soma: %.2f + %.2fi\n", creal(soma), cimag(soma));

printf ("Produto: %.2f + %.2fi\n", creal(produto), cimag(produto));
printf("Conjugado de zl: %.2f + %.2fi\n", creal(conj_zl), cimag(conj_z1));
printf("|z1]"2 = %.2f\n", modulo2);

printf ("Exp(zl) = %.2f + %.2fi\n", creal(exp_zl), cimag(exp_z1));

return 0;

Apoés executar este programa, varias propriedades e operagoes com nimeros complexos serao
exibidas no terminal, incluindo soma, produto, conjugado, médulo ao quadrado e exponen-
cial. Usando complex.h, podemos implementar de forma simples qualquer calculo envolvendo
nimeros complexos sem precisar definir estruturas manualmente.
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4 Derivada Numérica

A derivada de uma funcao f(x) pode ser aproximada usando diferencas finitas. Essa técnica é
util quando nao temos a expressao analitica da fungao ou para calculos rapidos em computador.

Método da Diferenca Progressiva

A diferenca progressiva aproxima a derivada por:

Py~ LEX R I@

/* Derivada numérica: diferenga progressiva */
#include <stdio.h>
#include <math.h>

double f(double x) {
return sin(x); // fungdo a derivar

}

int main() {
double x = 1.0, h = 0.001;
double deriv = (f(x+h) - f(x)) / h; // férmula da diferenga progressiva
printf ("Derivada aproximada em x=Yf: %f\n", x, deriv);
return 0O;

O método é simples, mas a precisao depende do tamanho de h. Valores muito pequenos podem
gerar erros numeéricos.

Diferenca Central

Uma versao mais precisa usa valores em torno de x:

fle+h)— flz—h)

HOR —

/* Derivada numérica: diferenga central */
#include <stdio.h>
#include <math.h>

double f(double x) { return cos(x); } // fung8o a derivar

int main() {
double x = 1.0, h = 0.001;
double deriv = (f(x+h) - f(x-h)) / (2%h); // férmula central
printf("Derivada (central) em x=4f: %f\n", x, deriv);
return 0O;

O método central reduz o erro de aproximacao em relacao a diferenca progressiva.

Derivadas a partir de um vetor de dados

Se dispomos de um vetor de dados representando valores de x e y = f(x), podemos calcular
aproximagoes da derivada usando diferencas finitas entre elementos consecutivos ou diferencas
centrais. Este método ¢é util quando sé temos dados discretos, seja de experimentos ou de
simulagoes numéricas.
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/* Derivada de dados tabelados */
#include <stdio.h>

int main() {
double x[5] = {0, 1, 2, 3, 4};
double y[5] = {0, 1, 4, 9, 16}; // exemplo: y = x"2

// diferengas centrais

for(int i=1; i<4; i++) {
double deriv = (y[i+1] - y[i-11) / (x[i+1] - x[i-11);
printf ("x=%f -> derivada ~ %f\n", x[i], deriv);

¥

return 0;

Este método permite estimar a derivada mesmo sem conhecer a fungao analiticamente. E espe-
cialmente 1til para dados experimentais ou resultados de simulacoes discretas. A abordagem
com diferengas centrais melhora a precisao em relagao a diferenca progressiva.

Derivadas a partir de Arquivo de Dados

Quando temos dados experimentais armazenados em um arquivo (por exemplo tabela.dat),
podemos calcular a derivada aproximada usando diferencas finitas entre pontos consecutivos.
Abaixo mostramos um exemplo simples.

Exemplo de arquivo tabela.dat (duas colunas: x e y):

0.0 0.0
0.5 0.25
1.0 1.0
1.5 2.25
2.0 4.0
2.5 6.25
3.0 9.0

/* Derivada de dados lidos de arquivo */
#include <stdio.h>

int main() {
// abrindo arquivo "tabela.dat" no modo leitura
FILE *fp = fopen("tabela.dat", "r");

double x[100], y[100]; // arrays para armazenar os dados
int n = 0;

// 1& dados do arquivo
while(fscanf (fp, "%1f %1f", &x[n], &y[nl) == 2) {
n++;

}
fclose(fp);

// calcula derivadas usando diferengas centrais

for(int i=1; i<n-1; i++) {
double deriv = (y[i+1] - y[i-11) / (x[i+1] - x[i-11);
printf ("x=%.2f -> derivada ~ %.2f\n", x[i], deriv);

}

return 0O;

Apoés executar este programa, serao exibidas no terminal as derivadas aproximadas para cada
ponto (exceto nos extremos). Este método é 1til para analisar dados experimentais ou si-
mulacoes, permitindo obter derivadas mesmo sem conhecer a funcao analiticamente.
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5 Integracao Numérica

A integral definida pode ser aproximada por métodos numéricos simples. Um deles é a regra
dos retangulos, que aproxima a area sob a curva usando retangulos de base h:

N-1

/ flx)de ~ hz Fla:)

/* Integrag8o numérica usando reténgulos */
#include <stdio.h>
#include <math.h>

double f(double x) { return sin(x); } // fungdo a integrar

int main() {
double a = 0, b = M_PI; // limites de integragio
int N = 100; // nimero de subdivisdes
double h = (b-a)/N;
double soma = 0.0;

// soma dos valores da fungdo nos pontos da esquerda
for(int i=0; i<N; i++) {
soma += f(a + i*h);

}

double integral = h * soma;
printf("Integral aproximada (reténgulos): %f\n", integral);
return O;

A regra dos retangulos é simples, mas menos precisa que, por exemplo, a regra do trapézio,
especialmente se f(x) varia rapidamente.

Regra do Trapézio

A regra do trapézio melhora a aproximagao usando a média entre os valores de f(z) nos
extremos de cada subdivisao:

[ 1@ =S i@+ 101+ 1Y 1)

/* Integrag8o numérica usando trapézio */
#include <stdio.h>
#include <math.h>

double f(double x) { return sin(x); } // fungdo a integrar

int main() {
double a = 0, b = M_PI; // limites de integracdo
int N = 100; // nimero de subdivisdes
double h = (b-a)/N;
double soma = 0.0;

// soma dos pontos internos
for(int i=1; i<N; i++) {
soma += f(a + ixh);

}
double integral = h * ( (f(a)+£f(b))/2.0 + soma );

printf ("Integral aproximada (trapézio): %f\n", integral);
return O;

A regra do trapézio é mais precisa que a dos retangulos, mantendo o cédigo simples e direto.
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Integracao a partir de Arquivo de Dados

Quando temos dados experimentais ou de simula¢oes armazenados em um arquivo, podemos
calcular a integral aproximada usando a regra do trapézio. O programa abaixo lé um arquivo
tabela2.dat com duas colunas (valores de x e y = f(x)) e calcula a integral.

Exemplo de arquivo tabela2.dat :

0.0 0.0
0.5 0.25
1.0 1.0
1.5 2.25
2.0 4.0
2.5 6.25
3.0 9.0

/* Integragdo de dados lidos de arquivo usando regra do trapézio */
#include <stdio.h>

int main() {

// abrindo arquivo de leitura
FILE *fp = fopen("tabela2.dat", "r");

double x[100], y[100]; // arrays para armazenar os dados
int n = 0;

// 1& os dados do arquivo
while(fscanf (fp, "%1f %1f", &x[n], &y[nl) == 2) {
n++;

}
fclose(fp);

double soma = 0.0;

// calcula a integral usando a regra do trapézio
for(int i=0; i<n-1; i++) {

soma += (y[i] + y[i+1]) * (x[i+1] - x[il) / 2.0;
}

printf("Integral aproximada: %.2f\n", soma);
return 0;

Apoés executar este programa, a integral aproximada dos valores tabulados sera exibida no
terminal. Este método ¢é til para processar dados experimentais ou simulagoes, quando a
funcao nao é conhecida analiticamente.

Integral Dupla
Para integrais em duas variaveis, usamos soma dupla sobre uma grade de pontos.

/* Integral dupla simples: f(x,y) = x*y */
#include <stdio.h>

double f(double x, double y) { return x*y; }

int main() {
int Nx=50, Ny=50;
double ax=0, bx=1, ay=0, by=1;
double hx=(bx-ax)/Nx, hy=(by-ay)/Ny;
double soma=0.0;

for(int i=0; i<Nx; i++) {
for(int j=0; j<Ny; j++) {
double x = ax + i*hx;
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double y = ay + j*hy;
soma += f(x,y);

}

double integral = soma * hx * hy;
printf ("Integral dupla ~ %f\n", integral);
return 0O;

Esses métodos permitem calcular derivadas e integrais de fungoes conhecidas ou de dados
discretos, oferecendo uma ferramenta pratica para fisica, engenharia e ciéncias aplicadas.

6 Introducao aos Numeros Aleatérios

Computadores nao geram nimeros totalmente aleatérios, mas sim pseudoaleatorios. Em C,
a funcao padrao para gerar nimeros inteiros pseudoaleatorios é rand ().
O cdédigo abaixo mostra como gerar alguns nimeros inteiros aleatérios simples:

/* Gerag8o de numeros inteiros pseudoaleatérios */
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int main() {
for(int i = 0; i < 5; i++) {
int r = rand(); // gera nimero inteiro pseudoaleatério
printf ("%d\n", r);
}

return 0O;

Note que, sem definir a semente, a sequéncia sera sempre a mesma a cada execucao.

Definindo a Semente do Gerador
Para variar a sequéncia, podemos usar srand() com o tempo atual:

/* Definindo a semente para gerar sequéncias diferentes */
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <time.h>

int main() {
srand(time(NULL)); // inicializa a semente com o tempo atual
for(int i = 0; i < 5; i++) {
printf ("%d\n", rand()); // nimeros diferentes a cada execugdo
}

return 0;

Distribuicao Uniforme no Intervalo [0,1]

Para obter nimeros pseudoaleatérios em ponto flutuante no intervalo [0, 1], usamos:

B rand ()
T RAND MAX

/* Nimeros uniformes entre 0 e 1 */
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int main() {
for(int i = 0; i < 5; i++) {
double x = (double)rand() / RAND_MAX; // normaliza para [0,1]
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printf ("%f\n", x);
}

return 0O;

Esses valores podem ser usados para simulagoes, sorteios ou métodos de Monte Carlo, man-
tendo a simplicidade e controle sobre a sequéncia pseudoaleatoria.

Histograma de Numeros Aleatorios

Um histograma é uma representacao grafica da frequéncia de valores em uma sequéncia de
nimeros. Para nimeros aleatérios uniformes, podemos dividir o intervalo [0,1] em “bins”
(subintervalos) e contar quantos nimeros caem em cada bin.

/* Histograma de nimeros aleatérios uniformes */
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int main() {
int N = 1000; // quantidade de nimeros a gerar
int bins = 10; // nimero de subintervalos
int hist[10] = {0}; // vetor para contar frequéncias

// gera numeros uniformes e incrementa o bin correspondente
for(int i=0; i<N; i++) {
double u = (double)rand()/RAND_MAX; // nimero aleatério em [0,1]

int k = (int) (u * bins); // identifica o bin
if(k >= bins) k = bins-1; // garante que k esta dentro do intervalo
hist [k]++;

}

// exibe o histograma
for(int i=0; i<bins; i++) {

printf ("Bin %d: %d\n", i, hist[il);
}

return 0;

Apbds a execugao, cada linha mostra quantos nimeros cairam em cada intervalo. Este método
permite visualizar a distribuigao dos niimeros gerados e é 1til para verificar uniformidade ou
outras propriedades estatisticas.

Distribuigao P(x) = Caz"

Podemos gerar nimeros aleatérios com distribuicoes diferentes aplicando transformacgoes sobre
nimeros uniformes u € [0, 1]. Por exemplo, para obter P(z) ~ z", usamos a transformagao:

T = ul/(n-l—l)
A seguir, geramos uma sequéncia de nimeros com esta distribuicao, salvamos em arquivo e
calculamos um histograma simples:

/* Gerag8o de nimeros com P(x) ~ x™n e histograma */

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>
#include <math.h>

int main() {

int n = 2; // expoente da distribuig&o

int N = 1000; // quantidade de numeros

int bins = 10; // nimero de bins do histograma
int hist[10] = {0}; // vetor para contar frequéncias

FILE *fp = fopen("numeros.dat", "w"); // arquivo para salvar numeros
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for(int i=0; i<N; i++) {

double u = (double)rand()/RAND_MAX; // ntimero uniforme
double x = pow(u, 1.0/(n+1)); // transformag&o
fprintf (fp, "%f\n", x); // grava no arquivo
int k = (int)(x * bins); // calcula bin
if(k >= bins) k = bins-1; // corrige limite superior
hist [k]++;
¥
fclose(fp);
FILE *fh = fopen("histograma.dat", "w"); // arquivo para histograma

for(int i=0; i<bins; i++) {

fprintf (fh, "%d %d\n", i, hist[i]); // bin, frequéncia
¥
fclose(fh);

return 0;

Apoés a execugdo, o arquivo numeros.dat conterd os valores gerados com distribui¢ao P(x) ~
x™, e histograma.dat mostrard a contagem de cada bin, permitindo visualizar a forma da
distribuicao.

Geradores Lineares Congruentes

Um dos métodos classicos para gerar nimeros pseudoaleatérios é o gerador linear congru-
ente:

Xiy1 = (aXg + ¢) mod m

A seguir, geramos uma sequéncia de nimeros pseudoaleatdrios normalizados em [0,1] e grava-
mos em arquivo:

/* Gerador linear congruente com saida em arquivo */
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int main() {
long a = 1664525, c = 1013904223, m = 2147483648,
long x = 12345; // semente inicial
int N = 1000; // quantidade de numeros
FILE *fp = fopen("lcg.dat", "w"); // arquivo de saida

for(int i=0; i<N; i++) {
x = (a*x + ¢c) % m;
double u = (double)x / m;
fprintf (fp, "%f\n", w);

}

fclose(fp);
return 0;

Apéds executar, o arquivo lcg.dat conterd os numeros pseudoaleatorios gerados, que podem
ser usados em simulacoes ou andlises estatisticas.

Distribui¢cao Gaussiana (Box-Muller)

A distribui¢ao normal ou Gaussiana tem densidade de probabilidade:

- o[- 2 2)
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com média p e desvio padrao o. O método Box-Muller transforma dois nimeros uniformes
uy, us € [0,1] em dois nimeros gaussianos independentes:

z=+/—2Inwu cos(2muz), 2’ =+/—2Inwu; sin(2muy)

/* Numeros gaussianos e histograma */
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

int main() {
int N = 1000; // quantidade de numeros
int bins = 20; // ntimero de bins do histograma
int hist[20] = {0};

FILE *fp = fopen("gauss.dat","w"); // arquivo para nimeros gaussianos

for(int i=0; i<N; i++) {
double ul = (double)rand()/RAND_MAX;
double u2 = (double)rand()/RAND_MAX;
double z = sqrt(-2xlog(ul))*cos(2*M_PI*u2);

fprintf (fp, "%f\n", 2);

int k = (int) ((z+4)/8%bins); // aproximagdo para bin entre [-4,4]
if (k<0) k=0; if(k>=bins) k=bins-1;
hist[k]++;

¥

fclose(fp);

FILE *fh = fopen("histograma_gauss.dat","w"); // arquivo do histograma
for(int i=0;i<bins;i++) {
fprintf (fh, "%d %d\n", i, hist[i]);
}
fclose(fh);

return O;

Apés a execugao, o arquivo gauss . dat contera os nimeros gaussianos, e histograma gauss.dat
mostrara a frequéncia de cada bin, permitindo visualizar a distribuicao normal.

Distribuicao Lorentziana

A distribuicao de Lorentz possui caudas largas, o que significa que valores extremos sao
mais provaveis do que em uma distribuicao Gaussiana. Podemos gerar ntimeros Lorentzi-
anos usando a transformacao:

z = tan[r(u—0.5)], we(0,1)

onde u é uniforme em [0,1]. Também podemos criar um histograma para visualizar a frequéncia
dos valores.

/* Numeros aleatérios Lorentzianos e histograma */
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

int main() {

int N = 1000; // quantidade de nimeros

int bins = 20; // ntimero de bins para o histograma
double hist[20] = {0}; // vetor para contagem

double x_min = -10.0, x_max = 10.0; // limites para o histograma

double dx = (x_max - x_min)/bins;

FILE *fp = fopen("lorentz.dat", "w"); // arquivo para numeros
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FILE #fh = fopen("hist_lorentz.dat", "w"); // arquivo para histograma

for(int i=0; i<N; i++) {
double u = (double)rand()/RAND_MAX;
double x = tan(M_PI*(u-0.5)); // nimero Lorentziano
fprintf (fp, "%f\n", x);

// incrementa bin se dentro do intervalo
if(x >= x_min && x < x_max) {
int k = (int) ((x - x_min)/dx);
hist[k]++;

}
fclose(fp);

// escreve histograma em arquivo
for(int i=0; i<bins; i++) {
double bin_center = x_min + (i+0.5)%*dx;
fprintf (fh, "%f %f\n", bin_center, hist[i]);
}
fclose(fh);

return 0O;

Apoés a execucao, o arquivo lorentz.dat contera os numeros gerados, e hist_lorentz.dat
mostrara a frequéncia de cada bin. O histograma permite visualizar a caracteristica de caudas
largas tipica da distribuicao de Lorentz.

Autocorrelacao Simples

Para uma série x;, 1 = 1,2,..., N, a autocorrelacao no lag k é definida por:

1 N—k 1 N
(j(k» = }irt:—g 2{:(15-——(f)(xi+k<—-f), T = 7? zi:iﬂi
i=1 =1

onde C(0) ¢ a variancia da série. Este método indica se valores da série est@o correlacionados
com seus vizinhos a uma distancia k.

/* Autocorrelag8o de uma série maior (N=2000) */
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define N 2000
#define MAX_LAG 50

int main() {
double x[N], media=0.0;
double C[MAX_LAG+1];

// gera numeros pseudoaleatérios uniformes em [0,1]
for(int i=0; i<N; i++) {
x[i] = (double)rand()/RAND_MAX;
media += x[il;
}
media /= N;

// calcula autocorrelagdo para lags O a MAX_LAG
for(int k=0; k<=MAX_LAG; k++) {

double soma = 0.0;

for(int i=0; i<N-k; i++) {

soma += (x[i]-media)*(x[i+k]-media);

}

Clk] = soma / (N-k);

printf("Lag %d: C = %f\n", k, C[k]);
}

return 0;
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O programa acima calcula a autocorrelagao de uma série com N = 2000 para lags até 50. Lag
0 fornece a variancia, e lags maiores mostram possiveis correlacoes entre elementos distantes
da série. Este método é amplamente usado em analise de séries temporais e em simulagoes de
Monte Carlo.

Caminhante Aleatorio Classico

O modelo de caminhante aleatério em 1D representa um processo de difusao simples: a cada
passo, o caminhante move-se para a esquerda ou direita com igual probabilidade. O compor-
tamento tipico é que o deslocamento médio quadratico cresce linearmente com o nimero de

Ppassos:

(z%) = N - (passo)?
/* Caminhante Aleatério em 1D com <x"2> */
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

int main() {

int Npassos = 1000; // nimero total de passos
int pos = 0; // posig8o inicial
double x2_acum = 0.0; // acumula x"2 para cada passo

FILE *fp = fopen("x2.dat", "w"); // arquivo para salvar <x"2>

for(int i=1; i<=Npassos; i++) {
int r = rand()¥%2; // 0 ou 1
if (r==0) pos--; else pos++;
X2_acum += pos*pos;

// escreve o passo e <x"2> médio até agora
fprintf (fp, "%d %f\n", i, x2_acum/i);
}

fclose(fp);
return O;

Apoés executar o programa, o arquivo x2.dat conterd o nimero de passos e o deslocamento
médio quadrético correspondente. Plotando (x?) versus o nimero de passos, observa-se o
crescimento linear caracteristico da difusao classica.

7 Regressao Linear

A regressao linear é uma técnica para ajustar uma reta aos dados (x;,y;) de forma que a soma
dos quadrados dos desvios seja minima. A equacao da reta é:

y=a+bx

com coeficientes calculados por:

2 (@ —2)(yi —9) 4 — i — bi
SR S

O codigo a seguir calcula os coeficientes a e b para um conjunto de dados discretos.

/* Regress&o linear simples em C */
#include <stdio.h>

int main() {
// Dados de exemplo
double x[5] = {1, 2, 3, 4, 5};
double y[5] = {2, 4, 5, 4, 5};
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int n = 5;

// Calcula médias de x e y
double soma_x=0, soma_y=0;
for(int i=0;i<n;i++){
soma_x += x[i];
soma_y += yl[il;
}
double media_x = soma_x/n;
double media_y = soma_y/n;

// Calculo da inclinagdo b e intercepto a
double num=0, den=0;
for(int i=0;i<n;i++){
num += (x[i]-media_x)*(y[i]-media_y);
den += (x[i]-media_x)*(x[i]-media_x);
¥
double b = num/den;
double a = media_y - b*media_x;

printf("Ajuste linear: y = %f + %f x\n", a, b);
return 0;

}

Exemplo com Lei de Poténcia:
Se os dados seguem aproximadamente y = C'z", podemos linearizar tomando logaritmo:

Iny=mInC+nlzx

Aplicando regressao linear sobre (Inz;, Iny;), obtemos o expoente n e constante C'.

/* Regressdo linear para lei de poténcia */
#include <stdio.h>
#include <math.h>

int main() {
// Dados exemplo: y = x"2
double x[6] = {1,2,3,4,5,6};
double y[6] = {1,4,9,16,25,36};
int n = 6;

// Transformag8o logaritmica

double 1ln_x[6], ln_y[6];

for(int i=0;i<n;i++){
1n_x[i] = log(x[il);
In_y[i] = log(y[il);

¥

// Médias

double soma_x=0, soma_y=0;

for(int i=0;i<n;i++){
soma_x += 1n_x[i];
soma_y += ln_y[il;

}

double media_x = soma_x/n;

double media_y = soma_y/n;

// Calculo da inclinag&o n e 1n(C)

double num=0, den=0;

for(int i=0;i<n;i++){
num += (ln_x[i]-media_x)*(ln_y[i]l-media_y);
den += (In_x[i]l-media_x)*(1n_x[i]-media_x);

}
double n_exp = num/den; // expoente da lei de poténcia
double 1nC = media_y - n_exp*media_x; // 1n(C)

double C = exp(1nC);

printf("Lei de poténcia ajustada: y = %f * x"%f\n", C, n_exp);
return 0;

Este método permite identificar a relacao de tipo poténcia em dados experimentais ou simu-
lados, transformando o problema em uma regressao linear classica sobre os logaritmos.
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8 Interpolacao

A interpolagao é uma técnica fundamental em fisica computacional para estimar valores de
uma funcao a partir de um conjunto discreto de pontos conhecidos. O método mais simples é a
interpolacao linear, que conecta pares de pontos por retas. Versoes mais sofisticadas incluem a
interpolacao polinomial, que ajusta um unico polindomio a varios pontos, e as splines cibicas,
que utilizam polinémios por trechos de forma suave e estavel. Cada abordagem apresenta
vantagens e limitagoes, sendo escolhida de acordo com a precisao desejada e a natureza dos
dados.

Interpolacao linear

A interpolacao linear é o método mais simples: entre dois pontos (xg,yo) € (z1,¥1), 0 valor
interpolado em x é dado por:

Y1 — Y
1 — T

y(x) ~ yo + (x — x0).
/* Interpolacao Linear em C */
#include <stdio.h>

/* Funcao que faz interpolacao linear */

double interp_linear(double x, double x0, double y0O, double x1, double y1) {
return yO + ( (y1 - yO) / (x1 - x0) ) * (x - x0);

}

int main() {
double x0 = 1.0, y0O = 2.0;
double x1 = 3.0, y1 = 6.0;
double x = 2.0; // ponto onde queremos interpolar

double y = interp_linear(x, x0, y0, x1, y1);
printf("Interpolacao linear em x=%.2f -> y=%,.2f\n", x, y);

return O;

}

Este exemplo mostra a forma mais simples de interpolacao: tracar uma reta entre dois pontos
conhecidos e estimar o valor em um ponto intermediario. Embora seja limitado em precisao
para funcoes muito curvas, o método linear é rapido, facil de implementar e bastante eficaz
quando os pontos estao préximos.

Interpolacao Polinomial (Lagrange)

A interpolacao polinomial busca construir um tnico polinomio que passe exatamente por todos
os pontos conhecidos de um conjunto de dados. A ideia é substituir a funcao original por uma
expressao polinomial que seja simples de avaliar e manipular numericamente. Para trés pontos
(zo,Y0), (z1,Y1), (T2, y2), obtemos um polinémio de grau 2, chamado polinémio de Lagrange.

A forma geral é
2
T — x;
P)=>_u]] —
i=0  j#i J
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que garante que P(x;) = y; para cada ponto do conjunto.

/* Interpolacao Polinomial de Lagrange (3 pontos) */
#include <stdio.h>

/* Funcao Lagrange para 3 pontos */

double interp_lagrange(double x, double x0,double yO,
double x1,double yl1,
double x2,double y2) {

double LO = ((x - xD)*(x - x2))/((x0 - x1)*(x0 - x2));
double L1 = ((x - x0)*(x - x2))/((x1 - x0)*x(x1 - x2));
double L2 = ((x - x0)*(x - x1))/((x2 - x0)*x(x2 - x1));

return yO*xLO + yl1xL1 + y2xL2;

int main() {
// pontos de exemplo: y = x"2
double x0=1,y0=1, x1=2,y1=4, x2=3,y2=9;

double x
double y

2.5;
interp_lagrange(x,x0,y0,x1,y1,x2,y2);

printf("Interpolacao Lagrange em x=%.2f -> y=J,.2f\n", x, y);
return O;

O cédigo acima implementa a forma mais simples do polinomio de Lagrange para trés pontos,
gerando uma parabola que passa exatamente por eles. Esse método permite capturar curva-
turas da funcao original de forma mais precisa que a interpolacao linear, mas pode introduzir
oscilagoes indesejadas quando aplicado a muitos pontos.

Interpolacao por Splines Cubicas

As splines cubicas utilizam polindmios de grau 3 em cada intervalo entre os pontos de dados,
garantindo continuidade da funcao, da primeira derivada e da segunda derivada. Isso torna
o método mais suave e estavel do que a interpolacao polinomial simples ou linear, evitando
oscilacoes indesejadas em grandes conjuntos de pontos. Matematicamente, se temos n + 1
pontos (zo,Yo), - - -, (Tn,Yn), & spline cibica S(x) é definida por polinomios cibicos S;(x) em
cada intervalo [z;, ;1]

Si(x) = a; + bi(x — ) + ci(x — 23)* + di(x — 25)*, i=0,...,n—1
Os coeficientes a;, b;, ¢;, d; sao determinados impondo:
1. Si(x;) = y; e Si(zi41) = yir1 — a spline passa pelos pontos.
2. Si{(xiy1) = Si,1(xi41) — continuidade da primeira derivada.

1

3. S (xit1) = Si1(xiy1) — continuidade da segunda derivada.
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4. Condigoes de borda (por exemplo, derivada segunda nula nas extremidades para a spline
natural).

Como casos especiais:

e Para dois pontos, a spline ctibica degenera na interpolagao linear, ja que nao ha
intervalos intermediarios para curvatura.

e Para trés pontos, ¢ possivel construir diretamente os polinomios ctibicos usando os sis-
temas lineares resultantes das condi¢oes acima, obtendo uma aproximagao suave mesmo
com poucos pontos.

Assim, mesmo em exemplos simples, a spline ciibica garante que a curva resultante seja suave,
com transi¢oes continuas de inclinagao e curvatura, ao contrario de polinomios de grau alto
que podem oscilar de forma instével.

/* Spline Cubica muito simples (3 pontos, sem derivadas) */
#include <stdio.h>

/* Funcao spline cubica simples:
Aqui usamos apenas uma forma aproximada
(na pratica, bibliotecas proprias sao usadas). */
double spline3(double x, double x0,double yO,
double x1,double yl1,
double x2,double y2) {
// Ajusta um polinomio quadratico como "mini spline"
double LO = ((x - xD)*(x - x2))/((x0 - x1)*(x0 - x2));
double L1 ((x = x0)*x(x - x2))/((x1 - x0)*(x1 - x2));
double L2 ((x - x0)*x(x - x1))/((x2 - x0)*(x2 - x1));
return yOxLO + y1xL1 + y2xL2;

int main() {
// exemplo com pontos y = x"2
double x0=0,y0=0, x1=1,yl=1, x2=2,y2=4;

double x
double y

1.5;
spline3(x,x0,y0,x1,y1,x2,y2);

printf("Spline ’cubica’ simples em x=}.2f -> y=}.2f\n", x, y);
return O;

}

O exemplo acima mostra uma implementagao muito simplificada de spline ctibica para apenas
trés pontos. Na pratica, usamos um polinomio quadratico como aproximacao, sem considerar
derivadas nas bordas. Apesar de simples, ele ja ilustra como os polinémios de Lagrange podem
ser usados para interpolagao. Para conjuntos maiores de pontos, é recomendavel utilizar
bibliotecas proprias que garantem continuidade de primeira e segunda derivadas. Este cédigo
serve como uma introducao didatica ao conceito de spline ctbica.
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Parte 2

Estas proximas notas de aula introduzem os temas que serao desenvolvidos na Parte 2 do
curso de Fisica Computacional. O foco recai sobre algumas das principais técnicas numéricas
utilizadas em fisica, apresentadas de maneira conceitual, com suas formulacoes discretas, exem-
plos aplicados e codigos em linguagem C. Iniciaremos com métodos para a solucao de equagoes
diferenciais ordinarias (EDOs), utilizando como exemplo central o sistema massa-mola sem
atrito. Esse modelo simples e classico permitira discutir aspectos fundamentais como esta-
bilidade, conservagao de energia e precisao numérica. Na sequéncia, exploraremos métodos
de diagonalizacao de matrizes, essenciais para o estudo de problemas de autovalores em
fisica, como a resolucao de Hamiltonianos e a analise de modos normais. O objetivo geral desta
parte é fornecer um material direto, autoexplicativo e util para estudantes, enfatizando nao
apenas a aplicagao pratica dos algoritmos, mas também suas interpretagoes fisicas, vantagens
e limitagoes.
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9 Meétodo de Euler (Explicito)

O método de Euler explicito é o mais simples para resolver EDOs numericamente. Ele se
baseia na aproximacao da derivada por uma diferenca finita:

Yni1 = Yn + AL+ [(Yn,tn) (1)

E um método de primeira ordem, com erro local da ordem de O(At?) e erro global de ordem
O(At). Apesar de simples, pode ser instavel para integragdes longas ou sistemas rigidos.

Equacoes para o sistema massa-mola

Considere um sistema massa-mola sem atrito:

d*z ; dr— vy
2 =W = dv 2
dt G =—wr

Quebrar a equagao de segunda ordem em duas de primeira ordem permite aplicar métodos
numéricos padrao desenvolvidos para EDOs de primeira ordem(como Euler ou Runge-Kutta).
Além disso, essa reformulacao facilita a implementacao computacional e a analise da dinamica
do sistema. Aplicando Euler explicito, temos:

Tpi1 = Tp + At -v,

Upy1 = Up — AL - wia,

Codigo em C: Massa-Mola com Euler

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 1000 // nimero de passos de tempo
#define DT 0.01 // passo de tempo
#define OMEGA 1.0 // frequéncia natural

int main() {

double x = 1.0; // posig&o inicial

double v = 0.0; // velocidade inicial
double t;

FILE *f = fopen("massa_mola_euler.dat", "w");

for (int i = 0; i < N; i++) {
t =1i * DT;
fprintf (£, "Uf %f %f\n", t, x, v);

// Atualizag8o via método de Euler
double x_novo = x + DT * v;
double v_novo = v - DT * OMEGA * OMEGA * x;

// Atualiza as varidveis para o préximo passo
X = X_NOVo;
vV = V_novo;

}

fclose(f);
return 0;
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10 Diferenca Finita Centradas no Tempo

Outro método eficiente para resolver EDOs de segunda ordem, como o sistema massa-mola,
é o método das diferencas finitas centradas no tempo. Ele utiliza trés pontos consecutivos da
malha temporal para estimar a derivada de segunda ordem:

Equacao Geral

Para uma equagao do tipo:

d?x
Tz f(z,t)

A aproximacao de segunda ordem para a derivada é dada por:

Tptp1 — 2Tp + Tpo1 Az

INE Tae
Aplicando ao sistema massa-mola sem atrito (f(z,,t) = —w?z,):
xn+1'_’2xn'+'xn—l o 2
AP = —w’x,

Isolando x,,.1, temos a férmula de recorréncia:

Tpi1 = 20Ty — Tno1 — At - w3z, (2)

Esse ¢ um método explicito de segunda ordem, com erro local de O(At?) e erro global de

O(At?).

Inicializacao

Como a féormula depende de x,_1, precisamos de dois valores iniciais:
-xo =x(t =0)
- x1, que pode ser obtido usando o método de Euler ou a expansao de Taylor:

1
T = I0+At‘U0 — §At2 'MQ.TO

Cédigo em C: Massa-Mola com Diferenca Finita

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 1000 // nimero de passos de tempo
#define DT 0.01 // passo de tempo
#define OMEGA 1.0 // frequéncia natural

int main() {

double x[N]; // posigdes
double vO = 0.0; // velocidade inicial
double t;

// Condigdes iniciais
x[0] = 1.0; // posig8o inicial

// Inicializa x[1] com expans&o de Taylor
x[1] = x[0] + DT * vO - 0.5 * DT * DT * OMEGA * OMEGA * x[0];

FILE *f = fopen("massa_mola_dif_finitas.dat", "w");
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for (int i = 0; i < N; i++) {
t =i * DT;
fprintf (£, "%f %f\n", t, x[il);

// Atualiza posig8o futura usando férmula de diferengas finitas
if (i >=1 & i<N-1){
x[i+1] = 2 * x[i] - x[i-1] - DT * DT * OMEGA * OMEGA * x[i];

}
}
fclose(f);
return O;
}
Observacoes

e Esse método é mais estavel que o de Euler explicito para sistemas oscilatorios.
e A velocidade v,, nao é calculada diretamente, mas pode ser estimada como:

V. Ao Tn4+1 — Tn—1
" 2At

e A conservacao de energia é melhor preservada do que no método de Euler.

11 Método de Runge-Kutta de 4* Ordem (RK4)

O método de Runge-Kutta de 4* ordem é um dos métodos mais precisos e estdveis para resolver
EDOs. Ele calcula quatro estimativas da derivada por passo e combina essas estimativas de
forma ponderada para obter uma aproximacao de alta precisao:

kl - f(yTM tn)
At At)

kQ:f(yn—f_?klatn_’_?

2
k’4 = f(yn + At - k‘g, tn + At)

At At
k3 = f (yn + 7k2;tn + _>

At
Ynt1l = Yn + F(kl + 2/{?2 + 2k’3 + k4>

Equacoes para o sistema massa-mola

O sistema massa-mola sem atrito é descrito por um sistema de duas EDOs de primeira ordem:

dx dv 9
pri v(t), pri —w?z(t)

Para aplicar o método de Runge-Kutta de 4* ordem (RK4), devemos tratar esse sistema como

um vetor de variaveis:
v = (5) . = (L4,) =t

Com o método RK4, a atualizacao da solucao se da por:

At
Yot1 = Yn + F (kl + 2k2 + 2k3 + k4)
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onde os vetores k; sao:

Un

kl = f(yna tn) = 2

—W T,

A A At (2
k2:f(yn+7tkhtn+_t):<vn+ ( w:cn))

2 —w? mn—l—%vn)
At At v g.]@
ks = f kb, +— | = P A
3 Yn+ 5 K2 + 5 2 (In—k%kz,m)
Uy, + At - kgﬂ}

ki =f(yn+ At ks tn = A = { _ 200 Ay )

Finalmente, atualizamos as variaveis x e v separadamente:

At
Tp+1 = Tp + E(kl,m + 2k2,z + 2k3,m + k4,z>

At
Upg1 = Up + F(kl,v + 2k2,v + 2k3,v + k4,v)
Onde usamos as notagoes k; , € k;, para as componentes de posigao e velocidade dos vetores
k;, respectivamente. Esse procedimento fornece uma aproximacao muito precisa da trajetéria
oscilatéria da particula presa a mola, preservando bem a energia total do sistema ao longo do
tempo.

Codigo em C: Massa-Mola com RK4

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 1000
#define DT 0.01
#define OMEGA 1.0

int main() {
double x = 1.0, v = 0.0;
FILE *f = fopen("massa_mola_rk4.dat", "w");

for (int i = 0; i < N; i++) {
double t = i * DT;
fprintf (£, "%f %f %f\n", t, x, v);

// Céalculo dos coeficientes k para x e v
double kilx = DT * v;
double kiv = -DT * OMEGA * OMEGA * x;

double k2x = DT * (v + 0.5 * kiv);
double k2v = -DT * OMEGA * OMEGA * (x + 0.5 * kix);

double k3x = DT * (v + 0.5 * k2v);
double k3v = -DT * OMEGA * OMEGA * (x + 0.5 * k2x);

double k4x = DT * (v + k3v);
double k4v = -DT * OMEGA * OMEGA * (x + k3x);

x += (klx + 2%k2x + 2%k3x + k4x) / 6.0;
v += (klv + 2%k2v + 2*k3v + k4v) / 6.0;
}
fclose(f);
return 0;
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12 Método de Adams-Bashforth (2 Ordem)

O método de Adams-Bashforth é um método explicito multi-passo, que usa os valores de f(t,y)
em passos anteriores para estimar o préximo valor da solucao. A férmula de Adams-Bashforth
de 2? ordem vem da aproximacao da integral ¥, 1 = vy, + j;i:“’l f(t) dt por interpolagao linear
de f(t) nos pontos t, 1 e t,. Usando o polinomio de Lagrange de grau 1 e integrando no
intervalo [t,,t,+1], obtemos:

tht1 A
JRRECE T CIA Y

Substituindo na equacao de evolugao, resulta:

At
Yn+1 = Yn + 7(3fn - fn—l)

Para sistemas de EDOs, como o massa-mola:

de __
a — Y
dv _ —LUQZL'

dat

O método de Adams-Bashforth pode ser aplicado separadamente a cada equagao:

At

Tpt1 = Ty + 7 (Svn - Un—l)

Upg1 = Up + 71‘ (—3w’z, 4+ wp_1)

Inicializacao

Como o método usa dois passos, precisamos de xg, x1 € vy, v1. Esses podem ser obtidos com o
método de Euler:

x1:x0+At-v0
vy = vy — At - w?xg

Cédigo em C: Massa-Mola com Adams-Bashforth (22 ordem)

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 1000
#define DT 0.01
#define OMEGA 1.0

int main() {
double x[N], vIN];
double t;

// Condigdes iniciais
x[0] 1.0;
v[0] 0.0;

// Inicializag8o com método de Euler
x[1] = x[0] + DT * v[0];
v[1] = v[0] - DT * OMEGA * OMEGA * x[0];

FILE *f = fopen("massa_mola_adams.dat", "w");
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for (int i = 1; i < N - 1; i++) {
t =i % DT;
fprintf (£, "%f %f %f\n", t, x[il, v[il);

x[i+1] = x[i] + 0.5 * DT * (3 * v[i] - v[i-11);

v[i+1] = v[i] + 0.5 * DT * (-3 * OMEGA * OMEGA * x[i] + OMEGA * OMEGA * x[i-1]);
}
fclose(f);
return 0;

13 Meétodo de Taylor de 22 Ordem

O método de Taylor consiste em expandir a solugao em série de Taylor até uma ordem desejada.
Para ordem 2, temos:

At?
yn+1:yn+At-y,’1+T~yZ (3)
Aplicando ao sistema massa-mola, com:
dx 2 2
G=v dz  dv 5 d™w 9
= —=—=—wr ; — =—-Wwv
% = —w?x dt? dt dt?
A aproximacao de Taylor para cada varidvel é:
t2
Tt :xn+At-vn—7-w2$n
At?
Upy1 = Up — AL - wia, — - Wi,

Cédigo em C: Massa-Mola com Taylor (22 ordem)

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 1000
#define DT 0.01
#define OMEGA 1.0

int main() {
double x =
double v
double t;

o O

]
(o

FILE *f = fopen("massa_mola_taylor.dat", "w");
for (int i = 0; i < N; i++) {

t =1 x DT;

fprintf (£, "%f %f %f\n", t, x, v);

double x_novo x + DT * v - 0.5 * DT * DT * OMEGA * OMEGA * x;
double v_novo = v - DT * OMEGA * OMEGA * x - 0.5 * DT * DT *x OMEGA * OMEGA * v;

X = X_novo;
V = vV_novo;

}

fclose(f);
return 0;
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14 Meétodo de Verlet com Velocidade (Velocity-Verlet)

O método Velocity- Verlet é muito utilizado em simulagoes de dinamica molecular e sistemas
oscilatérios, como o sistema massa-mola. Ele oferece boa precisao (ordem 2) e estabilidade
numérica, especialmente para sistemas conservativos (sem dissipac¢ao). Esse método atualiza
as posigoes = e velocidades v de maneira acoplada, usando a aceleracao a que depende da
posicao. Para o sistema massa-mola sem atrito, a aceleracao é dada por:

a(t) = % = —w?z(t)

A ideia do método é:

1. Atualizar a posicao usando a posicao e velocidade atuais e a aceleragao no instante atual;
2. Calcular a nova aceleracao baseada na nova posigao;
3. Atualizar a velocidade usando a média entre a aceleragao atual e a nova.

O algoritmo discreto completo para o sistema massa-mola é:

1
Tpil = Tp + 0, - At + §an - AE?
U4l = —W Tt

1
Unt1 = Up + E(an + an—‘rl) - At

Passo a passo para implementar:

1. Comece com valores iniciais para posicao zg, velocidade vy e calcule ay = —w?ao;

2. Use a equagao da posicao para obter xy;
3. Calcule a nova aceleracao a; = —w?z1;
4. Atualize a velocidade usando v = v + 3 (ag + a1) - At;

5. Repita o processo para os proximos passos.

Este método é especialmente bom para o sistema massa-mola porque conserva aproximada-
mente a energia do sistema ao longo do tempo, ao contrario do método de Euler explicito, que
tende a gerar crescimento ou decaimento espirio na energia total.

Codigo em C: Massa-Mola com Velocity-Verlet

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 1000
#define DT 0.01
#define OMEGA 1.0

int main() {
double x = 1.0, v = 0.0;
double a = -OMEGA * OMEGA * x;

FILE *f = fopen("massa_mola_verlet.dat", "w");

for (int i = 0; i < N; i++) {
double t = i * DT;
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fprintf (£, "%f %f %f\n", t, x, v);

// Atualiza posig8o com aceleragio atual
double x_new = x + v * DT + 0.5 * a * DT * DT;

// Calcula nova aceleragdo com nova posigio
double a_new = -0OMEGA * OMEGA * xX_new;

// Atualiza velocidade com média das aceleragdes
double v_new = v + 0.5 * (a + a_new) * DT;

// Prepara para préximo passo
X = X_new;
vV = v_new;
a = a_new;

}

fclose(f);
return 0O;

15 Meétodo Leap-Frog

O método Leap-Frog (em portugués, “salto de sapo”) é um integrador numérico de segunda
ordem muito utilizado para simular sistemas oscilatérios, como o sistema massa-mola, princi-
palmente quando se deseja preservar a energia ao longo do tempo. Sua principal caracteristica
é que as atualizagoes das variaveis de posicao e velocidade ocorrem em instantes de tempo in-
tercalados (desfasados em meio passo de tempo), o que confere estabilidade e boa conservagao
de energia para sistemas hamiltonianos. Para o sistema massa-mola sem atrito, a aceleracao
é dada por:

a(t) = % = —w?z(t)

O algoritmo discreto segue os seguintes passos:

At
Upyl =Un+ 5 n (meio passo da velocidade)

Tpy1 = Tp + At Upyd (passo completo da posigao)

Uny1 = —w’T,y1  (nova aceleracio)

At

Unt1 = Upy1 + 5 Ot (completa a velocidade)

Como aplicar no problema massa-mola:

Comece com os valores iniciais g e vy, e calcule a aceleracao inicial ag = —w?z;
Faga um meio passo de velocidade: vy, = vy + %ao;

Atualize a posicao: x1 = g + At - vy ;

Calcule a nova aceleracao: a; = —w?z1;

Complete o passo da velocidade: vy = vy/5 + %al;

Repita o processo usando x1, vy, a; para o proximo passo.

ISEERSANE ol

Observacao: Como as velocidades e posicoes estao defasadas no tempo, pode ser conveniente
manter uma varidvel auxiliar para a velocidade em ”meio passo”, v,41/2, que serd atualizada
diretamente a cada passo do algoritmo. Este método é bastante eficiente e robusto para longas
integracoes de sistemas oscilatérios, com excelente conservacao da energia, o que o torna ideal
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para simulacgoes fisicas realistas.

Coédigo em C: Massa-Mola com Leap-Frog

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 1000
#define DT 0.01
#define OMEGA 1.0

int main() {

double x = 1.0;
double v = 0.0;
double a = -0OMEGA * OMEGA * x;

// Primeiro passo: meio passo de velocidade
double v_half = v + 0.5 x DT * a;

FILE *f = fopen("massa_mola_leapfrog.dat", "w");
for (int i = 0; i < Nj; i++) {
double t = i * DT;
fprintf (£, "%f %f %f\n", t, x, v_half - 0.5 * DT * a);

// Atualiza posig8o
x += DT * v_half;

// Calcula nova acelerag&o
a = -OMEGA * OMEGA * x;

// Atualiza velocidade no préximo meio passo
v_half += 0.5 * DT * a;
¥

fclose(f);
return 0;

16 Resolucao de Equacoes Diferenciais Estocasticas: Método
de Euler-Maruyama

Equacoes diferenciais estocasticas (EDEs) descrevem a evolucao de sistemas que sofrem flu-
tuagoes aleatérias no tempo, frequentemente associadas a ruidos térmicos, ambientais ou
quanticos. Uma EDE tipica possui a forma:

Y Ft) + 0(y0) €0

onde:
e f(y,t) é o termo deterministico (como em uma EDO comum);
e ¢(y,t) modula a intensidade do ruido;
e {(t) é um processo estocastico (geralmente ruido branco gaussiano).
Como essas equagoes envolvem varidveis aleatdrias, a solucao exata é frequentemente im-

possivel. Utilizamos entao métodos numéricos como o Euler-Maruyama, uma extensao do
método de Euler explicito para o caso estocastico.
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Método de Euler-Maruyama

O método de Euler-Maruyama aproxima a solugao da EDE de forma discreta, incorporando
o ruido em cada passo de tempo:

Yn+1 = Yn + f(yn7tn) At + g(ymtn) ' AVVn
onde AW,, é uma varidvel aleatéria com distribui¢ao normal:

AW, = VAt-N(0,1)

Esse termo simula a integral estocdstica (movimento browniano) entre os tempos ¢,, € t,1.

Aplicagcao: Equagao de Langevin com Ruido Térmico

A equacao de Langevin descreve o movimento de uma particula sujeita a uma forga de atrito
e a flutuagdes térmicas. A forma simplificada (com ruido aditivo) é:

===t + —¢()

onde:
e 7 é o coeficiente de atrito viscoso;
e m é a massa da particula;

e {(t) é o ruido branco gaussiano, modelando colisdes aleatérias com moléculas do meio.

Discretizagao via Euler-Maruyama

Para implementar essa equacao numericamente, usamos:

& = \/2vkgT /At - N(0,1)
1
Unt1 :vn—lvn-At—i——-S”-At
m m

Tyl = Tp + Upyq - At

ou, de forma equivalente, considerando a integral estocastica explicitamente:

1
Un+1 = Up — lvn - At + — Q’YkBTAt M
m m

Tp+l = Tn + Upgq - At

onde 7, ~ N(0,1) é uma varidvel aleatéria gerada a cada passo.
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Observagoes importantes

e As equagOes estocdsticas nao possuem uma Unica solugao, mas sim uma distribuicao de
solugoes. Portanto, é comum simular varias trajetorias e calcular médias estatisticas.

e O passo de tempo At deve ser suficientemente pequeno para capturar corretamente as
escalas do ruido.

e O termo VAt -1, garante que o ruido tem variancia proporcional a At, como esperado
para um processo de Wiener (movimento browniano).

Meédia quadratica do deslocamento

Um observavel relevante no estudo de difusao estocéstica é o deslocamento quadratico médio:

onde R é o nimero de trajetérias simuladas, e x,.(t) é a posi¢ao da particula na trajetéria r no
instante t. Esse valor cresce linearmente com o tempo para o movimento browniano, refletindo
difusao normal. Esse comportamento foi previsto por Albert Einstein em seu trabalho seminal
de 1905 sobre o movimento browniano, onde ele relacionou o deslocamento quadratico médio
ao coeficiente de difusdo. Sua andlise tedrica confirmou que (z%(t)) o< ¢t para particulas em
suspensao, validando a natureza estatistica do movimento microscépico. Esse resultado foi
fundamental para a consolidacao da teoria cinética dos fluidos.

Cdédigo em C: Langevin via Euler-Maruyama

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

#define N 10000 // ntimero de passos de tempo
#define DT 0.01 // passo de tempo

#define GAMMA 1.0 // coeficiente de atrito
#define KB 1.0 // constante de Boltzmann
#define T 1.0 // temperatura

#define M 1.0 // massa

#define R 1000 // nuimero de trajetérias

// Fung8o que gera numeros aleatérios gaussianos (Box-Muller)
double gaussrand() {

static int pronto = O;

static double u, v;

if (pronto) {
pronto = 0;
return sqrt(u) * sin(v);

}

pronto = 1;

u = rand() / ((double) RAND_MAX);

if (u < 1e-100) u = 1e-100; // evita log(0)

u = -2.0 * log(w;

v = (rand() / ((double) RAND_MAX)) * 2.0 * M_PI;
return sqrt(u) * cos(v);

}

int main() {
srand(time(NULL)); // inicializa gerador de numeros aleatérios

double x[N] = {0}; // acumulador para <x~2(t)>
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for (int r

=0; r <R; r++) {
double v =

0.0, xloc = 0.0;

for (int i = 0; i < N; i++) {
double eta = gaussrand(); // ruido gaussiano
double dW = sqrt(2.0 * GAMMA * KB * T * DT) * eta;

// Atualiza velocidade e posig&o
v += -GAMMA * v / M * DT + dw / M;
xloc += v * DT;

// Acumula x2 para média
x[i] += xloc * xloc;

}

// Escreve <x"2(t)> no arquivo

FILE *f = fopen("langevin_euler.dat",

for (int i = 0; i < N; i++) {
fprintf (£, "%f %f\n", i * DT, x[i] / R);

"W") .
H

}
fclose(f);

return 0O;

17 Integracao Numérica via Monte Carlo

O método de Monte Carlo é uma técnica estocastica de integracao numérica baseada em
amostragem aleatéria. Em vez de usar somatodrios deterministicos como nos métodos de
trapézio ou Simpson, o método Monte Carlo estima a integral a partir da média estatistica de
uma funcgao avaliada em pontos escolhidos aleatoriamente dentro do dominio de integragao.

Formulacao Geral

Se quisermos calcular a integral definida de uma fungao f(z) no intervalo [a, b]:

I:/abf(x)dx

geramos NN pontos aleatérios z; € [a,b] com distribui¢ao uniforme e estimamos a integral
como:

T
I~((b—-a) — flx;
(b-a) D (o)
=1
O erro tipico dessa aproximacao diminui como ~ \/1_N’ o que é mais lento do que os métodos
deterministicos de ordem elevada, mas o método é muito poderoso em altas dimensoes e para
dominios complexos.

Exemplo: Estimativa de 7 usando Monte Carlo

Considere um quadrado de lado L = 1 e um quarto de circulo de raio R = 1 inscrito nele, no
primeiro quadrante. A razao entre a area do quarto de circulo e a area do quadrado é:
TR*/4
R4
Se sorteamos pontos (z,y) aleatérios com z,y € [0,1], a fracdo deles que cai dentro do
circulo satisfaz 2% + y? < 1. Assim, podemos estimar:



17. INTEGRACAO NUMERICA VIA MONTE CARLO 33

nimero de pontos dentro do circulo
N

VI

Cddigo em C: Estimativa de m com Monte Carlo

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

#define N 1000000 // nimero de pontos
int main() {
int dentro = 0;
double x, y;
srand(time(NULL)); // inicializa o gerador de numeros aleatérios
for (int i = 0; i < N; i++) {

x = (double) rand() / RAND_MAX; // x em [0,1]
y = (double) rand() / RAND_MAX; // y em [0,1]

if (x*x + yxy <= 1.0) {
dentro++;
}
}
double pi_est = 4.0 * dentro / N;

printf ("Estimativa de pi = %.6f\n", pi_est);
return O;

Aplicacoes e Observacoes

e O método Monte Carlo é especialmente 1til em altas dimensoes, onde métodos deter-
ministicos tornam-se invidveis (problema da maldigdo da dimensionalidade).

e Pode ser usado para estimar volumes, integrais multiplas, valores esperados de distri-
buicoes, e problemas de fisica estatistica e mecanica quantica.

e A convergéncia é lenta (~ 1/v/N), mas pode ser melhorada com técnicas como impor-
tance sampling, stratified sampling, ou Markov Chain Monte Carlo (MCMC).

17.1 Exemplo Simples de Integracao Monte Carlo em Alta Di-
mensao

Considere a integral da funcao

d
fx)=exp | =Y af
=1

no hiper-cubo unitario [0,1]¢, para uma dimensdo d arbitrariamente alta. Esta é uma
funcao multidimensional suave, cuja integral é dada por:

1 1
]d — J/P . ..d/n e__E:izlx? daﬁ_...(ixd
0 0

Calculé-la analiticamente para dimensoes grandes pode ser dificil, mas o método Monte Carlo
permite estimar esse valor amostrando pontos aleatérios no hiper-cubo e calculando a média
das avaliagoes de f(x).
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Estimativa via Monte Carlo Geramos N pontos x\9) = (xgj ),

[0, 1]¢, e estimamos

., z%) uniformemente em

Note que o volume do dominio é 1, entao nao multiplicamos por nenhum fator adicional.

Comentario sobre a convergéncia Para alta dimensao, métodos deterministicos como
quadratura se tornam impraticaveis devido ao niimero exponencialmente crescente de pontos
necessarios. Ja o erro do método Monte Carlo depende apenas de N, independentemente da
dimensao d, tornando-o mais eficiente para altas dimensoes.

Cédigo em C: Integracao Monte Carlo em dimensao d

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

#define N 1000000 // nimero de pontos Monte Carlo
#define D 10 // dimensdo do integral

int main() {
double soma = 0.0;
double x;
srand (time (NULL)) ;

for (int i = 0; i < N; i++) {

double prod = 0.0;

// gera vetor d-dimensional e calcula soma dos quadrados

for (int j = 0; j < D; j++) {
x = (double) rand() / RAND_MAX; // amostra uniforme em [0,1]
prod += x*x;

}

soma += exp(-prod);

}
double integral = soma / N;

printf ("Estimativa da integral em %d dimensoes = %.6f\n", D, integral);
return 0;

A estimativa da integral em 10 dimensoes foi de 0.053945. Note que aumentando N a es-
timativa fica mais precisa, e o método permanece computacionalmente viavel mesmo para
d > 10. Este exemplo simples ilustra como o método Monte Carlo pode ser aplicado em
integrais multidimensionais complexas onde métodos tradicionais se tornam inviaveis.

18 Transformada Discreta de Fourier (DFT)

A Transformada Discreta de Fourier (DFT) é uma ferramenta fundamental para analisar a
composicao em frequéncias de um sinal discreto, real ou complexo. Para um conjunto de
N pontos reais x,, a DFT transforma os dados do dominio do tempo para o dominio da
frequeéncia:

N-1
Xp= ap e N p=01,... N-1 (4)
n=0
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onde X} sao os coeficientes complexos que indicam a amplitude e fase das componentes de
frequéncia. No caso de dados reais, a DFT apresenta simetria conjugada, o que pode ser
explorado para otimizacao, mas aqui consideraremos a forma direta para maior clareza.

Codigo em C: Calculo direto da DFT para dados reais

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <complex.h>

#define N 256
#define PI 3.14159265358979323846

int main() {
double x[N];
double complex X[N];
int n, k;

// Sinal de entrada: seno simples
for (n = 0; n < N; n++) {

x[n] = sin(2.0 * PI * 5 % n / N);
}

// Calcula DFT usando complexos
for (k = 0; k < N; k++) {
X[k] = 0.0 + 0.0%I;
for (n = 0; n < N; n++) {
double angle = 2.0 * PI * k * n / N;
X[k] += x[n] * cexp(-I * angle);

}

// Salva médulo e indice
FILE *f = fopen("dft_complex.dat", "w");
for (k = 0; k < N; k++) {
double magnitude = cabs(X[k]);
fprintf(f, "%d %f\n", k, magnitude);
¥
fclose(f);

return 0;

19 Solucao Numérica de Sistemas Lineares

Sistemas de equacoes lineares da forma

Ax=Db

sao fundamentais em diversas areas da fisica computacional. Aqui, A é uma matriz quadrada
N x N, x é o vetor incognita e b é o vetor de termos constantes. Para resolver numericamente
esse sistema, um método direto simples e eficiente é a eliminagao de Gauss. A eliminacao
de Gauss consiste em transformar a matriz A em uma matriz triangular superior por operacoes
elementares, seguida de uma substituicao regressiva para obter x. Embora existam métodos
mais avancados, essa abordagem é didatica e eficaz para matrizes de tamanho moderado.

Algoritmo da Eliminacao de Gauss

Dado um sistema linear Ax = b, com A € R¥*Y  queremos resolver esse sistema transformando-
o0 em um sistema equivalente triangular superior. A seguir, descrevemos o algoritmo basico
(sem pivotamento):
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1. Para k =0 até N — 2 (varre as colunas):

(a) Para cada linhai=Fk+1 até N — 1:

A
Agk
ii. Atualize a linha ¢ da matriz A: A;; <= A;; — mipAg;, para j=Fkaté N —1

i. Calcule o multiplicador: m;, =

ili. Atualize o vetor b: b; < b; — m;ibs

2. Apéds a matriz ter sido transformada em triangular superior, faca substituicao regres-
siva para obter xn,Tn_1,...,271:

(a) Parai =N — 1 até 0 (de trés para frente):

1 N-1
T = A bi — Z Aij;

j=i+1

Codigo em C: Eliminacao de Gauss para sistema 3 x 3
#include <stdio.h>

int main() {
int N = 3;
double A[3][3] = {
{2, -1, 1},
{3, 3, 9},
{3, 3, 5}
};
double b[3] = {8, 0, -6};
double x[3];
int i, j, k;

// Eliminag&o de Gauss
for (k = 0; k < N-1; k++) {
for (i = k+1; i < N; i++) {
double fator = A[il[k] / A[k][k];
for (j =k; j < N; j++) {
A[i1[j] -= fator * A[x][jl;

}
b[i] -= fator * b[k];

}

// Substituig8o regressiva
for (i = N-1; i >= 0; i-—-) {
double soma = 0.0;
for (j = i+l; j < N3 j++) {
soma += A[i][j] * x[j];
}
x[i] = (b[i] - soma) / A[i][il;
}

// Imprime solug&o
printf ("Solug&o:\n");
for (i = 0; i < N; i++) {
printf ("x[/%d] = %f\n", i, x[il);
}

return 0;

19.1 Solucao Numeérica de Sistemas Lineares Tridiagonais

Sistemas lineares tridiagonais possuem matrizes A com elementos diferentes de zero apenas
na diagonal principal e nas diagonais imediatamente acima e abaixo dela:
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bl C1 0 0
(05} bQ Co 0

A= 0 as b3 C3
0 0 ay b4
Um exemplo de sistema tridiagonal é:
41 0 0f |z 15
1 41 0| 22| |15
0 1 4 1| |x3] |15
00 1 3| |24 10

Esse sistema pode ser resolvido por métodos genéricos como a eliminacao de Gauss, ou de
forma mais eficiente pelo método de Thomas, que aproveita a estrutura tridiagonal para
reduzir o custo computacional para O(N).

Cddigo em C: Eliminagao de Gauss para sistema 4 x 4

#include <stdio.h>

int main() {

int N = 4;

double A[4]1[4] = {
{4, 1, 0, 0},
{1, 4, 1, 0},
{0, 1, 4, 1},
{0, o0, 1, 3}

};

double b[4] = {15, 15, 15, 10};
double x[4];
int i, j, k;

// Eliminag&o de Gauss
for (k = 0; k < N-1; k++) {
for (i = k+1; i < N; i++) {
double fator = A[i][k] / A[k][k];
for (j = k; j < N; j++) {
A[i1[3] -= fator * A[kI[j];

}
bl[i] -= fator * b[k];

}

// Substituig8o regressiva
for (i = N-1; i >= 0; i--) {
double soma = 0.0;
for (j = i+1l; j < N3 j++) {
soma += A[il[j] * x[jl;
}
x[i] = (b[i] - soma) / A[il[il;
}

// Imprime solugio
printf ("Solugdo (Eliminag8o de Gauss):\n");
for (i = 0; i < N; i++) {
printf ("x[%d] = %f\n", i, x[il);
}

return 0;

Coédigo em C: Método de Thomas para sistema tridiagonal

O método de Thomas é uma versao simplificada da eliminacao de Gauss, desenvolvida espe-
cificamente para sistemas lineares com matrizes tridiagonais da forma:
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a;r;—1 + blfﬁl + CiTit1 = di, para 1= 1, 2, Ce ,N

com a; =0 e cy = 0. O algoritmo possui duas fases:

e Eliminacao direta (forward sweep): modifica os coeficientes b; e d; para eliminar os
termos a;, transformando o sistema em triangular superior.

e Substituicao regressiva (back substitution): resolve o sistema triangular resultante, comegando

de zn até x;.

Esse método tem complexidade linear O(N), sendo extremamente eficiente e estdvel para
matrizes tridiagonais diagonais dominantes.

#include <stdio.h>

int main() {
int N = 4;
double al4] {0, 1, 1, 1}; // subdiagonal (a_1 n&o usada)
double b[4] {4, 4, 4, 3}; // diagonal principal
double c[4] = {1, 1, 1, 0}; // superdiagonal (c_4 n&o usada)
double d[4] = {15, 15, 15, 10};
double c_prime[4], d_prime[4];
double x[4];
int i;

// Forward sweep
c_prime[0] = c[0] / b[0];
d_prime[0] = d[0] / b[0];

for (i = 1; i < N; i++) {
double m = b[i] - al[i] * c_prime[i-1];
c_prime[i] = (i < N-1) ? c[i]l] / m : O;
d_prime[i] = (d[i] - ali] * d_prime[i-1]) / m;
¥

// Back substitution
x[N-1] = d_prime[N-1];
for (i = N-2; i >=0; i—-) {
x[i] = d_prime[i] - c_prime[i] * x[i+1];

}

// Imprime solugéo
printf("Solugido (Método de Thomas):\n");
for (i = 0; i < N; i++) {
printf ("x[%d] = %f\n", i, x[il);
}

return 0O;

20 Meétodo da Bissecao

O método da bissecao é uma técnica numérica simples e confidvel para encontrar uma raiz
real de uma equacao do tipo f(z) = 0, desde que a func¢ao f seja continua e mude de sinal em
um intervalo [a, b], ou seja:

fla)- f(b) <0 (5)
Baseado no Teorema do Valor Intermediario, o método consiste em dividir o intervalo ao meio
repetidamente até que a raiz seja localizada com a precisao desejada. A cada passo, o ponto

médio ¢ = CLT“’ é calculado e substitui a ou b, dependendo do sinal de f(c¢). O processo é
repetido até que o tamanho do intervalo seja menor que uma tolerancia e.
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Equacoes do Método

a+b
2
Se f(¢) = 0 = Raiz encontrada

Se f(a)- f(c)<0=b=c
Se f(¢)- f(b)<0=a=c

C =

A convergéncia é garantida para fungdes continuas, mas o método é relativamente lento (con-
vergéncia linear).

Aplicagao: Raiz de um Polinémio de 4° grau

Considere o polinomio:

f(z) =a* — 32° — 72 + 270 — 18 (6)

Para aplicar o método da bisse¢ao, devemos primeiro encontrar um intervalo [a,b] tal que
f(a)- f(b) < 0. Apds testes, nota-se que o intervalo [0, 1] satisfaz essa condigao.

Cédigo em C: Bissec¢ao para Polinémio de 42 grau

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define EPSILON 1le-6
#define MAX_IT 100

// Fung8o polinomial f(x) = x"4 - 3x"3 - 7x"2 + 27x - 18
double f(double x) {
return X*x*x*kx — 3%xX*x*x — 7*x*x + 27*x - 18;

}

int main() {
double a = 0.0, b = 1.0, c;
int iter = 0O;

if (f(a) * £(b) >= 0) {
printf("Escolha de intervalo invalida: f(a) * f(b) >= 0\n");
return 1;

}

FILE *fp = fopen("bissecao.dat", "w");

while ((b - a) > EPSILON && iter < MAX_IT) {
c=(a+b)/ 2.0
fprintf (fp, "%d %.10f %.10f\n", iter, c, £(c));

if (fabs(f(c)) < EPSILON)
break;

if (£(a) * £(c) < 0)

b = c;
else
a = c;
iter++;
}
fclose(fp);

printf("Raiz aproximada: %.10f\n", c);
printf("f(c) = %.10e\n", £(c));
return O;
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O programa armazena os valores de cada iteracao em um arquivo bissecao.dat, permitindo
analise posterior. O resultado final é uma aproximagcao da raiz no intervalo dado, com precisao
controlada por EPSILON.

21  Autovalor e Autovetor : Combinacao dos Métodos
de Bissecao e Thomas

Nesta secao, aplicaremos dois métodos numéricos em sequéncia para determinar um autovalor
e o autovetor correspondente de uma matriz tridiagonal simétrica H, que, em contextos de
mecanica quantica, esta associada ao Modelo de Anderson unidimensional. A matriz conside-
rada é:

05 -1 0 0
-1 —-12 -1 0
0o -1 07 -1
0 0 -1 -03

H =

O problema de autovalores consiste em resolver:

Hi=X = (H-M)i=0

A estratégia usada serd:

1. Usar o método da bissegao para encontrar um valor de A tal que det(H — A\I) = 0, ou
seja, um autovalor.

2. Usar o método de Thomas para resolver o sistema linear (H — \I)v = 0, encontrando
o autovetor correspondente.

Como o sistema é homogéneo, fixamos arbitrariamente vy = 1 para evitar a solucao trivial.

Coddigo em C: Bissecao + Thomas

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 4
#define EPSILON 1le-6
#define A -1.0 // sub/super diagonal constante

// Fung8o para calcular o determinante tridiagonal de (H - lambda I)
double det(double lambda) {

double d[N] = {0.5, -1.2, 0.7, -0.3};

double b[N];

// Construg@o da diagonal modificada
for (int i = 0; i < N; i++)
b[i] = d[i] - lambda;

// Eliminag8o para determinante
for (int i = 1; i < N; i++) {
double m = A / b[i-1];
b[i] = b[i] - m * A;
}

return b[N-1];
}

int main() {
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double a = 1.5, b = 2.0, ¢, f_c;
int max_it = 100, iter = 0;

// Bisseg8o para encontrar autovalor

while ((b - a) > EPSILON && iter < max_it) {
c =0.5% (a+Db);
f_c = det(c);

if (det(a) * f_c < 0)

b =c;
else

a = c;
iter++;

}

double lambda = 0.5 * (a + b);
printf ("Autovalor aproximado: %.6f\n", lambda);

// Construgdo do sistema (H - lambda I)
double d[N] = {0.5 - lambda, -1.2 - lambda, 0.7 - lambda, -0.3 - lambda};
double bp[N-1], dp[N-1], rhs[N] = {0};

// Fixamos v[0] = 1 => ajustamos rhs[1] = -A * v[O0]
rhs[1] = -A * 1.0;

// Thomas para resolver sistema 3x3 para v[1], v[2], v[3]
bp[0] = d[1];
dp[0] = rhs[1];

for (int i = 1; i < N-1; i++) {
double m = A / bpli-1];
bp[i] = d[i+1] - m * A;
dpli] = -m * dp[i-1];

}

// Substituig8o regressiva

double vI[N];

v[0] = 1.0;

v[3] dp[2] / bpl2];

v[2] = (dpl[1] - A * v[3]) / bp[1l;
v[1] = (dpl[0] - A * v[2]) / bpl0];

// Normalizagdo do autovetor
double norm = 0.0;
for (int i = 0; i < N; i++)

norm += v[i] * v[il;
norm = sqrt(norm) ;

printf ("Autovetor normalizado:\n");
for (int i = 0; i < N; i++)
printf("v[%d] = %f\n", i, v[i] / norm);

return 0O;

Esse programa retorna um autovalor naproximado A &~ 1.7 encontrado via bissecao e o au-
tovetor associado. O autovetor encontrado via método de Thomas foi normalizado. Ao final
do programa, realizamos uma verificacdo numérica da relacao fundamental Hv' = Av/, compa-
rando o produto da matriz H pelo autovetor normalizado com o resultado da multiplicacao
escalar A\. Pequenas discrepancias sao esperadas devido aos erros numéricos acumulados no
processo de bissecao e na resolucao do sistema via método de Thomas.

22 Autovetor e Autovalor : Método da Poténcia

Vamos apresentar agora o chamado "método da poténcia”’que é um formalismo interessante
para estimar o maior autovalor (em mddulo) e seu autovetor de uma matriz Hermitiana,/-
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Simétrica. Dada uma matriz H € RY*Y simétrica (ou Hermitiana), seja [A;| > [Xg| > -++ >
|An| a ordenacdo por médulo dos autovalores. Para um vetor inicial v(®) com projeccio nao
nula no autovetor dominante uy, a iteracao

(n+1)
(n+1) _ (n) n+1) _ W 7
w Hv"™ v HW(”H) H

converge para u;. O autovalor associado ¢é estimado pelo quociente de Rayleigh

o (V(”))Tv(")
|)\(n) — )\(n—l)’
[A)]

= (v"THv™  (com [|[v™| = 1).

Critério de parada. Pare quando < 7 ou quando ||[v® — v )| < 7.

Algoritmo (passo a passo)

1. Escolha v(¥) # 0 e normalize.

2. Paran=20,1,2,...:

Normalize: v("1) = w1 /||w+1)]|,
Estime \("*1) = (vn+ )T [ y(n+1)

Teste o critério de parada.

Exemplo de uma matriz simétrica 3x3

Considere
21 0
Hy=11 3 1
01 2
Seus autovalores sao {1,2,4}, logo o maior é A\p. = 4. Vamos aplicar o método com v(®) =
71 1,~1)T.
Iteracao 1.
1.73205081
wl) = Hyv® = [ 288675135 |, [[wV|| ~ 3.78593890.
1.73205081
W 0.45749571
v = oy = | 0.76249285 | A = (v v~ 3.97674419.
Wl 0.45749571
Iteracao 2.
1.67748427
w® = Hyv) = [3.20246998 | , ||w?| ~ 3.98543861.
1.67748427
) 0.42090330
w®
2 — @ = | 0-80354267 |, A2~ 3.99853587.
[Fw i 0.42090330

Apés poucas iteracdes A™ — 4 e v(™ se aproxima do autovetor dominante (proporcional a
(1, 2, 1)T normalizado).
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#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 3 // tamanho da matriz
#define MAX_IT 1000 // maximo de iteragdes
#define TOL 1e-10 // tolerdncia para convergéncia

// Multiplica matriz A (NxN) por vetor v (N) -> resultado w (N)
void matvec(double A[N][N], double v[N], double w[N]) {
for (int i=0; i<N; i++) {
w[i] = 0.0;
for (int j=0; j<N; j++) {
wlil += A[i1[j1*v[jl;
}

}

// Norma Euclidiana de vetor

double norm(double v[N]) {
double s = 0.0;
for (int i=0; i<N; i++) s += v[il*v[i];
return sqrt(s);

}

// Normaliza vetor v
void normalize(double v[N]) {
double n = norm(v);
for (int i=0; i<N; i++) v[i] /= n;

}

// Produto interno

double dot(double u[N], double v[N]) {
double s = 0.0;
for (int i=0; i<N; i++) s += ul[il*v[il;
return s;

int main() {
// Matriz simétrica 3x3 do exemplo
double HIN][N] = {

{2, 1, 0%},
{1, 3, 1},
{0, 1, 2}

};

// Vetor inicial normalizado
double v[N] = {1.0, 1.0, 1.0};
normalize(v);

double w[N], lambda_old = 0.0, lambda = 0.0;

for (int it = 0; it < MAX_IT; it++) {
// w=Hv
matvec(H, v, w);
// Rayleigh quotient: lambda \approx v°T H v
lambda = dot(v, w);
// Normaliza para préxima iterag8o
normalize (w);
for (int i=0; i<N; i++) v[il = w[il;

if (fabs(lambda - lambda_old) < TOL) break;
lambda_old = lambda;
}

printf ("Autovalor dominante \approx %.10f\n", lambda);
printf ("Autovetor correspondente \approx (");

for (int i=0; i<N; i++) printf(" %.10f", v[il);
printf(" )\n");

// Teste Hv \approx \lambda v
double Hv[N];

matvec(H, v, Hv);

printf ("\nTeste Hv e \lambda v:\n");
for (int i=0; i<N; i++) {

printf ("Hv[%d]=%.10f \lambda v[%d]=%.10f\n", i, Hv[il, i,

}

lambdax*v[i]);

43
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return 0;

}

Esse cédigo anterior implementa o método da poténcia para encontrar o maior autovalor e o
autovetor correspondente de uma matriz simétrica 3 x 3. Primeiro, ele define func¢oes auxiliares
para multiplicar matriz por vetor, calcular a norma euclidiana, normalizar vetores e computar
o produto interno. A matriz H usada é a do exemplo dado, e o vetor inicial é escolhido como
(1,1,1), que é normalizado antes do inicio das itera¢oes. Em cada passo, o programa calcula o
novo vetor w = Hv, atualiza a estimativa do autovalor pelo quociente de Rayleigh \ ~ vT Hv,
e normaliza o resultado para continuar o processo. O loop continua até que a diferenca entre
valores consecutivos de A seja menor que a tolerancia pré-definida. Ao final, o c6digo imprime
o autovalor dominante encontrado e o autovetor correspondente. Além disso, ele realiza um
teste direto, mostrando os componentes de Hv e Av, para verificar numericamente que o vetor
obtido é realmente um autovetor associado ao autovalor calculado. Dessa forma, o programa
confirma a convergéncia e a consisténcia do método.

Exemplo de uma matriz simétrica 4x4

Considere

H, =

S O =N
—_-— O = W =
_—w = O
N = OO

Os autovalores sao {1, 1.5858..., 3, 4.4142. ..
$(1,1,1, )7
Iteracao 1.

, portanto Amax ~ 4.41421356. Com v =

1.5
w) = B, v = 3? L lw® ~ 4.12310563.

1.5

0.36380344

S _ | 060633906
0.60633906 | °
0.36380344

2D~ 4.35294118.

Iteracao 2.

1.33394594
2.78915969
2.78915969 |’
1.33394594

w® = H,v() = |w®|| ~ 4.37237316.

0.30508511

L@ _ | 0-63790523
0.63790523 | °
0.30508511

AP~ 4.40615385.

Novamente observa-se a rapida convergéncia para Apa, ~ 4.4142.
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#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 4
#define MAX_IT 1000
#define TOL 1le-12

// Multiplica matriz A (NxN) por vetor v (N) -> w
void matvec(double A[N][N], double v[N], double w[N]) {
for (int i=0; i<N; i++) {
w[i] = 0.0;
for (int j=0; j<N; j++) {
wlil += A[i1[j1*v[jl;
}

}

// Norma Euclidiana

double norm(double v[N]) {
double s = 0.0;
for (int i=0; i<N; i++) s += v[il*v[i];
return sqrt(s);

}

// Normaliza vetor
void normalize(double v[N]) {
double n = norm(v);
for (int i=0; i<N; i++) v[i] /= n;

}

// Produto interno

double dot(double u[N], double v[N]) {
double s = 0.0;
for (int i=0; i<N; i++) s += ul[il*v[il;
return s;

int main() {
// Matriz simétrica 4x4 do exemplo
double H[N][N] = {
{2,1,0,0},
{1,3,1,0},
{0,1,3,1%},
{0,0,1,2}
};

// Vetor inicial normalizado: (1,1,1,1)°T / 2
double v[N] = {0.5, 0.5, 0.5, 0.5};
normalize(v);

double w[N], lambda=0.0, lambda_o0ld=0.0;

for (int it=0; it<MAX_IT; it++) {
// w=HvV
matvec(H,v,w);

// Aproximag&o do autovalor
lambda = dot(v,w);

// Normaliza
normalize(w) ;
for (int i=0; i<N; i++) v[i] = w[il;

if (fabs(lambda - lambda_old) < TOL) break;
lambda_old = lambda;
¥

printf ("Autovalor dominante \approx %.10f\n", lambda);
printf ("Autovetor correspondente \approx (");

for (int i=0; i<N; i++) printf(" %.10f", v[i]);
printf (" )\n");

// Teste Hv \approx \lambda v
double Hv[N];

matvec(H, v, Hv);

printf("\nTeste Hv e \lambda v:\n");

45
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for (int i=0; i<N; i++) {
printf ("Hv[%d] = %.10f \lambda v[%d] = %.10f\n",
i, Hv[i], i, lambdaxv[i]);

return 0;

Esse cédigo aplica o método da poténcia a uma matriz simétrica 4 x4 com estrutura tridiagonal
simétrica. Ele comeca implementando funcoes auxiliares: multiplicacao matriz—vetor, calculo
da norma euclidiana, normalizagao de vetores e produto interno. A matriz escolhida é simples,
representando um sistema de acoplamentos locais entre vizinhos préximos, e o vetor inicial
é (1,1,1,1)T, normalizado antes do inicio do processo iterativo. Em cada iteracao, o cédigo
calcula w = Hw, estima o autovalor dominante pelo quociente de Rayleigh A = vT Hwv, e
normaliza o vetor resultante para gerar a proxima aproximacao do autovetor. A convergéncia
é controlada pela diferenca entre valores consecutivos de A, interrompendo o processo quando
a tolerancia é satisfeita. Ao final, o programa imprime o autovalor dominante aproximado e o
autovetor correspondente, mostrando explicitamente sua convergencia. Como verificacao, ele
compara os resultados de Hv com A\v, demonstrando numericamente a consisténcia da solugao.

22.1 Método da poténcia inversa com deslocamento para matriz
simétrica 4x4

O método da poténcia inversa com deslocamento ¢ utilizado para encontrar o autovalor

de uma matriz que esteja proximo de um valor inicial p escolhido como chute. A ideia é

construir a matriz deslocada
Ashifted =H — ,uI7

onde I é a matriz identidade, e entao aplicar a poténcia inversa a Agpifieq. O maior autovalor
da matriz inversa (H — uI)~! corresponde ao autovalor de H mais préximo de p.

No cédigo abaixo, a resolugao do sistema linear (H — ul)w = v é feita usando o método de
eliminacao de Gauss simples, que consiste em:

1. Montar a matriz aumentada [A[b] do sistema Az = b.

2. Transformar a matriz aumentada em uma forma triangular superior (eliminagao para
zerar elementos abaixo do pivd) percorrendo as linhas e usando operagoes lineares.

3. Realizar substituicao regressiva, a partir da ultima linha, para obter as incognitas x;.

O procedimento passo a passo pode ser ilustrado considerando a matriz 4x4 do exemplo:

A—p 1 2 0 1
B 1 3—pn 0 1 |1
H=pl=| o 0 5-p 1 |7 "7 11
0 1 1 2-u 1

1. Montagem da matriz aumentada Primeiro, construimos a matriz aumentada [A|v],
adicionando o vetor v como coluna extra:

4—p 1 2
1 3—pu 0
0 D — 1

(Al =1
0 1 1 2-u

_—_ O
—_
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2. Eliminacao para obter triangular superior Percorremos cada linha para zerar os
elementos abaixo da diagonal:

e Escolhemos o pivo da primeira coluna, a;; =4 — p.

e Para as linhas 2, 3 e 4, subtraimos multiplos da primeira linha de modo a zerar
Q21, 431, 41 -

e Repetimos o mesmo procedimento para os pivos seguintes aso, azz até obter uma
matriz triangular superior, com zeros abaixo da diagonal.

3. Substituicao regressiva Com a matriz triangular superior, resolvemos as incognitas
de baixo para cima:
/ / / / !/ / / / !/ /
_ by by — azyy by — ag3r3 — a1y by — ajpxs — ay325 — a4y

T3 = y T2 = / y L1 =
(99

Ty 7
any

/) /
Qyy ass

Aqui, b} e a;; sao os elementos da matriz triangular superior obtida apds a eliminagao.

Ao final, o vetor w obtido é usado na iteracao do método da poténcia inversa, e normalizado
antes de calcular o autovalor aproximado via quociente de Rayleigh:

wl Hw

A\~
wTw

Este procedimento permite encontrar o autovalor de H mais proximo do chute g, mesmo para
matrizes cheias e nao triangulares.
Segue o codigo completo em C:

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 4
#define MAX_IT 1000
#define TOL 1le-12

// Resolve Ax = b pelo método de Gauss (simples, sem pivoteamento)
void gauss(double A[N][N], double b[N], double x[N]) {
double M[N][N+1];
for(int i=0;i<N;i++){
for(int j=0;j<N;j++) M[i]l[jI1=A[il[j];
M[i] [N]=b[i];
}
for(int k=0;k<N;k++){
double pivot=M[k] [k];
for(int j=k;j<=N;j++) M[k][jl/=pivot;
for(int i=k+1;i<N;i++){
double f=M[i] [k];
for(int j=k;j<=N;j++) M[i] [j]-=f*M[k] [j];
}
}
for(int i=N-1;i>=0;i--){
x[i1=M[i] [N];
for(int j=i+1;j<N;j++) x[i]-=M[i][jI1*x[j];

}

// Norma Euclidiana

double norm(double v[N]){
double s=0.0;
for(int i=0;i<N;i++) s+=v[il*v[i];
return sqrt(s);

}

// Normaliza vetor
void normalize(double v[N]){
double n=norm(v);
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for(int i=0;i<N;i++) v[i]/=n;

}

// Produto interno

double dot(double u[N], double v[N]){
double s=0.0;
for(int i=0;i<N;i++) s+=ulil*v[i];
return s;

int main(){
// Matriz simétrica cheia 4x4
double H[N][N] = {
{4,1,2,0},
{1,3,0,13,
{2,0,5,1},
{0,1,1,2}
};

double mu = 6.5; // chute inicial préximo do autovalor desejado
double v[N] = {1,1,1,1};
normalize(v);

double w[N], lambda_0ld=0.0, lambda=0.0;

double I[N]I[N];
for(int i=0;i<N;i++){

for(int j=0;j<N;j++) I[il[j] = (i==j)71.0:0.0;
}

double A_shifted[N][N]; // H - muxI
for(int i=0;i<N;i++){
for(int j=0;j<N;j++){
A_shifted[i] [j] = H[il[j] - mu*I[i][j];
}
}

for(int it=0;it<MAX_IT;it++){
// Resolve (H-mu I) w =v
gauss(A_shifted, v, w);
normalize(w);

// Aproximag&o do autovalor
double Hv[N];
for(int i=0;i<N;i++){
Hv[i]=0.0;
for(int j=0;j<N;j++) Hv[il+=H[i] [j1*w[j]l;
}
lambda = dot (w,Hv)/dot(w,w);

for(int i=0;i<N;i++) v[il=w[il;

if (fabs(lambda - lambda_o0ld)<TOL) break;
lambda_old=lambda;
}

printf ("Autovalor préximo de %.3f \approx %.10f\n", mu, lambda);
printf ("Autovetor correspondente \approx (");

for(int i=0;i<N;i++) printf(" %.10f", v[il);

printf (" )\n");

// Teste Hv \approx \lambda v
double Hv[N];
for(int i=0;i<N;i++){
Hv[i]=0.0;
for(int j=0;j<N;j++) Hv[il+=H[i] [jI1*v[j];
}
printf ("\nTeste Hv e \lambda v:\n");
for(int i=0;i<N;i++){
printf ("Hv[/d] = %.10f \lambda v[%d] = %.10f\n", i, Hv[i], i, lambdax*v[i]);
}

return 0;

}

O cédigo inicializa a matriz H e um vetor inicial v normalizado. O chute inicial 4 é usado para
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construir a matriz deslocada H — pI. Em cada iteracao, o sistema linear é resolvido usando
o método de Gauss simples, obtendo o vetor w que é normalizado. O autovalor aproximado
é calculado pelo quociente de Rayleigh A = % A cada iteracao, v é atualizado com w
até que a diferenca de \ entre iteracoes consecutivas seja menor que a tolerancia. No final, o
c6digo imprime o autovalor aproximado, o autovetor e verifica a relacao Hv ~ \v, garantindo
que o resultado esta correto. Este procedimento permite obter o autovalor de H mais proximo

do chute p, mesmo para matrizes cheias nao triangulares.

23 Autovalor e Autovetor : Método da Poténcia Inversa

com Deslocamento aplicado no Modelo de Anderson
1d

O método da poténcia inversa com deslocamento é uma técnica iterativa muito utilizada
para encontrar autovalores de uma matriz proximos a um valor estimado p. Essa abordagem
é especialmente util quando queremos autovalores internos, isto é, nao necessariamente os
de maior modulo, e pode ser aplicada eficientemente em matrizes tridiagonais, como as que
aparecem no Modelo de Anderson 1D (caso que foi abordado no exemplo anterior).

Principio do Método

RNXN

Dado um operador linear H € , um deslocamento p, e um vetor inicial nao nulo 7y, a

ideia ¢ iterar a seguinte etapa:

(H — pl) Y1 = Tk
ou seja, a cada passo resolvemos um sistema linear e definimos
Yk+1
[y

O vetor I} converge para o autovetor associado ao autovalor mais proximo de p. O autovalor
estimado na iteracao k pode ser calculado pelo quociente de Rayleigh:

Try1 =

e = T Hy,

A convergéncia ocorre quando |A\p — A,_1]| fica abaixo de um critério de tolerancia.

Aplicacao a matriz do Modelo de Anderson

Considere a matriz tridiagonal simétrica:

05 -1 0 0
-1 -12 -1 0
0O -1 07 -1
0 0 -1 -03

H =

Queremos encontrar um autovalor préoximo de g = 1.7 e seu autovetor associado.

Como H — pl é uma matriz tridiagonal, o sistema linear (H — ul )y = & pode ser resolvido
eficientemente pelo método de Thomas.
O cédigo abaixo implementa o método da poténcia inversa com deslocamento, utilizando o
método de Thomas para a resolucao dos sistemas tridiagonais a cada passo:
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#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 4
#define MAX_IT 1000
#define TOL 1le-8

double H[N][N] = {
{0.5, -1.0, 0.0, 0.0},
{-1.0, -1.2, -1.0, 0.0},
{0.0, -1.0, 0.7, -1.0%},
{0.0, 0.0, -1.0, -0.3}
};

// Método de Thomas para resolver sistema tridiagonal
void thomas(int n, double *a, double *b, double *c, double *d, double *x) {
double c_prime[n-1], d_prime[n];
c_prime[0] = c[0]/b[0];
d_prime[0] = d[0]/b[0];
for (int i=1; i<n-1; i++) {
double m = b[i] - a[i-1]*c_prime[i-1];
c_prime[i] = c[il/m;
d_prime[i] = (d[i] - ali-1]*d_prime[i-1])/m;
¥
d_prime[n-1] = (d[n-1] - al[n-2]1*d_prime[n-2])/(b[n-1] - a[n-2]*c_prime[n-2]);
x[n-1] = d_prime[n-1];
for (int i=n-2; i>=0; i--)
x[i] = d_prime[i] - c_prime[il#*x[i+1];

}

// Produto matriz-vetor
void mat_vec(int n, double A[n][n], double *x, double *y) {
for (int i=0; i<n; i++) {
y[i]l = 0.0;
for (int j=0; j<n; j++)
y[il += A[i] [j1*x[j]1;

}

// Norma euclidiana

double norm(int n, double *x) {
double s=0.0;
for (int i=0; i<m; i++) s += x[il*x[i];
return sqrt(s);

}

// Produto interno

double dot(int n, double *x, double *y) {
double s=0.0;
for (int i=0; i<n; i++) s += x[il*y[il;
return s;

}

int main() {
double mu = 1.7;
double a[N-1], b[N], c[N-1];
double x[N], y[NI;
double lambda = 0.0, lambda_old = 0.0;

// Inicializa vetor x com valores n&o nulos
for (int i=0; i<N; i++) x[i] = 1.0;

// Monta tridiagonal A = H - mu I
for (int i=0; i<N; i++) {
bli] = H[i][i] - mu;
if (i>0) ali-1] = H[il[i-1];
if (i<N-1) c[i] = H[i]l[i+1];

for (int iter=0; iter<MAX_IT; iter++) {
// Resolve A y = x
thomas(N, a, b, ¢, x, y);

// Normaliza y
double y_norm = norm(N, y);
for (int i=0; i<N; i++) y[i]l /= y_norm;
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// Calcula autovalor aproximado lambda = x"T H x
double Hx[N];

mat_vec(N, H, y, Hx);

lambda = dot(N, y, Hx);

// Critério de parada
if (fabs(lambda - lambda_old) < TOL)
break;

lambda_old = lambda;

// Atualiza x para préxima iterag&o
for (int i=0; i<N; i++) x[i] = y[il;

}

printf ("Autovalor aproximado perto de %.2f: %.8f\n", mu, lambda);
printf ("Autovetor correspondente (normalizado):\n");
for (int i=0; i<N; i++)

printf("v[%d] = % .8f\n", i, y[il);

return 0;

Observacgoes finais

e O método converge rapidamente para o autovalor e autovetor associados ao valor de
deslocamento .

e O sistema tridiagonal é resolvido eficientemente pelo método de Thomas, reduzindo o
custo computacional.

e A normalizacao do autovetor é feita a cada passo para evitar estouros numéricos.

e O resultado final pode ser verificado conferindo se Hv' ~ \v.

24 Autovalor e Autovetor : método da poténcia inversa
com deslocamento aplicado no Modelo de Anderson
em 2D

O calculo de autovalores e autovetores é uma tarefa central em diversas areas da fisica, espe-
cialmente em sistemas quanticos com muitos graus de liberdade. Quando a matriz associada
ao Hamiltoniano do sistema nao é tridiagonal, como acontece em muitos modelos de rede com
interacoes de vizinhanga, métodos diretos como a diagonalizagao completa podem ser compu-
tacionalmente custosos. Como ja debatemos, o método da poténcia inversa com deslocamento
¢ uma técnica eficiente para encontrar autovalores proximos de um chute inicial j1, mesmo
em matrizes nao tridiagonais ou densas. A ideia principal é transformar o problema Hv = \v
em (H — pI)~™'v = v, de modo que os autovalores préximos a u se tornem dominantes na
iteragao da poténcia.

Como exemplo pratico, utilizamos o modelo de Anderson em 2D, que descreve os estados
eletronicos em uma rede quadrada L x L de sitios; cada sitio, localizado na posigao 7, 7, tem
energia potencial aleatéria (g; ;) e hopping constante t entre vizinhos proximos. A figura
ilustra essa rede de sitios: os circulos representam os sitios e as linhas conectando-os corres-
pondem aos termos de hopping, que descrevem a probabilidade de um elétron se deslocar entre
sitios vizinhos (equivalente ao termo cinético do Hamiltoniano). Este modelo gera uma ma-
triz Hamiltoniana um pouco mais densa e simétrica, perfeita para demonstrar a aplicacao do
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método da poténcia inversa com deslocamento em matrizes nao tridiagonais. O Hamiltoniano
do Modelo de Anderson 2d do sistema é dado por:

Y] (ij,0p)
Como j4 mencionamos anteriormente, cada sitio possui uma energia ¢; ;, distribuida aleatori-
amente, tipicamente no intervalo [—W/2, W /2], representando a desordem local causada por
impurezas ou imperfeicoes na rede cristalina. Alguns regimes especiais podem ser destacados:

e W = 0: cristal perfeito, sem desordem; todas as energias dos sitios sao iguais, e os
estados eletronicos sao estendidos.

e W > t: desordem forte; os elétrons tendem a se localizar nos sitios, caracterizando a
localizacao de Anderson.

e W =~ t: desordem intermedidria; hd competicao entre mobilidade dos elétrons (hopping
t) e desordem local.

Para o proposito deste estudo, nos interessamos principalmente na forma matricial do Hamil-
toniano. Para uma rede L x L, podemos escrever o Hamiltoniano H como uma matriz N x N,
com N = L? em que:

e os elementos diagonais contém as energias aleatérias dos sitios ¢; j,
e 0s elementos fora da diagonal representam o hopping ¢ entre sitios vizinhos imediatos.

A seguir, mostramos uma instancia do Hamiltoniano de Anderson para L = 3:

eq t 0 t 0 0 0 0 0
t e t O t 0 0 0 0
0 ¢t &3 0 0 ¢t 0 0 0
t 0 0 €21 t 0 t 0 0
H = 0 t 0 t €22 t 0 t 0
0 0 t 0 t €23 0 0 t
0 0 0 t 0 0 e, t 0
0 0 0 0 t 0 t €32 t
0 0 0 0 0 t 0 t es4

Esta forma ilustra claramente como os termos de hopping conectam apenas vizinhos imediatos
na rede e como a desordem local é representada na diagonal. Na pratica, o modelo de Anderson
serve como um exemplo didatico para entender efeitos de desordem em sistemas quanticos
discretos, fornecendo uma plataforma para estudar localizacao de estados e transicoes de
fase metal-isolante em redes bidimensionais. A forma matricial apresentada torna possivel
implementar algoritmos numéricos que operam diretamente sobre matrizes densas, mesmo
quando o tamanho do sistema cresce rapidamente com L.

A implementacao em C que apresentaremos utiliza alocagao dinamica de memoria e ponteiros
para lidar com matrizes e vetores de tamanho N variavel.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define MAX_IT 1000
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Figura 1: Diagrama esquematico da geometria bidimensional para o modelo de Anderson, bem como a ordenagao dos orbitais
g g G

|7, 7) utilizados. O Hamiltoniano é escrito em uma rede 3 X 3, onde cada sitio é representado pelos indices i,j. Em cada sitio da

rede temos um orbital atdémico |3, j).

#define TOL 1e-10
#define HOPPING 1

// Aloca matriz NxN dinamicamente
double** alloc_matrix(int N) {
double **mat = (double**) malloc(N * sizeof (doublex*));
for(int i=0;i<N;i++)
mat[i] = (doublex*) malloc(N * sizeof (double));
return mat;

}

// Libera matriz

void free_matrix(double **mat, int N){
for(int i=0;i<N;i++) free(mat[i]);
free(mat);

void gauss(int N, double **A, double *b, double *x){

// cria matriz aumentada Nx(N+1)

double **M = (doublex*) malloc(N * sizeof (doublex));

for(int i=0;i<N;i++){
M[i] = (double*) malloc((N+1)*sizeof (double));
for(int j=0;j<N;j++) M[il[j] = A[i][j];
M[i][N] = b[il;

¥

// eliminag&o
for (int k=0;k<N;k++){
double pivot = M[k] [k];
for(int j=k;j<=N;j++) M[k][j]/=pivot;
for(int i=k+1;i<N;i++){
double f = M[i] [k];
for(int j=k;j<=N;j++) M[i][j] -= £xM[k][j];

}

// substituig8o regressiva
for(int i=N-1;i>=0;i--){

x[i] = M[i][N];

for(int j=i+1;j<N;j++) x[il-= M[i][j1*x[j];
}

for(int i=0;i<N;i++) free(M[il);
free(M);

// Vetor: norma, normalize, dot
double norm(int N, double *v){
double s=0;
for(int i=0;i<N;i++) s+=v[il*v[i];
return sqrt(s);
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}

void normalize(int N, double *v){
double n = norm(N,v);
for(int i=0;i<N;i++) v[il/=n;

}

double dot(int N, double *u, double *v){
double s=0;
for(int i=0;i<N;i++) s+=ulil*v[i];
return s;

}

int main(){
int L;
printf("Digite L (numero de sitios na aresta): ");
scanf ("%d",&L);
int N=LxL;

// Aloca matrizes e vetores dinamicamente
double **H = alloc_matrix(N);

double **I = alloc_matrix(N);

double **A_shifted = alloc_matrix(N);

double *v = (double*) malloc(N*sizeof (double));
double *w = (double*) malloc(N*sizeof (double));
srand (0) ;

double W = 1.0;

// Hamiltoniano de Anderson 2D
for(int i=0;i<N;i++){
for(int j=0;j<N;j++){
H[i][j1=0;
if (i==j) H[il[j] = W*(rand()/(double)RAND_MAX - 0.5);
}
}
for(int x=0;x<L;x++){
for(int y=0;y<L;y++){
int site = xxL + y;
1f (y+1<L){
int right=x*L+(y+1);
Hlsite] [right]=H[right] [site]=HOPPING;

}
if (x+1<L){

int down=(x+1)*L+y;

Hlsite] [down]=H[down] [site]=HOPPING;
}

}

// Inicializa vetores e matrizes auxiliares
for(int i=0;i<N;i++){
v[i]l=1.0;
for(int j=0;j<N;j++){
I[i1[j]1=(i==3)71.0:0.0;
}
}

double mu=0.0;
for(int i=0;i<N;i++){
for(int j=0;j<N;j++)
A_shifted[i]l [j] = H[i][j]-muxI[i][j];
}

normalize(N,v);

double lambda=0, lambda_o0ld=0;

for(int it=0;it<MAX_IT;it++){
gauss(N,A_shifted,v,w);
normalize(N,w) ;

double *Hv = (doublex*) malloc(N*sizeof (double));
for(int i=0;i<N;i++){
Hv[i]=0;
for(int j=0;j<N;j++) Hv[il+=H[i][j1*w[j];
}
lambda = dot(N,w,Hv)/dot(N,w,w);
free(Hv);
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for(int i=0;i<N;i++) v[il=w[i];
if (fabs(lambda-lambda_o0ld)<TOL) break;
lambda_old=lambda;

}

printf ("Autovalor préximo de %.3f \approx %.10f\n", mu, lambda);
printf ("Autovetor correspondente \approx (");

for(int i=0;i<N;i++) printf(" %.10f", v[i]);

printf (" )\n");

// Teste Hv \approx \lambda v
double *Hv = (double*) malloc(N*sizeof (double));
for(int i=0;i<N;i++){
Hv[i]=0;
for(int j=0;j<N;j++) Hv[il+=H[i] [jI1*v[j];
}
printf ("\nTeste Hv e \lambda v:\n");
for(int i=0;i<N;i++)
printf ("Hv[/d]l=%.10f \lambda v[%d]=%.10f\n", i,Hv[i],i,lambda*v[i]);
free(Hv);

// Libera meméria
free_matrix(H,N);
free_matrix(I,N);
free_matrix(A_shifted,N);
free(v); free(w);

return O;

Vamos debater ponto a ponto a implementacao em C do método da poténcia inversa com
deslocamento, aplicada ao Hamiltoniano de Anderson em duas dimensoes. Como ja mencio-
namos diversas vezes, o objetivo é encontrar autovalores e autovetores préoximos de um chute
inicial y# em matrizes nao tridiagonais. O cédigo faz uso de alocagao dinamica de memoria e
ponteiros, permitindo simular redes L x L de tamanho arbitrario.

Para criar matrizes N x N em tempo de execucdo (com N = L?), usamos ponteiros para
ponteiros:

// Aloca matriz NxN dinamicamente
double** alloc_matrix(int N) {
double **mat = (double**) malloc(N * sizeof (doublex*));
for(int i=0;i<N;i++)
mat[i] = (double*) malloc(N * sizeof(double));
return mat;

}

// Libera matriz

void free_matrix(double **mat, int N){
for(int i=0;i<N;i++) free(mat[i]);
free(mat);

Cada linha da matriz é um ponteiro para um vetor de doubles, o que permite criar matrizes
de tamanho variavel. Vetores como v e w também sao alocados dinamicamente:

double *v = (double*) malloc(N*sizeof (double));
double *w = (double*) malloc(N*sizeof (double));

O Hamiltoniano H é composto por dois termos:

e Diagonal: energias aleatérias ¢; ; € [-W/2, W/2] simulando desordem.

e Hopping: conecta cada sitio aos vizinhos imediatos na grade L x L com amplitude
t = HOPPING.
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// Hamiltoniano de Anderson 2D
for(int i=0;i<N;i++){
for(int j=0;j<N;j++){
H[i]1[j1=0;
if (i==j) H[i][j] = Wx(rand()/(double)RAND_MAX - 0.5);
}
}
for(int x=0;x<L;x++){
for(int y=0;y<L;y++){
int site = x*L + y;
if (y+1<L){
int right=x*L+(y+1);
Hlsite] [right]=H[right] [site]=HOPPING;

}
if (x+1<L){

int down=(x+1)*L+y;

H[site] [down]=H[down] [site]=HOPPING;
}

O método da poténcia inversa com deslocamento requer resolver sistemas lineares (H —pul)w =
v a cada iteragao. Para isso, implementamos a eliminagao de Gauss com matrizes aumentadas:

void gauss(int N, double **A, double *b, double *x){
// Matriz aumentada Nx(N+1)
double **M = alloc_matrix(N);
for(int i=0;i<N;i++){
for(int j=0;j<N;j++) M[il[j] = A[i][j];
M[i][N] = b[il;
¥

// Eliminacdo para triangular superior
for(int k=0;k<N;k++){
double pivot = M[k] [k];
for(int j=k;j<=N;j++) M[k][jl/=pivot;
for(int i=k+1;i<N;i++){
double f = M[i] [k];
for(int j=k;j<=N;j++) M[il[j] -= £xM[k][j];

}

// Substituig8o regressiva
for(int i=N-1;i>=0;i--){

x[i] = M[i][N];

for(int j=i+1;j<N;j++) x[i]l-= M[i][jI=*x[j];
}

free_matrix(M,N);

Funcoes auxiliares calculam a norma euclidiana, normalizam vetores e realizam produtos in-
ternos:

double norm(int N, double *v){
double s=0;
for(int i=0;i<N;i++) s+=v[i]l*v[i];
return sqrt(s);

}

void normalize(int N, double *v){
double n = norm(N,v);
for(int i=0;i<N;i++) v[il/=n;

}

double dot(int N, double *u, double *v){
double s=0;
for(int i=0;i<N;i++) s+=uli]l*v[i];
return s;

Lembramos que o procedimento principal consiste em:
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1. Escolher um chute inicial x4 para o autovalor desejado.

2. Inicializar o vetor v com valores nao nulos e normalizar.

wl Hw

3. Iterar: resolver (H — pl)w = v usando Gauss, normalizar w, calcular A = “r=

atualizar v + w.

(S

4. Repetir até que |A — Agq| < TOL.

Apds convergeéncia, o codigo calcula Hv e verifica que Hv ~ Av, garantindo que o autovalor e
autovetor encontrados sao consistentes.

Este codigo ilustra como o método da poténcia inversa com deslocamento pode ser aplicado
a Hamiltonianos de Anderson 2D de forma escalavel. A utilizacao de ponteiros e alocagao
dinamica permite:

e Simular redes L X L de tamanho arbitrario.
e Resolver sistemas lineares grandes sem conhecimento prévio do tamanho.

e Obter autovalores préximos de chutes iniciais, mesmo em matrizes nao tridiagonais.

Essa abordagem combina simplicidade conceitual e flexibilidade computacional, permitindo
aplicar o método da poténcia inversa com deslocamento a Hamiltonianos de Anderson 2D de
tamanho arbitrario. Ela é bastante 1util para estudos exploratérios de desordem quantica e
localizacao eletronica em redes bidimensionais.

Entretanto, existem algumas limitacoes importantes:

e O método é sensivel ao chute inicial u; autovalores muito distantes podem nao convergir.

e Convergéncia pode ser lenta, especialmente em sistemas com espectro denso ou desordem
intermedidria.

e Resolver o sistema linear (H — u)w = v usando eliminacao de Gauss simples néo é efici-
ente para matrizes grandes. Métodos iterativos como GMRES ou LU com pivotamento
seriam mais adequados.

e A memoria necessdria cresce rapidamente com N = L?, limitando o tamanho méaximo
da rede que pode ser simulada em computadores comuns.

e O método obtém apenas um autovalor/autovetor por vez; calcular miltiplos autovalores
préximos requer multiplas execugoes ou variantes mais sofisticadas (como deflation ou
Lanczos).

Apesar dessas limitagoes, a implementagao serve como excelente ferramenta didatica, permi-
tindo visualizar efeitos da desordem e familiarizar-se com técnicas de dlgebra linear aplicadas
a problemas de fisica computacional.
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25 Autovalores e autovetores : Método da poténcia in-
versa com deslocamento otimizado para o calculo de
autovalores e autovetores do Modelo de Anderson
1D com correlacoes gaussianas na desordem

Nesta se¢ao apresentamos uma estratégia pratica para implementar o método da poténcia in-
versa com deslocamento, totalmente adaptada ao Modelo de Anderson unidimensional (matriz
tridiagonal) com desordem correlacionada de forma gaussiana. Em vez de montar explicita-
mente uma matriz quadrada densa, trabalhamos apenas com os termos nao nulos — ou seja,
com os vetores que representam a diagonal principal e as sub-/super-diagonais. Essa abor-
dagem reduz drasticamente o custo de memoria e operacoes, pois todas as multiplicagoes e
resolugoes de sistemas sao realizadas em complexidade O(N) e armazenamento O(N). Utili-
zando o método de Thomas para resolver (H — ul)y = x e operadores produto-matriz-vetor
implementados através dessas trés bandas, evitamos a alocacao e manipulacao de matrizes
N x N. O ganho pratico é significativo: torna-se vidvel estudar sistemas muito maiores (por
exemplo N > 10°) com tempo de execugdao e uso de memdria compativeis com méaquinas
modernas. Além da eficiéncia, essa formulagao minimiza custos de cépia de dados, facilita a
vetorizacao/paralelizacao e preserva a robustez numérica necessdria para a convergéncia da
iteracao inversa. Combinada com a geracao de hopping com correlacao gaussiana, a imple-
mentacao permite investigar de forma escalavel propriedades de localizagao, como a participa-
tion ratio, em regimes de grande tamanho e amostragem estatistica. Apresentarei inicialmente
o codigo completo e, em seguida, discutirei cada uma de suas partes separadamente.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

#define MAX_IT 1000
#define TOL 1le-8
#define PI 3.14159265358979323846

// Gera nimero aleatério entre 0 e 1
double rand01() {

return ((double)rand() ) / ((double)RAND_MAX);
}

// Gera nimero gaussiano ~ N(0,1) usando Box-Muller
double gauss_rand() {

double u = rand01();

double v = rand01();

return sqrt(-2.0 * log(u)) * cos(2.0 * PI * v);
}

// Gera ruido branco gaussiano
void gera_ruido_branco(double *ruido, int N1) {
for (int i = 0; i < N1; i++) {
double u = ((double)rand() + 1.0) / ((double)RAND_MAX + 2.0);
double v = ((double)rand() + 1.0) / ((double)RAND_MAX + 2.0);
ruido[i] = sqrt(-2.0 * log(u)) * cos(2.0 * M_PI * v); // Box-Muller

}

// Convolui vetor com kernel gaussiano para criar correlagdo de longo alcance
void gera_correlacao_gaussiana(double *vetor, int N1, double sigma) {

double *ruido = malloc(N1 * sizeof (double));

gera_ruido_branco(ruido, N1);

double soma, soma_abs, rril;

// Aplica convolug&o

for (int i = 0; i < N1; i++) {
soma = 0.;
for (int j = 0; j < Ni; j++) {
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soma += ruido[j] * exp(-pow((double)(i - j), 2.) / (sigma * sigma));
}

vetor[i] = soma;

soma = 0.;
soma_abs = 0.;
rrl = (double)N1;
for (int i = 0; i < N1; i++) {
soma += vetorl[i];
soma_abs += vetor[i] * vetorl[il;
¥
soma = soma / rri;
soma_abs = soma_abs / rri;

for (int i = 0; i < N1; i++) {
vetor[i] = (vetor[i] - soma) / sqrt(soma_abs - soma * soma);
}
for (int i = 0; i < N1; i++) {
vetor[i] = 0.5 * tanh(vetor[i]) + 1.;
}

free(ruido) ;

}

// Método de Thomas para sistema tridiagonal A*x = d

void thomas(int n, double *a, double *b, double *c, double *d, double *x) {
double *c_prime = malloc((n - 1) * sizeof (double));
double *d_prime = malloc(n * sizeof (double));

c[0] / b[0];
d[o] / blo0];

c_prime[0]
d_prime[0]

for (int i = 1; i < n - 1; i++) {
double m = b[i] - ali - 1] * c_prime[i - 1];
c_prime[i] = c[i] / m;
d_prime[i] = (d[i] - ali - 1] * d_primeli - 1]) / m;
}
d_prime[n - 1] = (d[n - 1] - aln - 2] * d_prime[n - 2]) / (b[n - 1] - aln - 2] * c_prime[n - 2]);

x[n - 1] = d_prime[n - 1];
for (int i = n - 2; i >= 0; i--)
x[i] = d_prime[i] - c_prime[i] * x[i + 1];

free(c_prime) ;
free(d_prime);

}

// Produto matriz-vetor y = H*x, adaptado para matriz tridiagonal
void mat_vec_tridiagonal(int n, double *b_diag, double *a_sub, double *c_sup, double *x, double *y) {
// Primeiro elemento
y[0] = b_diagl[0] * x[0] + c_supl[0] * x[1];
// Elementos do meio
for (int i = 1; i < n - 1; i++) {
y[i] = a_sub[i - 1] * x[i - 1] + b_diag[i]l * x[i] + c_sup[i] * x[i + 1];
}
// Ultimo elemento
y[n - 1] = a_subln - 2] * x[n - 2] + b_diagln - 1] * x[n - 1];
}

// Norma Euclidiana

double norm(int n, double *x) {
double s = 0.0;
for (int i = 0; i < n; i++) s += x[i] * x[i];
return sqrt(s);

}

// Produto interno

double dot(int n, double *x, double *y) {
double s = 0.0;
for (int i = 0; i < n; i++) s += x[i] * y[il;
return s;

}

int main() {
int N, nmed, ym;



double 112, mu, ggil;

double par, parm;

printf("Digite o tamanho do sistema N: ");
scanf ("%d", &N);

printf ("Medias: ");

scanf ("%d", &nmed);

printf("L: ");

scanf ("}1f", &ggl);

printf ("E Alvo: ");

scanf ("%1f", &mu);

// srand(time(NULL)) ;

srand(1);

// Vetores que definem a matriz H (tridiagonal)

double *V = malloc(N * sizeof (double));

double *b_diag = malloc(N * sizeof (double));

double *a_sub = malloc((N - 1) * sizeof(double)); // Subdiagonal
double *c_sup = malloc((N - 1) * sizeof(double)); // Superdiagonal

// Vetores para a Iterag8o Inversa

double *x = malloc(N * sizeof (double));
double *y = malloc(N * sizeof(double));
double *Hx = malloc(N * sizeof(double));

// Vetores para o Thomas Algorithm

double *a_thomas = malloc((N - 1) * sizeof(double));
double *b_thomas = malloc(N * sizeof (double));
double *c_thomas = malloc((N - 1) * sizeof(double));

char filename[50];
snprintf (filename, sizeof(filename), "ParhoppxNesparsaN%dE},.3f_MED%dL%.2f.dat", N, mu, nmed, ggl);
FILE *f = fopen(filename, "w");

parm = 0.;
112 = 0.;
for (ym = 1; ym <= nmed; ym++) {

// Gera os termos de "hopping" correlacionados
gera_correlacao_gaussiana(V, N, ggi);

// Constréi os vetores para a matriz H
for (int i = 0; i < N; i++) {
b_diagl[i]l = 0.0; // Termos na diagonal s&o zero
if (A< N-1) {
a_sub[i] = V[i];
c_suplil = V[il;

}

// Constréi os vetores para a matriz (H - muxI) para o Thomas Algorithm
for (int i = 0; i < N; i++) {
b_thomas[i] = b_diag[i] - mu;
}
for (int i = 0; i < N - 1; i++) {
a_thomas[i] = a_subl[il;
c_thomas[i] = c_supl[il;

}

// Inicializa o vetor de chute para a Iterag8o Inversa
for (int i = 0; i < N; i++) {

x[i] = 1.0;
}

double lambda = 0.0, lambda_old = 0.0;

// Iterag8o inversa
for (int iter = 0; iter < MAX_IT; iter++) {
// resolve (H - muxI) * y = x
thomas (N, a_thomas, b_thomas, c_thomas, x, y);

double y_norm = norm(N, y);
for (int i = 0; i < N; i++) y[i] /= y_norm;

// Calcula Hxy
mat_vec_tridiagonal(N, b_diag, a_sub, c_sup, y, Hx);
lambda = dot(N, y, Hx);
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if (fabs(lambda - lambda_old) < TOL) break;
lambda_old = lambda;

for (int i = 0; i < N; i++) x[i] = y[i];
}

112 += lambda;

par = 0.;

for (int i = 0; i < N; i++) {
par += pow(fabs(y[il), 4.);

}

par = 1. / par;

parm += par;

}

112 /= (double)nmed;
parm /= (double)nmed;

fprintf(f, "%.8f %.8f %.8f\n", (double)N, parm, 112);
fclose(f);

// Liberagdo da memdria

free(V); free(b_diag); free(a_sub); free(c_sup);
free(x); free(y); free(Hx);

free(a_thomas); free(b_thomas); free(c_thomas);

return O;

Vamos agora debater o cédigo em partes:

Geracgao de Ruido Correlacionado

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

#define MAX_IT 1000
#define TOL 1le-8
#define PI 3.14159265358979323846

// Gera nimero aleatério entre O e 1
double rand01() {

return ((double)rand() ) / ((double)RAND_MAX);
}

// Gera numero gaussiano ~ N(0,1) usando Box-Muller
double gauss_rand() {

double u = rand01();

double v = rand01();

return sqrt(-2.0 * log(u)) * cos(2.0 * PI * v);
}

// Gera ruido branco gaussiano
void gera_ruido_branco(double *ruido, int N1) {
for (int i = 0; i < N1; i++) {
double u ((double)rand() + 1.0) / ((double)RAND_MAX + 2.0);
double v = ((double)rand() + 1.0) / ((double)RAND_MAX + 2.0);
ruido[i] = sqrt(-2.0 * log(u)) * cos(2.0 * M_PI * v); // Box-Muller

}

// Convolui vetor com kernel gaussiano para criar correlag@o de longo alcance
void gera_correlacao_gaussiana(double *vetor, int N1, double sigma) {

double *ruido = malloc(N1 * sizeof (double));

gera_ruido_branco(ruido, N1);
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double soma, soma_abs, rri;

// Aplica convolug&o
for (int i = 0; i < N1; i++) {
soma = 0.;
for (int j = 0; j < Ni; j++) {
soma += ruido[j] * exp(-pow((double) (i - j), 2.) / (sigma * sigma));
}

vetor[i] = soma;

soma = 0.;
soma_abs = 0.;
rrl = (double)Ni;
for (int i = 0; i < N1; i++) {
soma += vetorl[il;
soma_abs += vetor[i] * vetor[il;
}
soma = soma / rri;
soma_abs = soma_abs / rri;

for (int i

=0; i < N1; i++) {
vetor[i] =

(vetor[i] - soma) / sqrt(soma_abs - soma * soma);
¥
for (int i = 0; i < N1; i++) {
vetor[i] = 0.5 * tanh(vetor[i]) + 1.;
¥

free(ruido);

A primeira parte do cédigo é responsavel por gerar as desordens que entram no Hamil-
toniano. Inicialmente, é definida uma funcao para produzir ntimeros aleatorios uniformes no
intervalo [0, 1], a partir da qual se constréi um gerador de varidveis gaussianas N (0, 1) pelo
método de Box-Muller. Esse procedimento é implementado nas fungoes rand01 e gauss_rand.
Em seguida, a fungao gera_ruido_branco constréi um vetor de ruido branco gaussiano, isto é,
uma sequencia de nimeros aleatérios independentes e distribuidos normalmente. Para intro-
duzir correlagao espacial de longo alcance, utilizamos a funcao gera_correlacao_gaussiana:
o vetor de ruido branco é convoluido com um nicleo gaussiano exp(—(i — j)?/o?), de forma
que cada valor no sitio ¢ recebe contribuicoes de todos os sitios j, ponderadas pela distancia.
Posteriormente, o vetor resultante é normalizado para ter média nula e variancia unitaria, ga-
rantindo homogeneidade estatistica. Finalmente, aplica-se uma transformacao nao linear do
tipo tanh, deslocada e reescalada, de modo a limitar os valores e gerar uma distribuicao suave
dos elementos de hopping correlacionados. Esse procedimento assegura que o modelo incorpore
desordens com estrutura nao trivial, mais realistas do que o ruido puramente aleatorio.

Solucao de sistemas tridiagonais: implementacao do método de Tho-
mas

A seguir incluimos o trecho do cédigo que implementa o método de Thomas adaptado para
matrizes tridiagonais (usando diagonal e subdiagonais):

// Método de Thomas para sistema tridiagonal A*x = d

void thomas(int n, double *a, double *b, double *c, double *d, double *x) {
double *c_prime = malloc((n - 1) * sizeof (double));
double *d_prime = malloc(n * sizeof (double));

c[0] / vl0];
d[o] / blo];

c_prime[0]
d_prime[0]

for (int i 1; i < n - 1; i++) {
double m = b[i] - ali - 1] * c_prime[i - 1];
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clil / m;
(dlil - ali - 1] * d_primel[i - 1]) / m;

c_prime[i]
d_prime[i]

¥
d_prime[n - 1]

(d[n - 1] - aln - 2] * d_prime[n - 2]) / (b[n - 1] - aln - 2] * c_prime[n - 2]);

x[n - 1]
for (int

x[i]

d_prime[n - 1];
=n-2;i> 0; i--)
d_prime[i] - c_prime[i] * x[i + 1];

[

free(c_prime) ;
free(d_prime);

Explicagao detalhada e adaptacao para armazenamento em bandas Neste algoritmo
assumimos que a matriz tridiagonal A estd armazenada em trés vetores:

b= (by,...,bn—1) (diagonal principal),
a=(ag,...,an—2) (subdiagonal, A;;, 1 = a;_1),
c¢=(co,...,Cn2) (superdiagonal, A;;11 = ¢;).

O vetor d é o lado direito do sistema Ax = d e x é a solugao procurada. A grande vantagem
deste arranjo é que nao existe alocagao da matriz N x N: s6 armazenamos os termos nao
nulos (as trés bandas), reduzindo meméria para O(N).

Idéia do método (varredura para frente e retro-substituicao) O método de Thomas
realiza duas fases:

1. Forward sweep (eliminagao direta): calcula-se coeficientes modificados ¢, e d;; que corres-
pondem a eliminacao gaussiana especializada para a estrutura tridiagonal. As féormulas
usadas no codigo sao

C/ . CO d/ . dO
0 — 7 » 0 PR

bo bo
e,parat=1,...,n— 2,

/
/ / Ci ! di — a1 dz‘fl
m m

Finalmente,

dn—l — Qp—2 d, -2
d/ 1 — n
" b

—.
n—1 — Upn—2Cy_o

Essas expressoes resultam de eliminar progressivamente a subdiagonal a, sem tocar em
elementos que sao zero por construgao.

2. Back substitution (retro-substituigao): com os coeficientes modificados obtemos a solugao
por
Tn—1 :d;z—h xi:d;—C;flfi+1 (Z:n—2,,0)

Propriedades numéricas e de eficiéncia

e Complexidade: o algoritmo executa O(N) operagoes e usa O(N) de memoria adicional
(aqui alocado em c_prime e d_prime). Isso contrasta com a eliminagao gaussiana densa,
que usaria O(N3) tempo e O(N?) memdria.

e Nao é necessario montar a matriz completa: como so referenciamos a, b, ¢, todas
as operacoes sao feitas diretamente nas bandas; isso permite escalar para N > 10°.
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e Robustez: ¢ imprescindivel garantir que os pivos by e m = b; — a;_1¢,_, nunca sejam
zero (ou muito pequenos). O método de Thomas nado faz pivotamento; se ocorrer um
pivo nulo, torna-se necessario usar permutagoes de linhas (solver mais geral) ou aplicar
um pequeno deslocamento numérico na diagonal para restaurar a estabilidade.

e Economias adicionais: para reduzir ainda mais memoria pode-se sobrescrever os ve-
tores ¢ e d com c_prime e d_prime (in-place), evitando alocagoes extras. O cddigo atual
usa buffers separados por clareza.

e Paralelizagao: a varredura é inerentemente sequencial (cada etapa depende do passo
anterior), o que limita paralelizagao fina; no entanto, o custo linear e a baixa utilizagao
de memoria tornam-no extremamente eficiente na pratica em CPUs modernas.

Integracao com a iteracao inversa No contexto do programa principal, para resolver
(H — pul)y = x basta construir os vetores b = b — i (diagonal deslocada) e passar b, a,c &
funcao thomas. Dessa forma, cada iteracao inversa requer apenas uma solucao tridiagonal
com custo O(N), o que torna a busca por autovalores préximos de p bastante eficiente para
grandes tamanhos de sistema.

Produto Matriz-Vetor

// Produto matriz-vetor y = H*x, adaptado para matriz tridiagonal
void mat_vec_tridiagonal(int n, double *b_diag, double *a_sub, double *c_sup, double *x, double *y) {
// Primeiro elemento
y[0] = b_diag[0] * x[0] + c_supl[0] * x[1];
// Elementos do meio
for (int i = 1; i < n - 1; i++) {
y[i]l = a_sub[i - 1] * x[i - 1] + b_diag[i] * x[i] + c_sup[i] * x[i + 1];
¥
// Ultimo elemento
yln - 1] = a_sub[n - 2] * x[n - 2] + b_diagln - 1] * x[n - 1];
}

// Norma Euclidiana

double norm(int n, double *x) {
double s = 0.0;
for (int i = 0; i < n; i++) s += x[i] * x[i];
return sqrt(s);

}

// Produto interno

double dot(int n, double *x, double *y) {
double s = 0.0;
for (int i = 0; i < n; i++) s += x[i] * y[il;
return s;

O trecho acima implementa trés fungoes fundamentais para os calculos envolvendo o Hamil-
toniano do modelo de Anderson em uma base de tamanho N. A func¢ao mat_vec_tridiagonal
realiza o produto matriz-vetor y = Hz, explorando o fato de que H é tridiagonal e pode ser
representado apenas pelas trés diagonais nao nulas: a diagonal principal (b_diag), a subdia-
gonal (a_sub) e a superdiagonal (c_sup). Isso evita a necessidade de manipular uma matriz
densa N x N, reduzindo o custo computacional e o uso de memdria de O(N?) para O(N).

Além disso, sao definidas duas rotinas auxiliares: norm, que calcula a norma euclidiana de
um vetor, e dot, que computa o produto interno entre dois vetores. Ambas serao utilizadas em
diferentes etapas da iteracao inversa, como normalizacao dos autovetores e cdlculo de residuos.
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A parte inicial do ”main”do cédigo

int main() {
int N, nmed, ym;
double 112, mu, ggl;
double par, parm;
printf("Digite o tamanho do sistema N: ");
scanf ("%d", &N);
printf("Medias: ");
scanf ("%d", &nmed);
printf("L: ");
scanf ("}1f", &ggl);
printf ("E Alvo: ");
scanf ("%1f", &mu);

// srand(time(NULL));

srand(1);

// Vetores que definem a matriz H (tridiagonal)

double *V = malloc(N * sizeof (double));

double *b_diag = malloc(N * sizeof (double));

double *a_sub = malloc((N - 1) * sizeof(double)); // Subdiagonal
double *c_sup = malloc((N - 1) * sizeof(double)); // Superdiagonal

// Vetores para a Iteragfo Inversa

double *x = malloc(N * sizeof (double));
double *y = malloc(N * sizeof(double));
double *Hx = malloc(N * sizeof(double));

// Vetores para o Thomas Algorithm

double *a_thomas = malloc((N - 1) * sizeof(double));
double *b_thomas = malloc(N * sizeof (double));
double *c_thomas = malloc((N - 1) * sizeof(double));

char filename[50];
snprintf (filename, sizeof(filename), "ParhoppxNesparsaN/dEY,.3f_MEDY%dL%.2f.dat", N, mu, nmed, ggl);
FILE *f = fopen(filename, "w");

parm = 0.;
112 = 0.;
for (ym = 1; ym <= nmed; ym++) {

// Gera os termos de "hopping" correlacionados
gera_correlacao_gaussiana(V, N, ggl);

O trecho acima corresponde a funcao main, responsavel por controlar a execugao do programa.
Inicialmente, o usuario fornece como entrada: o tamanho do sistema N, o nimero de médias
estatisticas nmed, o parametro de correlacao L e a energia alvo p.

Em seguida, sao alocados dinamicamente os vetores necessarios para representar a matriz
tridiagonal H (diagonal principal, subdiagonal e superdiagonal), além dos vetores usados no
método de Iteracao Inversa e no algoritmo de Thomas.

Por fim, abre-se o arquivo de saida onde os resultados serao armazenados, e inicia-se o loop
sobre o nimero de médias. Em cada iteragao, a funcao gera correlacao_gaussiana ¢é cha-
mada para construir os termos de “hopping” correlacionados, que modelam o desordem com
correlacao espacial no sistema de Anderson.

Construcao da matriz tridiagonal H

// Constréi os vetores para a matriz H
for (int i = 0; i < N; i++) {
b_diag[i] = 0.0; // Termos na diagonal sdo zero
if (i < N-1) {
a_sub[i] = V[il;
c_suplil = V[il;

Neste trecho, definimos explicitamente a estrutura da matriz tridiagonal H. A diagonal prin-
cipal (b_diag) ¢ inicializada com zeros, enquanto a subdiagonal (a_sub) e a superdiagonal
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(c_sup) recebem os valores do vetor V, previamente gerado com correlagao espacial. Assim, a
matriz H é construida de forma compacta, sem necessidade de armazenar a matriz quadrada
completa. Isso reduz o custo de memoria e permite simulagoes para tamanhos muito grandes
(N > 109).

Iteracao inversa com deslocamento

// Constréi os vetores para a matriz (H - muxI) para o Thomas Algorithm
for (int i = 0; i < N; i++) {
b_thomas[i] = b_diag[i] - mu;
}
for (int i = 0; i < N - 1; i++) {
a_thomas[i] = a_subl[il;
c_thomas[i] = c_supl[il;

}

// Inicializa o vetor de chute para a Iteragdo Inversa
for (int i = 0; i < N; i++) {

x[i] = 1.0;
}

double lambda = 0.0, lambda_old = 0.0;

// Iteragdo inversa
for (int iter = 0; iter < MAX_IT; iter++) {
// resolve (H - mu*I) * y = x
thomas (N, a_thomas, b_thomas, c_thomas, x, y);

double y_norm = norm(N, y);
for (int i = 0; i < N; i++) y[i] /= y_norm;

// Calcula Hx*y
mat_vec_tridiagonal (N, b_diag, a_sub, c_sup, y, Hx);
lambda = dot(N, y, Hx);

if (fabs(lambda - lambda_old) < TOL) break;
lambda_old = lambda;

for (int i = 0; i < N; i++) x[i] = y[i];

}

112 += lambda;

Neste trecho, implementamos o nicleo do método de iteragao inversa com deslocamento
para encontrar o autovalor de A mais proximo de uma energia alvo pu.

Primeiro, construimos os vetores correspondentes a matriz (H — pl), utilizando apenas os
termos nao nulos da tridiagonal. Isso permite resolver o sistema linear eficientemente com o
método de Thomas.

Em seguida, inicializamos o vetor de chute x com valores iguais a 1 e realizamos a iteracao
inversa:

e resolve-se (H — pl)y = x com Thomas;
e normaliza-se y;
e calcula-se o autovalor aproximado A\ = y? Hy;

e verifica-se a convergéncia comparando com o valor anterior;

atualiza-se x <— y para a préxima iteracao.

Ao final, 112 acumula a média dos autovalores obtidos para cada configuracao de desordem.
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Calculo do Participation Ratio e finalizagao

par = 0.;

for (int i = 0; i < N; i++) {
par += pow(fabs(y[il), 4.);

¥

par = 1. / par;

parm += par;

}

112 /= (double)nmed;
parm /= (double)nmed;

fprintf(f, "%.8f %.8f %.8f\n", (double)N, parm, 112);
fclose(f);

// Liberagdo da memdria

free(V); free(b_diag); free(a_sub); free(c_sup);
free(x); free(y); free(Hx);

free(a_thomas); free(b_thomas); free(c_thomas);

return O;

}

Nesta ultima etapa, calculamos o Participation Ratio (PR) da fungdo de onda obtida em
cada realizagao de desordem. O PR é definido como PR =1/, |y;|* e fornece uma medida
do grau de localizacao do autovetor: valores baixos indicam estados localizados, enquanto
valores proximos de N indicam estados espalhados.

Apés calcular o PR (par) para cada realizagao, acumulamos os resultados em parm e,
ao final, fazemos a média sobre o nimero de médias estatisticas (nmed) para obter valores
representativos.

Finalmente, os resultados sao gravados em arquivo, todos os vetores alocados dinamica-
mente sao liberados, e o programa retorna 0, concluindo a execucao de forma limpa e eficiente.
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