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Resumo

Nesta dissertacao estudamos algumas propriedades estaticas e dinamicas das
excitagoes coletivas de 1 e 2 magnons em cadeias ferromagnéticas desordenadas. Os
resultados obtidos no estudo de sistemas ferromagéticos com a presenca da desordem
possuem uma relacao intima com os resultados previstos pelo modelo de Anderson,
como a existéncia de auto-estados localizados. Esta relacao se encontra presente em
todo este trabalho, como por exemplo, quando estudamos o efeito da correlacao de
curto alcance tipo dimero na distribuicao de desordem. Assim como foi encontrado
por Dunlap et. al. [28] para o caso eletronico, analisando o expoente de Lyapunov e
a Densidade de Estados. Encontramos estados no centro da banda de energias com
natureza estendida. O valor de energia destes estados estd diretamente relacionado
com o valor dos dimeros adotados na distribuicao. Vimos também que a presenca dos
dimeros nao altera o comportamento dinamico de um pacote de onda inicialmente
centrado em apenas um par de sitios no centro da cadeia, ou seja, ele mantém
uma dindmica super-difusiva (02(t) o #3/2), confirmando os resultados previstos
por Evangelou e Katsomos [39]. Estudamos também o comportamento estético e
dinamico do problema de 2-mégnons para verificar o efeito da interagao. Analisamos
quantidades relevantes como: a Razao de Participacao e a Extensao Espacial, que
confirmaram a natureza localizada dos auto-estados; a Correlacao, que nos ajudou a
compreender o grau de interacao ao longo da banda de energia; e a distancia média
entre os magnons em ambos os regimes. Foi verificado aqui também uma dinamica
super-difusiva e, estudando a funcao de onda para um tempo longo, encontramos
que a probabilidade de haver um movimento mituo entre os magnons é pequena,
fazendo surgir uma espécie de ”colisdo eldstica” entre os magnons que estd associada

com a lei de poténcia do pacote de onda assimptoético.
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Abstract

In this work, we study some stationary and dynamical aspects of 1 and 2-
magnon excitations in disordered ferromagnetic chains. The results obtained in the
study of ferromagnetic systems with the presence of the disorder have a close relation
with the results foresaw by the Anderson model for the eletronic case, such as the
existence of localized eigen-states. This relation is present all along this work, as
for exemple, when we study the effect of short-range dimer-like correlation in the
disorder distribution. As it was found by Dunlap et. al. [28] for the electronic case,
analyzing the Lyapunov Expoent and the Density of Estates, we found states at the
center of the energy band with an extended nature. The energy value of this state
is directly related to the dimmer value used in the distribution. We also obtained
that the presence of dimers does not change the dynamical spread of a wave-packet
initially localized in only one pair of sites at the center of the chain, in other words, it
remains the super-duffusive dynamics (02(t) o t/2), confirming the results foresaw
by Evangelou and Katsomos [39]. We studied the static and dynamic behavior of the
2-magnon problem to verify the interaction effect between magnons. We analyzed
relevant quantities such as: the Participation Ratio and the Spatial Extent, that
confirmed the localized nature of the eigen-states; the Correlation, that helped us to
comprehend the interaction degree through the energy band; and the mean distance
between magnons in both regimes. It was also verify a super-diffusive dynamics
and, by studying the wave-function for a long time, we found that the probability
to have a mutual movement between the magnons is small. It makes to arise a kind
of ”Elastic Colission”between the magnons and is associated with the power-law

nature of the wave-packet asymptotic tails.
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Capitulo 1

Sistemas Desordenados

1.1 Introducao

Em meados do sec. XX, a ciéncia dos materiais obteve um grande avanco movido
pela descoberta de novas técnicas experimentais e teéricas que possibilitaram o es-
tudo dos chamados sistemas desordenados. Foi possivel prever e explicar diver-
sas propriedades da matéria, como a condutividade por exemplo, que até entl ao
eram pouco entendidas ou totalmente desconhecidas e que foram de grande utili-
dade para o avancgo cientifico e tecnolégico. Um exemplo é a dopagem de sistemas
reais (germanio, silicio, etc) na fabricagao de semi-condutores, a qual possibilitou a
construcao de dispositivos eletronicos que foram fundamentais na tecnologia com-
putacional. Ainda hoje a pesquisa em sistemas desordenados apresenta desafios no
campo da Matéria Condensada que motivaram a elaboracao deste trabalho.
Fisicamente, a desordem esta associada a presenca de impurezas, vacancias,
bem como deslocamentos em uma rede cristalina ideal. Uma forma de simular

teoricamente um sistema desordenado é considerando dtomos ou moléculas diferentes
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distribuidas em uma rede regular.

Em geral, o estudo de sélidos é feito baseado em conceitos da Fisica Quantica
e da Mecanica Estatistica. Devido a existéncia de simetria translacional, uma boa
aproximacao para solidos perfeitamente cristalinos é descrever particulas, tais como
elétrons, ou excitagoes coletivas do sistema, tais como magnons ou fonons, por uma
funcao de onda completamente estendidas por toda extensao do material. Essa de-
scricao leva a resultados como o mostrado pelo modelo de Bloch, que prevé auséncia
de resisténcia elétrica para um material perfeitamente cristalino. Entretanto, esse
tipo de idealizacdo ndo é muito genérica, pois os sélidos encontrados na natureza
sempre apresentam algumas imperfeicoes, mesmo os criados em laboratério. A pre-
senca de tais imperfeicoes quebra a simetria translacional, fazendo necessario o uso

de novas técnicas e modelos tedricos para descrever tais sistemas.

1.2 O Modelo de Anderson

Em 1958, P. W. Anderson [1] utilizou um modelo que permitiu estudar os efeitos
da desordem sobre a funcao de onda eletronica. Seu modelo considera os elétrons
movendo-se sobre a influéncia de um potencial aleatério. Na representacao de Wan-

nier (tight biding), o Hamiltoniano de Anderson pode ser escrito como:
H=> eli><il+» tyli><j| (1.1)
i i#]

O estado |7 > representa o orbital atémico centrado no sitio i. O termo ¢; é a energia
do sitio ¢ e t;; é chamado de integral de transferéncia entre os sitios 7 e 7, também

conhecido como amplitude de hopping. A desordem é introduzida nas energias ¢;
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1.2 O Modelo de Anderson 5

que sdo numeros aleatérios distribuidos no intervalo [—W, W]. O parametro W, a
largura da distribuicdo de desordem, controla o grau de desordem do sistema. A
interacao Coulombiana entre os elétrons é desprezada neste Hamiltoniano. Com este
modelo, Anderson mostrou a existéncia da chamada ”localiza¢ao da funcao de onda
eletronica” pela desordem.

Vamos discutir de forma qualitativa o papel da desordem na localizacao dos
estados eletronicos. Considere o modelo de Block com potencial periédico nulo
(U(r) = 0), ou seja, um elétron livre. Se introduzirmos uma tnica barreira de
potencial, a funcdo de onda serd parcialmente transmitida e parcialmente refletida
pela barreira. Se, ao invés de uma tnica barreira, intruzirmos duas barreiras de
potencial, a fun¢ao de onda sofrerd duas reflexdes. As duas barreiras geram ondas
refletidas e incidentes que podem sofrer interferéncias destrutivas ou construtivas a
depender da diferenca de fase existente. Estas interferéncias podem mudar bastante
o padrao da fungao de onda. Se um potencial aleatério estiver presente, o que pode
ser representado por barreiras de potencial em posi¢oes aleatérias ou com inten-
sidades aleatorias, a funcao de onda sofrerd varias reflexées as quais ndo mantém
coeréncia de fase. FEstas reflexoes causam interferéncias destrutivas que induzem
uma localizacao exponencial da funcao de onda. A funcao de onda se concentra
em uma pequena regiao e tem valor desprezivel em qualquer outra regiao do sélido.
Neste regime, o sistema estd na fase isolante. No caso de ondas estendidas, onde
o elétron fica itinerante na cadeia, temos a fase metdlica. O modelo de Anderson
tridimensional apresenta uma transi¢ao metal-isolante para um valor critico da forca
da desordem (W).

Uma fungao de onda é dita exponencialmente localizada quando suas apli-

tudes de probabilidade decaem exponencialmente a medida que nos afastamos do
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B/ onde A é o chamado com-

centro do pacote, de acordo com uma lei do tipo e~
primento de localizacao, e como o préprio nome sugere, estd relacionado com o grau
de localizacao do estado.

No final da década de 1970, Anderson, juntamente com Abrahams, Liccia-
rdello e Ramakrishman [2], construfram uma teoria de escala para a condutancia
generalizada do modelo de Anderson e obtiveram a dependéncia da transicao Metal-
Isolante com a dimensao. Estes resultados tiveram grande repercussao na comu-
nidade cientifica. O préprio Ramakrishnan, em entrevista para a APS News, atribuiu
todo este sucesso ao fato de o trabalho apresentar predicoes experimentalmente
testaveis e nao usuais, baseados em um novo processo de interferéncia com muitos-
corpos que explorava o processo de localizacao, um tema que atraia muito a atencao
dos cientistas no final da década de 70. Hoje, o artigo publicado por eles em 1979 é
um dos 10 mais citados da Physical Review Letter e Philip Warren Anderson chegou

a ganhar o Prémio Nobel de Fisica de 1977 por sua grande contribui¢ao no estudo

de sistemas desordenados.

1.2.1 Teoria de Escala para a Transicao de Anderson.

Vamos apresentar a teoria de escala que foi originalmente utilizada por Abra-
hams, Anderson, Licciardello, e Ramakrishnan [2] para se obter a dependéncia da
transicao de Anderson com a dimensdo. A hipdtese bésica desta teoria de escala
é que uma unica quantidade caracteristica, a condutancia generalizada g, controla
a transicao de estado estendido para localizado em T = 0. A teoria de escala foi
aplicada na reformulacdo do modelo de Anderson feita por Thouless [3]. Na abor-

dagem de Thouless as unidades bésicas sdo agora caixas de volume [¢ que contém
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1.2 O Modelo de Anderson 7

muitos sitios. O sdlido é formado de varias caixas acopladas uma as outras. As ener-
gias caracteristicas do modelo de Anderson W e ¢t sdo mapeadas respectivamente no
espacamento médio entre os niveis AFE e no deslocamento é F causado por mudancas
nas condicoes de contorno. Um elegante argumento euristico, baseado no principio
da incerteza, conecta 0 F com a condutividade o no limite macroscépico. Através

do principio da incerteza pode-se estabelecer:
0FE =h/tp, (1.2)

onde tp = L?/D é o tempo necessdrio para um pacote de onda eletronico difundir
até os contornos de uma caixa de lado L, onde D é a constante de difusdao. Us-
ando a relacao de Einstein entre a condutividade e as propriedades de difusdo
(0 = ¢e* D n(E)) temos :

oh
B =5 (12 n(E))’

(1.3)
A densidade de estados média pode ser escrita como fung¢ao do espagamento médio
entre os niveis n(E) = 1/(LYAE). Logo, a razao AE/SE é agora adotada como
sendo uma medida da for¢a da desordem no sistema, andloga a razao W/t no modelo
de Anderson tradicional. Estados estendidos sdo sensiveis a mudancas nas condig¢oes
de contorno (§F > AFE), enquanto que estados localizados nao o sao (0E < AF).

Portanto, utilizando estas equagoes, a condutéancia generalizada definida por g(L) =

% tem o seguinte comportamento de escala:
g(L) = (h/e*) o L*2, (1.4)

A teoria de escala examina a dependéncia de g(L) com o comprimento de escala
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utilizado. Seja gy = g(Lo) = dFE(Loy)/AE(Ly) a condutancia generalizada para um
sistema composto de caixas acopladas de volume Ld. A teoria de escala assume que,
dado go em uma escala de comprimento Ly, podemos obter g numa escala maior
L = Ly b. Na nova escala Ly b a condutancia g é completamente determinada pelo
valor anterior gy e pelo fator de escala b. O comportamento de escala da funcao g
pode ser obtido a partir da func¢ao S(g):

_dlng(L)

Bl =——1.T (1.5)

Para [ positivo, g cresce com o crescimento de L; para [ negativo, g decresce
com o crescimento de L. O comportamento qualitativo de 3(g) estd representado
na figura 1.1 para d = 1, 2 e 3. A curva mostrada na figura 1.1 foi proposta
por Abrahams et al [2]. O comportamento qualitativo da funcdo [(g) pode ser
determinado a partir dos seus limites assintéticos (¢ — oo e g — 0). Para g grande

podemos usar a Eq. (1.4) e mostrar que
limg—oof(g) = d — 2. (1.6)

Logo, B(¢) é +1 em d = 3, 0 em d = 2 e —1 em d = 1, como mostrado na
figura 1.1. Para g pequeno, ou seja, no limite de fraco acoplamento e forte desordem,
o teorema de Anderson prevé que os estados eletronicos sao localizados e decaem
exponencialmente com a distancia. Nos contornos de uma caixa de dimensao linear
L, a amplitude da funcdo de onda de um elétron localizado dentro da caixa é da
ordem de e™%, onde 7 ¢ o expoente de Lyapunov (inverso do comprimento de

localizagao \). O acoplamento entre as caixas também decaem exponencialmente
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B>

Condutéancia Genéraliza.da g—

Figura 1.1: O comportamento qualitativo de 3(g) para d = 1, 2 e 3 na teoria de
escala apresentada por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnam.

com L, de forma que g(L) oc e "X, Usando a Eq. (1.5), temos,

limg—0B(9) =Ing. (1.7)

e portanto, 3(g) se aproxima de —oo quando g tende a zero, independente da di-
mensao. Assumindo que [(g) tenha variagao lenta e monotoénica entre os limites
g — o0 e g — 0, nossa analise reproduz o comportamento qualitativo da figura 1.1.
As setas do diagrama de fluxo sobre as curvas representam a direcao em que g sofre
variacoes quando L cresce. Parad = 1 e d = 2 as setas indicam que g sempre diminue
quando L cresce. Em d = 3 temos dois comportamentos: Abaixo de um certo g,

(B(g) < 0) as setas do diagrama de fluxo indicam que a condutéancia generalizada g
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1.2 O Modelo de Anderson 10

diminue quando L cresce; acima de g. (6(g) > 0) o comportamento é contrario, g
cresce quando L cresce. O ponto no diagrama de fluxo (g., 5(g.) = 0) é chamado
ponto fixo instavel. Este diagrama mostra claramente a dependéncia da transigao
de Anderson com a dimensao: em 1d e 2d nao existe transi¢ao metal-isolante, com
a condutividade indo sempre a zero quando [ — o00; em 3d existe uma transicao
metal-isolante. O comportamento critico perto desta transicao em 3d também foi
obtido apartir da teoria de escala [4]. O comprimento de localizagao A, préximos
da energia critica de transi¢do (mobility edge) tem um comportamento tipo lei de
poténcia A < (E — E.)~" com expoente v = 1.57 [5, 6, 7, 8].:

As descobertas feitas por Anderson foram de fundamental importancia para
o entendimento das propriedades de condugao da matéria. Para um sélido que se en-
contre a temperatura nula e desconsiderando ligagoes com outros graus de liberdade,
como fonos, ou interacoes mituas, uma particula que se encontre exponencialmente
localizada nao apresenta participacao no processo de conducao, pois sé ha proba-
bilidade dela ser encontrada em uma regido finita do sélido, enquanto que, em um
estado estendido, a particula se torna itinerante, pois apresenta probabilidade finita
de ser encontrada em qualquer sitio da rede. Como consequéncia disso, se s6 exis-
tirem estados localizados proximos a energia de Fermi, o sistema serd um isolante,
ou seja, no limite de T=0K, a condutividade DC (limite de baixa frequéncia para
a condutividade linear) serd nula. Por outro lado, caso estes estados se apresentem
estendidos, esta condutividade sera finita e o sistema se torna um condutor. Para
temperaturas acima de 0K, o fenomeno da condutividade é explicado por excitacoes
térmicas. Apesar das muitas simplificacdes, o0 modelo de Anderson é considerado
até hoje a estratégia mais eficiente para estudar os efeitos da desordem sobre as

propriedades de transporte eletronico.
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1.2 O Modelo de Anderson 11

Diversos outros fenomenos também foram explicados com base nas teorias de
sistemas desordenados, como exemplo, a existéncia de Efeito Hall quantizado, que
estd associado a presenca de elétrons em estados localizados quando o material é
submetido & um campo magnético externo [9]. Além disso, sistemas macroscépicos,
como ondas eletromagnéticas ou ondas mecanicas em meio liquido, assim como
nos sistemas quanticos, também apresentam diversas propriedades de localizacao
quando submetidos a algum tipo de desordem [10, 11, 12], o que mostra a vasta

aplicabilidade deste ramo tedrico.

1.2.2 Experimentos

Além de fendomenos naturais observados, diversos estudos de carater experimental
foram realizados com o objetivo de comprovar a eficicia desta teoria. A transicao
metal-isolante foi investigada em varios sistemas, como em semicondutores dopados,
misturas amorfas de material metalico e ndo metalico [13, 14| e em transi¢des induzi-
das por campo magnético [15, 16]. Flutuagdes na conduténcia como resultado da
presenca da desordem também foram observadas em sistemas pequenos e a baixas
temperaturas [17, 18]. Na maior parte destes experimentos a desordem é oriunda
das posigoes aleatorias dos atomos dopantes. A forca ou largura da desordem pode
ser modificada variando a concentracao de dopantes Np ou através de um campo.
Em ambos os casos a distancia entre os dopantes muda e isto modifica a largura da
desordem W. No caso experimental a energia critica E, do sistema é a concentracao
critica dos dopantes N5 ou o valor do campo H,. para os quais a transicao acontece.
Recentemente foi observado um expoente v = 1.6 para silicio dopado com Bario
(Si: B) [19] bem como v = 1 para o silicio dopado com fésforo . Em geral, estas

pequenas diferencas no expoente vém sendo atribuidas a presenca de outros efeitos

Departamento de Fisica - UFAL
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no experimento como por exemplo a interagdo Coulombiana entre os elétrons [20].
Em solidos reais os elétrons correlacionam seus movimentos uns com os outros de
forma a evitar configuracoes muito energéticas. Estas correlacoes sao responsaveis

pela transicao de Mott(vamos discutir este mecanismo na préxima seccao)

1.2.3 Transicao de Mott

Outra forma de se obter uma transicao entre estados estendidos e localizados foi
encontrada por Sir Nevill Mott [21, 22]. Neste modelo, a transi¢do é induzida pela
interacao entre os elétrons da rede. O modelo de Bloch falha na descricao de elétrons
em uma rede cristalina tendendo ao limite atémico (a = oc). Fazendo a constante
de rede ir para infinito, pelo fato de ainda permanecer a simetria translacional da
rede, o elétron de valéncia de cada atomos ainda apresenta um comportamento itin-
erante, como em um condutor, sendo que este sistema deveria apresentar a solucao
atomica convencional, ja que se trata de um conjunto de atomos isolados e nao in-
teragentes. Além do mais, o custo energético para deslocar um elétron entre dois
atomos isolados é muito alto, desfavorecendo o carater itinerante previsto pelo mod-
elo de Bloch. Mott analizou a influéncia da interacdo Coulombiana (¢2/r1) entre
os elétrons pertencentes ao mesmo sitio e verificou que, com a presenca de tal in-
teragao e diante de certas condicoes, a configuracao energeticamente mais favoravel
levava a uma localizagao dos elétrons, corrigindo assim a falha do modelo de Bloch.
Matematicamente, a transicio de Mott ocorre quando a energia de correlacio (U)
entre os elétrons € maior que a largura da banda (B) do sélido cristalino (U > B).
Com este trabalho, Mott ganhou o Prémio Nobel de Fisica de 1977, juntamente com

Anderson.
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1.3 Supressao da Localizacao de Anderson : Cor-
relacoes na Desordem

Uma série de resultados relevantes nesta area sucederam-se entao, como o trabalho
de P. Dean [23], que introduziu correlagoes de curto alcance na distribui¢ao da desor-
dem, tratando numericamente cadeias diatomicas desordenadas. Ele detectou picos
na distribuicao de frequéncias, associados a frequéncia dos modos de impureza, car-
acteristica nao encontrada em redes ordenadas. Mott e Twose [24], e posteriormente
Makinson e Roberts [25], constataram também a existéncia de estados localizados
para elétrons em liquido 1D. O mesmo efeito foi encontrado também para os mo-
dos normais de uma cadeia harmoénica por Dean e Bacon [26]. Outros trabalhos
foram feitos para sistemas maiores, o que confirmou a propriedade fundamental da
localizagdo. Entre estes, P. Dean [27] afirmou que esta caracteristica dos modos da
rede é uma consequéncia necessdria da desordem. Fendomenos ainda mais curiosos
foram encontrados, como o obtido por Dunlap, Wu e Phillips [28] ao investigarem
uma cadeia do tipo ”liga binaria”. Neste tipo de sistema, as energias dos sitios
assumem apenas os valores €4 ou eg, aleatoriamente distribuidos, e os sitios com
energia €4 sempre aparecem aos pares. Foi verificada a possibilidade de existéncia
de estados ressonantes, onde a funcao de onda é delocalizada. Tais resultados foram
comprovados experimentalmente por Bellani ef. al. [29] em super-redes de GaAs e
AlGaAs.

Foram pesquisados também os efeitos da presenca de correlagoes de longo
alcance. Sequéncias desordenadas com correlacoes de longo alcance ndo apresentam
comprimento de escala caracteristico [30] e sua densidade espectral é aproximada-

mente uma lei de poténcia da forma S(k) = 1/k%, onde « é um parametro que
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controla o grau de correlagao, tal que para a = 0 o sistema nao possui correlacao e
as variaveis aleatérias sao completamete independentes umas das outras. Em 1994,
M. C. Varriale e A. Theumann [31] estudaram um gas de elétrons, em 7' = 0, na pre-
senca de potenciais aleatorios com correlacoes espaciais de longo alcance que decaem
com a separacao |x| de acordo com uma lei do tipo |2|~47°, onde ¢ é um parametro,
e demonstraram a existéncia de transi¢do de Anderson em altas dimensdes (d > 4).
Em 1998, Moura e Lyra [32] aplicaram a correlagao de longo alcance nos elementos
da diagonal do Hamiltoniano que descreve o modelo de Anderson. Isto representava
fisicamente uma desordem apenas nas potenciais de cada sitio da rede. Utilizando
um formalismo de grupo de renormalizagao, eles mostraram que este sistema pode
exibir uma fase de estados estendidos no centro da banda se o > 2. Eles obtiveram
resultados semelhante para o caso em que a desordem se aplicava aos termos de hop-
ping do Hamiltoniano, sendo que desta vez, a trasi¢cao acontecia para a > 1. Pela
primeria vez uma verdadeira transicao metal-isolante em sistemas 1D desordenados
foi encontrada. Recentemente uma extensao deste trabalho para a dimensdo d = 2
foi apresentada [33].

Devido a esta impressionante caracterisica, outros sistemas foram estudados
na presenca de correlagido de longo alcance, como cadeias de DNA [34, 35] e cadeias
harmoénicas com massas randémicas correlacionadas [36]. Para todos estes casos, o
mesmo fendomeno obtido no caso eletronico também foi encontrado.

Como sistemas magnéticos podem ser mapeados a partir do modelo de An-
derson, espera-se que os resultados obtidos para o caso eletronico apresentem uma
semelhan¢a proxima para o caso magnético. Por isso se fez necessaria uma apre-
sentacao inicial de resultados relacionados ao caso eletronico. Tais analogias foram

verificadas por Theodorou [37] e Cieplak e Ismail [38] em cadeias lineares ferro-
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magnéticas cujo valor das constantes de troca apresentavam desordem. Neste sis-
tema também foi encontrado o fenomeno da localizacao para magnons, onde o com-
primento de localizagao da excitacao de 1-magnon, na regiao de baixas energias,
diverge com £(E) o< E~?, onde ¢ depende da maneira particular da distribuicao
da desordem, na vizinhanca de J = 0 [39]. Neste sistema também foi encontrado
o fenomeno da localizagdo para magnons. Tal propriedade também foi encontrada
para o caso "vidro de spin” por Pimentel e Stinchcombe [40]. Ainda para o caso
magnético, Lifshitz [41] verificou o aparecimento de estados localizados para energias
fora da banda de Onda de Spin de um cristal puro e estados virtuais, com tempo
de vida finito, para energias dentro da banda, ao introduzir um atomo de impureza
magnética no cristal.

Efeitos de correlacao de longo alcance em sistemas magnéticos também foram
estudados. Lyra et al [42] aplicaram correlacdo nos acoplamentos entre os spins e,
utilizando um procedimento de diagonalizagao direta do Hamiltoniano e calculo
numérico computacional, foi encontrada a existéncia de uma fase de ondas de spin
nao espalhada para sequéncias de acoplamentos com parametro de correlacao a >
1. Entretanto, nao foi possivel descrever completamente a transi¢do e encontrar
as energias criticas pois este estudo foi restrito a sistemas pequenos N < 2000
devido as dificuldades computacionais em diagonalizar matrizes grandes. Utilizando
grupo de renormalizacao e métodos numéricos, a transicio de Anderson em cadeias
ferromagnéticas com desordem correlacionada foi descrita em maiores detalhes na
referéncia [43].

Como podemos ver, o estudo de sistemas eletronicos e/ou magnéticos des-
ordenados de baixa dimensionalidade tem sido objeto de grande interesse pela co-

munidade cientifica nas ultimas décadas. De uma forma geral, os principais es-
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forcos foram aplicados no entedimento dos mecanismos impostos por correlacoes na
desordem sobre a natureza das excitacOes elementares (elétrons ou mégnons por
exemplo) [44, 45]. Entretanto nestes trabalhos, a interagdo entre as excitacoes é
completamente desprezada. A interecao Coulombiana entre elétrons é o mecanismo
responsavel pela transicao de Mott. Nesta dissertacao de mestrado sera estudado ba-
sicamente magnons interagentes em sistemas ferromagnéticos unidimensionais des-
ordenados. No capitulo 2 faremos um abordagem para o caso de 1-magnon numa
cadeia ferromagnética com desordem correlacionada (dimero aleatdrio). Mostraremos
que este tipo de desordem faz surgir energias ressonantes estendidas, como foi en-
contrado para o caso eletronico. O comportamento dinamico da funcao de onda de
1-mdgnon na presenca destas correlagoes de curto alcance serd também estudado.
Em seguida vamos apresentar nosso estudo sobre 2-magnon na presenca de desor-
dem. O formalismo consistird em diagonalizar exatamente o Hamiltoniano para os
2-magnons bem como resolver a equacao de Schrodinger dependente do tempo para
os 2-mégnons. Utilizando estes formalismos vamos estudar, entre outros aspectos,
a distancia média entre os méagnons, a dispersao da fun¢do de onda bem como a
correlacao dos 2-magnons. Utilizando estas medidas podemos ter uma nocgao do
carater localizado e/ou estendido dos 2-mégnons bem como avaliar o papel da in-

teracao sobre os auto-estados do Hamiltoniano.
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Capitulo 2

Excitacao de 1 Magnon em Cadeia

Dimerizada

2.1 O Ferromagnetismo

O fenomeno do ferromagnetismo, presente em substancias como metais de terra
rara, metais de transicao, compostos isolantes magnéticos e ligas magnéticas, é car-
acterizado por apresentar uma magnetizagdo espontanea, mesmo na auséncia de
um campo magnético externo aplicado. Este fenomeno, presente apenas quando
a amostra apresenta temperaturas abaixo da temperatura critica, 7., chamada
Temperatura Curie, é resultado da forte interacdo existente entre os momentos
magnéticos atomicos que tendem a se alinhar paralelamente, gerando assim um
momento magnético macroscopico nao nulo. Quando a amostra se encontra acima
da temperatura critica, a energia térmica, kg7, excede a energia de interacao que
ordena 0s momentos magnéticos, e a ordem magnética ”desaparece” de tal forma

que a orientacao dos spins se torna praticamente independente uma da outra, ou
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2.1 O Ferromagnetismo 18

seja, a magnetizagao espontanea diminui com o aumento da temperatura.

Materiais ferromagnéticos podem, no entanto, apresentar uma magnetizagao
quase nula mesmo para temperaturas menores que 71,.. Isso ocorre por que tais
materiais se comportam como um ”mosaico” de pequenas regioes de magnetizagao
espontanea, chamadas Dominios Magnéticos, que apresentam campo magnético em
dire¢oes diferentes, produzindo assim uma resultante macroscépica quase nula.

No inicio do século XX, Weiss [46] desenvolveu uma teoria para explicar a
dependéncia da magnetizacdo espontanea com a temperatura. Ele postulou a ex-
isténcia de um campo molecular que seria criado pelos préprios momentos magnéticos
do material de forma a manter o alinhamento paralelo coletivo dentro do dominio.
Este campo molecular seria entao proporcional a magnetizagao em cada ponto. Esta
teoria foi bem sucedida, mas falhava no regime de baixas temperaturas, pois previa
uma dependéncia proporcional a exp(—T ") [47], enquanto que Bloch [48] mostrou
que esta dependéncia deveria ser proporcional a Ts.

Foi somente com o desenvolvimento da Mecanica Quantica que surgiram
teorias que puderam explicar o fenomeno do ferromagnetismo de uma forma mais
coerente. Na segunda década do século XX, Heisenberg [49], e independentemente
Dirac[50], mostraram que a origem do campo molecular de Weiss estava na interac¢ao
de intercambio, um fendmeno relacionado com o Principio de Exclusao de Pauli e
que nao possui correspondente na teoria classica. O hamiloniano que descreve esta,
interacao para dois a4tomos i e j, os quais possuem um elétron cada, é o chamado

Hamiltoniano de Heisenberg, dado por:

H=-J;S;- 5 (2.1)
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2.2 Ondas de Spin em uma Cadeia Ordenada 19

e para uma cadeia com mais de dois a&tomos, temos:
H=-) 7;5-5 (2.2)
i’j

onde S; e 5’; sao operadores de spin que agem nos sitio ¢ e j respectivamente, J;;
é chamada Constante de Troca e estd diretamente relacionada com a interacao de
intercambio entre os spins dos sitios 7 e j. Para a ordem ferromagnética, os spins
tendem a se alinhar paralelamente e por conta disso o valor das constantes de troca
(Jij) devem ser positivas. Os elementos Fe, Ni e Co, por exemplo, possuem valores
de constante de troca positivos, explicando assim a natureza ferromagnética desses
elementos.

Em sistemas regidos pelo Hamiltoniano (2.2), supde-se que os elétrons da ca-
mada de valéncia estejam suficientemente localizados, de tal forma que seja possivel
associar um spin a cada sitio 7 da cadeia definindo assim os portadores de momento
magnético.

Com este modelo, Heisenberg foi capaz de explicar a existéncia dos campos

moleculares de Weiss e explicar muitas propriedades magnéticas dos isolantes.

2.2 Ondas de Spin em uma Cadeia Ordenada

Tomando um material ferromagnético no seu estado fundamental, onde todos os
spins estao alinhados na mesma dire¢ao, uma excitacao que seja provocada em um
dos spins ird provocar uma perturbagao coletiva em toda a cadeia. Tais perturbagoes
coletivas sao chamadas de Ondas de Spins e foram primeiramente previstas por Bloch

[47] em 1929. O estudo das ondas de spins conduzem ao entendimento de muitas das
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2.2 Ondas de Spin em uma Cadeia Ordenada 20

propriedades da matéria no regime de baixas temperaturas, pois nestas condigoes a
contribuicao das excitagoes elementares se tornam mais relevantes diante da energia
térmica.

A fim de compreender melhor este fenomeno e apresentar uma abordagem
matematica inicial do problema, vamos considerar o caso simples de uma cadeia
ferromagnética unidimensional, contendo N {ons de spin S = 8,7+ Syy + 5.7,
admitir que o valor das constantes de troca J;; sao iguais e existem apenas interagoes

entre sitios vizinhos. O hamiltoniano (2.2) fica:
N
H=-J) S, Suu. (2.3)
n=1

Vamos introduzir os operadores levantamento (S;+) e abaizamento (S;) que
irdo agir sobre a cadeia modificando a orientacao do spin localizado no sitio n para

o sentido positivo e para o sentido negativo respectivamente.

St = 8% +4iSY,
Sy = ST —isy.

Utilizando as relacoes de comutacao dos operadores de spin, obtemos as

seguintes relacoes para os operadores acima:

[Slj’SlJr] = 25}55k,l: [SE’SZJF] = Sljék,l’

(2.4)
[Sz,57] = —S; 6ka, [SF, S =187, S7]=0.

Inicialmente resolveremos a equacao de Schrodinger para o estado ferro-

magnético fundamental |@y > e veremos que este é um auto-estado do hamiltoniano
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(2.2). Utilizando as relagdes (2.25) o hamiltoniano (2.2) fica:

= _JZ[ i1 T S+S— T S;S:H)] (2.5)

Admitindo que no estado fundamental os spins estdo todos alinhados na
dire¢do positiva de z, o operador S}l aplicado & | > assume valor méximo S para
qualquer sitio n da cadeia. Da mesmo forma, o operador S:J{ assume valor nulo,
ja que os spins deste estado ja se encontram na direcao positiva. A equagao de
Schrodinger fica entao:

Vemos portanto que |¢y > é um auto-estado e sua energia é Ey = —NJS?.

Agora aplicamos no estado fundamental uma excita¢do no spin do sitio [ a fim
de estudar os estados excitados de 1-magnon. A forma mais sugestiva de expressa-lo
matematicamente é aplicando o operador S:j no estado fundamental |¢y >, obtendo
assim o vetor |¢, >= S:;\qﬁo >. O operador hamiltoniano aplicado neste estado
fornece:

H|gy >= ~J(NS* = 28)|g > ~JS(Sildo > +S1[do >)  (27)

Vemos portanto que a forma escolhida para |¢; > nao é um auto-estado
de (2.2), sendo necessirio portanto uma escolha mais adequada. Considerando a

simetria translacional do sistema, podemos escrever este novo estado na forma:

N N
6 >=> e, >=) " e*nG|gy > (2.8)
n=1 n=1

onde uma constante de normalizagdo é ignorada, a é o espagamento entre os ions
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e k é o niimero de onda associado a este estado. Podemos verificar que |¢ > é um

auto-estado de (2.2):

N
H|p >= —J(NS* = 28)|¢p > —JS > (e*"Sy 11 |do > +€**S, |do >)  (2.9)

n=1

Os dois somatérios, apesar do indices dos operadores serem diferentes, sdao

iguais a |¢ >, tal que:

H|p >= J(NS? —2S)|¢p > —JS(e * 4+ %) |p > (2.10)
A energia deste estado serd portanto:

E, = Ey+2JS[1 — cos(ka)] = Eoy + 4JSsen2(k2—a) (2.11)

Encontramos assim a relagao de dispersao para 1 magnon em uma cadeia linear

ferromagética ordenada.

2.3 Onda de Spin em Cadeias Desordenadas Tipo
”Dimero Aleatdrio”

Nesta sessao iremos introduzir a desordem no problema de 1 magnon. Tratar-
se-4 de um modelo de desordem com correlagao de curto alcance do tipo dimero
aleatorio, anteriormente utilizado por Dean, Wu e Phillips [28] em 1990 para o caso
eletronico. Em 1992, Bovier [51] estudou o modelo tight binding unidimensional com
distribuicao de desordem tipo dimero usando teoria de perturbacao. Foi analizado

o comportamento da densidade de estados e do coeficiente de Lyapunov (inverso

Departamento de Fisica - UFAL



2.3 Onda de Spin em Cadeias Desordenadas Tipo ” Dimero Aleatoério” 23

da largura da funcdo de onda) obtendo resultados semelhantes. Wu e Phillips [52]
mostraram que este modelo descreve exatamente a distribuicao de desordem na
polianilina.

Para uma cadeia ferromagnética, este modelo de desordem é obtido quando
as constantes de troca (J) assumem apenas dois valores positivos e nao nulos per-
mitidos, J, e Jp, sendo que os sitios que apresentam valor .J, sempre aparecem aos
pares. Estes valores sao distribuidos randomicamente pela rede, com probabilidades
pel—p

Para analisar o comportamento dos auto-estados de 1 méagnon, utilizamos o
método de Matriz de Tranferéncia para assim obter o expoente de Lyapunov. Ainda
para este problema, analisamos o comportamento dinamico de um pacote de onda,
inicialmente localizado no centro da cadeia, através do calculo da evolugao temporal

do desvio quadratico médio.

2.3.1 Matriz de Tranferéncia e Expoente de Lyapunov

Como foi visto para o caso puro, o estado onde sé existe probabilidade de haver
excitagdo em um 1nico sitio ndo é um auto-estado do hamiltoniano (2.2). A mesma
idéia se aplica para o caso desordenado, portanto vamos sujerir uma fun¢ao de onda

da forma:

[ >= V@g_Ejnwn (2.12)

onde f, representa a amplitude de probabilidade de ocorrer um desvio no sitio n.

Resolvendo entao a equagao de Schrodinger independente do tempo:

Hlp >= E|¢ >
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R 1 al
nH | >= E n|fn > 2.13
TSN;f ¢ — ;W (2.13)
Calculando separadamente H |¢,, >:
N
Hlgy> = = Jis15,Si1|¢n >
I=1
al 1
= =3 T 18885 + 5 (S Si + STSH6n >
=1
N 1 N
= - l_zl Jl,l+1 Szzslz+1|¢l > —5 l_z1 Jl,H—l SfLSz:ern >
o Q
X
-5 > i S7SEl6n > (2.14)
=1
Qs
calculando Q);:
n—1
Qi = =Y JunSiSinlon > —Ja 10551560 >
1=1
N
~Inns1SiSialbn > = D hunSiSialén > (2.15)

I=n+1

Temos que todos os sitios visitados pelo primeiro e pelo segundo somatério apresen-

tam spins no sentido positivo de z, pois os 1inicos spins revertidos da cadeia foram

retirados do somatério. Desta forma, S? terd valor maximo S. Utilizando as relagoes
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(2.4) teremos:

n—2 N
Qi = — ZJl,mS?\qbn > — Z Jii418%|thn > = 1257 (S;, SZ| ¢ > =S, |do >)
=1 I=n+1
—Jnm4155 11 (S5 Sl do > =57 |do >) (2.16)

lembrando que S%|¢y >= S|¢y >. Reagrupando os termos possiveis no somatorio,

Q; fica:
N
Qi =~ 160 > +S(huin+ Jnis) b >

I=1
Sabe-se que — Zl]il Ji1+15% é a energia do estado fundamental. O resultado para o

primeiro somatorio sera portanto:
Ql = E0|¢n > +S(Jn71,n + Jn,n+1)‘¢n > (217)

Com a ajuda das relagoes (2.4), podemos escrever (), da forma:

N N
1
Q2 =—3 > Jis1S51 (25 0m + Sy S b > =D Jus1S51 S 0mlde > (2.18)
=1

=1

calculando o termo para [ = n temos o resultado para o segundo somatorio:

Q2 = —Jnn115,4150 00 >= —Jnn115S, 11|00 >= —Juni1S|dn > (2.19)
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O calculo de Q)3 se da de forma semalhante:

N
1
Qs = 9 Z TSy (257410010 + Sy St ) do >

=1

N N
1
= =) TSy Sibipanldo > —3 ) 187 Sy S lde > (2.20)

=1 =1

e novamente para n = [ + 1:
Q?) = - n—l,nS;—lsyzL‘(bO >= - n—l,nSS;—lw)O >= = n—l,ns‘¢n—1 > (221)

A equagao (2.14) fica da forma:

H|¢n >= EO|¢n > +S(Jn—1,n + Jn,n—l—l)‘gbn > _Jn,n—f—ls‘d)n—i—l > _Jn—l,n5|¢n—1 >

(2.22)
Substituindo em (2.13) obtemos:
N N
Z(Jn—l,n + Jn,n+1)fn|¢n > — Z Jn,n+1fn|¢n+1 >
n=1 n=1
N N
E—-FE
_Zjn—l,nfn|¢n—1 >= (75())an‘¢71 > (2'23)
n=1 n=1

Fazendo n = n+1 no segundo somatério e n = n—1 no terceiro somatdrio obtemos:

N (E _E ) N
Z{[(Jn—l,n + Jn,n+1)fn - n,n—|—1fn—|—1 - Jn—l,nfn—l]}|¢n >= TO an|¢n >
" = (220)

Portanto, fazendo £ = F — Ey e S = 1/2 temos a equagao de Schrodinger em funcao
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das amplitudes de probabilidade f,:

(Jnfl,n + Jn,n+1) fn - Jn,n+1 fn+1 - Jnfl,n fnfl = 2gfn (225)

Esta relagao de recorréncia pode ser tratada por diversos métodos, um deles por
exemplo é obtido através da representacao matricial da equagao Schrodinger na
base (|¢1 >,|ds >,...,|d, >). Esta representacao pode ser muito 1til para estudos
numéricos baseados em diagonalizagao direta.

Estamos interessados agora em escrever a relagdo de recorréncia (2.25) na
forma de matriz de transféncia. Este método consiste em escrever uma matriz que

possibilite o calculo de cada f, de uma forma recursiva. Trata-se de algo do tipo:

fn fn—l

onde T, é a matriz de transferéncia procurada. Para obter esta matriz escrevemos

a equacao (2.25) da forma:

fn—|—1 - Cnfn - Anfnfl (227)
onde
Ay = nfl,n/Jn,n—H (228)
Cp=1+A, — 2B, (2.29)
By=¢/Jpnsi. (2.30)
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Podemos escrever a equacdo (2.27) na forma:

fn—|—1 _ Cn _An fn (231)

f n 1 0 f n—1
Temos portanto a nossa matriz de transferéncia 7T'. Fazendo uma escolha apropriada
de fy e fi, podemos obter o elemento f,. Repetindo o procedimento para n = 2
obtermos o valor de f3, e assim sucessivamente, ou seja, a propagacao da excitagao
ao longo da cadeia é representada pelo produto de matrizes, onde cada uma delas
estd associada a um sitio.

Escolhendo f; = 1, o valor de f; pode ser calculado substituindo n = 0 em

(2.27):
fo=fi1/Co (2.32)
onde
Co=1—2By+ Ay (2.33)
By =€/ Jo, (2.34)
Ao =Jo_1/Jo1 =0 (2.35)

f1

fo)’ as amplitudes da funcao de

Desta forma, dada a condicao inicial Cy = (

onda nos sitios N — 1 e N serao dadas por:
N
Cy =[] x Co. (2.36)
!

A partir daqui define-se o expoente de Lyapunov 7, ou inverso do compri-
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mento de localizagao A, por:

1 1. |C
7=y = Jlim —log‘ v| (2.37)

N—oo |Co‘

Se no limite termodinamico o expoente de Lyapunov é finito, implica dizer

que o comprimento de localizacao do auto-estado também é finito, tratando-se por-
tanto de um estado localizado. A medida que o comprimento de localizacao au-
menta, o expoente de Lyapunov diminui. Desta forma, para um estado estendido,

o expoente de Lyapunov deve ir a zero no limite termodinamico.

2.4 Resultados

2.4.1 Caso Estatico

Iremos agora aplicar este formalismo para analisar os auto-estados de 1 magnon
em uma cadeia dimerizada. Antes porém é importante apresentar alguns resultados
deste modelo para o caso eletronico.

Na Tese de Doutorado de F. A. B. F. de Moura foram apresentados resulta-
dos para uma cadeia dimezidada onde ¢4 = 0.8 e eg = 0.0, ambos com a mesma
distribuicao de probabilidades, e termos de hopping ¢; ;11 = 1.0, onde ¢ =1,..., N.
Foi mostrado que a presenca da correlacao de curto alcance fez sugir estados estendi-
dos para energia ' = 0.8. Neste ponto o expoente de Lyapunov foi a zero, enquanto
que para as demais energias ele apresentava valor ndo nulo. Este é um resultado
surpreendente, pois mostra que é possivel a existéncia de estados estendidos no cen-
tro da banda, onde normalmente, para sistemas 1D desordenados, existem apenas

estados localizados. Nota-se que o valor da energia ressonante é igual ao valor do
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dimero e€4. Este fato é facilmente notado na matriz de transferéncia para o caso

eletronico é:
(E—e) _tiig

T, = 41 ZRES]

1 0

Para F = 0.8 o termo E — ¢; sera nulo para os sitios do tipo A, de tal forma
que, para dois sitios consecutivos deste tipo, o produto das matrizes de tranferéncia
serd igual a —I, mostrando que os dimeros do tipo A nao espalham a funcao de
onda com energia F = €4, apenas alteram sua fase.

Para obter nossos resultados utilizamos calculo numérico computacional feitos
através de softwares criados em linguagem C e FORTRAN.

Um outro mecanismo utilisado para extrair informacao foi o cdlculo da den-
sidade de estados (DOS). Ziman [54] mostrou que a dependéncia da densidade de
estados e do expoente de Lyapunov com a energia estdo diretamente relacionadas
com a forma da distribuicao da desordem. Utilizando o Método de Dean calculamos
numericamente a DOS para uma cadeia com N = 10° sitios e J4 = 1.5 e Jg = 1.0.

A figura 2.1 mostra a DOS para (a) o caso dimerizado e (b) para o caso
aleatorio sem correlagao, onde os valores de J assumem apenas dois valores possiveis,
no caso J4 = 1.0 e Jg = 1.5, distribuidos aleatoriamente ao longo dos sitios da
cadeia com a mesma distribuicdo de probabilidade para ambos. Diferentemente
do caso dimerizado, a desordem tipo par-aleatério nao apresenta o vinculo de que
os valores de Jp precisam vir aos pares, descaracterizando assim qualquer tipo de
correlacao.

Se comparado com o caso nao correlacionado,o gréfico da figura 1.2(a) ap-
resenta uma reducao na flutuacao préximo a regiao de energia £ = 1.0. Isto é

um indicio de que os estados com este valor de energia sao de natureza estendida.
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Figura 2.1: Densidade de Estados para (a) uma cadeia com desordem dimerizada,
comJys=15¢e Jg=1.0e N =10° Se compararmos com a DOS para uma cadeia
desordenada sem a corelagdo (b) vemos uma redugio na flutuacao na regido préxima
a energia F = 1.0.

DOS
T
|

Figura 2.2: Densidade de estados de 1 mégnon em cadeia sem desordem (J = 1.0).
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@ (b)
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Figura 2.3: Expoente de Lyapunov para cadeia dimerizado (a) e ndo correlacionada
(par-aleatério) (b). Em (a) temos que o expoente de Lyapunov vai a zero préximo
de E = 1.0, comprovando a existéncia de estados estendidos no centro da banda.

Podemos chegar a esta conclusdo quando comparamos este resultado com o grafico
da DOS para o caso puro (figura 2.2). Vimos que para este caso a DOS nao possui
flutuacao, de forma que a particularidade encontrada na figura 2.1(a) mostra um
comportamento tipico de uma cadeia ordenada, ou seja, apresenta estados estendi-
dos.

A fim de confirmar nossa hipdtese inicial, calculamos entdo o expoente de
Lyapunov para as mesmas cadeias, como é mostrado na figura 2.3.

Novamente a regiao proxima a energia ' = 1.0, para o caso dimerizado,
apresenta uma diferenca de comportamento em comparagao com o caso nao correla-
cionado. Neste ponto o expoente de Lyapunov vai a zero, caracterizando a existéncia
de estados estendidos nesta regiao de energia.

Assim como foi feito para o caso eletronico, vamos analisar o comportamento
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da matriz de transferéncia relacionada com os sitios dimerizados. Suponha que o
spin em [ — 1 seja conectado ao spin do sitio [ pela constante de troca J;_;; = Jp.
Devido & imposi¢cao da correlacao, o mesmo vai ocorrer entre os sitios [ e [ + 1, ou
seja, Ji41 = Jp. Assim, a matriz de transferéncia 7T; sera:
_ Jp=2 _ JB
C Ay 1+ Tn

T, = = In (2.38)
1 0 1 0

para € = Jpg, a matriz 1} fica da forma:
T, = (2.39)

Assim como no caso eletronico, a matriz de tranferéncia 7; ird modificar apenas
a fase da funcao de onda, ou seja, nos sitios dimerizados a funcao de onda nao é
espalhada, impossibilitando a existéncia de estados localizados para essa energia.
E importante ressaltar que em cadeias ferromagnéticas 1D desordenadas ex-
istem estados estendidos também para E' = 0, independente da grau e do tipo de
desordem. Isso pode ser facilmente observado na figura 2.3. O expoente de Lya-
punov se anula para este valor de energia em ambos os casos. Isso ocorre por que,
nessa faixa de energia, o comprimento de onda é muito grande, de forma que a funcao
de onda nao chega a perceber a presenca da desordem. Os estados estendidos de 1

magnon gerados pela presenga dos dimeros nao tem relacao com este fato.
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2.4.2 Caso Dinamico

Aqui investigaremos o efeito da correlagao tipo dimero no comportamento dinadmico
dos estados de 1 magnon. O estudo da dinamica de ondas de spins foi realizado por
Evangelou e Katsamos [39] em cadeias com desordem ndo correlacionada que obe-
decem uma distribui¢do de probabilidade normalizada tipo lei de poténcia P(J) =
(1 —6)J %, onde os valores de J pertencem ao intervalo (0,1). A partir do célculo
do desvio médio quadrético o?(t), foi possivel estimar o alargamento do pacote de
onda no tempo e foi constatado que, se a distribuicao de probabilidade para os
acoplamentos tem primeiro momento (< 1/J >) ndo divergente, o desvio médio
quadratico apresenta, para tempos longos, comportamento temporal super-difusivo,
ou seja, o2(t) o t¥/2. Para tempos curtos a dinamica é balistica (0%(t) o #?) ja que
neste intervalo de tempo o pacote ainda nao expandiu o suficiente para ”sentir’a
presenca da desordem. Portanto, a difusao balistica estd associada a auséncia de
desordem.

O desvio médio quadratico do méagnon é calculado através da integracao

numérica da equagao de Schrodinger dependente do tempo:
.d
i—|0(t) >= H|o(t) > (2.40)

onde H é o hamiltoniano de Heisenberg (2.2) e i = 1. Utilizando a expansdo (2.12),

podemos escrever a equagao (2.40) da forma:

dfa(t)
dt

?

= (Jn,n—l—l + Jnfl,n)fn(t) - Jnfl,nfnfl(t) - Jn,n+1fn+1(t) (241)

Esta equacao diferencial pode ser resolvida numericamente através do algoritimo

de Runge-Kutta de quarta ordem com incrementos de tempo iguais a 0,01 cujo
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Figura 2.4: Comportamento dinamico do desvio médio quadratico o?(t) para (a)
desordem dimerizada e (b) desordem nao correlacionada. A presenca de dimeros
nao altera do comportamento dindmico do pacote.

erro estimado é da ordem de 1078, Este algoritimo é suficientemente rapido e nos
permite realizar calculos para cadeias com até N = 10*. O estado inicial consiste
de uma excitagdo no spin localizado no sitio central (|¢(t = 0) >= |N/2 >) relativo
ao estado fundamental, ou seja, a funcao de onda é uma delta centrada no sitio
N/2. De forma iterativa, o algoritimo de Runge-Kutta calcula as amplitudes de
probabilidade f, apds cada incremento de tempo. A partir desses resultados, o

desvio médio quadratico é obtido através de expressao abaixo:
o*(t) =Y (n—no)*fult) f1 (1) (2.42)
n

onde ng é a posicao média do magnon em cada instante de tempo.

Como foi mostrado anteriormente, a presenca de dimeros na cadeia faz surgir
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auto-estados estendidos na centro da banda. Levando em consideracao este fato, é
possivel que o comportamento dinamico da cadeia estudado aqui apresente uma
pequena diferenga em comparacao com o caso nao correlacionado obtido em [39], j&
que auto-estados estendidos estao relacionados a falta de desordem, que por sua vez
leva a um comportamento balistico. Os resultados obtidos (figura 2.4) mostram no
entanto um comportamento semelhante para ambos os casos.

Apesar da presenca de dimeros na cadeia, o comportamento dindmico nao
foi alterado, mostrando que o regime de difusdo do magnon depende apenas da nao
divergéncia de < 1/J >. Como nossa cadeia possui apenas dois valores permitidos
para as contantes de troca (J4 = 1.5 e Jg = 1.0), temos um valor aproximado para

< 1/J > de 1/1.167 = 0.857, o que esta de acordo com os resultados em [39].
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Capitulo 3

Excitacao de 2 Magnons em

Cadeilas Desordenadas

3.1 Interacao Entre Magnons

O estudo dos estados de 2 magnons leva em consideragao um elemento nao presente
no caso de 1 magnon: A Interacao. Como foi elucidado no capitulo de introdugao,
sabe-se que a interagdo entre elétrons tem relevante contribui¢do no comportamento
de sistemas eletronicos, pois pode induzir também uma transicdo metal-isolante.
Para o caso magnético, a interacao entre as ondas de spin desempenha um pa-
pel importante na determinacao das propriedades termodiamicas dos materiais em
baixas temperaturas e o estudo deste elemento pode trazer novos resultados para o
campo da matéria condensada.

Estudos pioneiros sobre os efeitos da interagoes entre ondas de spins em
cadeias unidimensionais foram feitos por Bethe [55], mostrando que, além das ondas

nao-interagentes de Bloch, existem excitagoes nas quais um bloco de dois ou mais
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spins desviados transladam juntos pela cadeia (estados ligados). O método utilizado
por Bethe, no entanto, nao era de facil aplicacao para o modelo tridimensional. Mais
tarde, um novo método foi utilizado por Holstein e Primakoff [56]. Considerando a
acao de um campo magnético externo, eles adotaram um determinado conjunto de
coordenadas para descrever os estados quanticos que transformava o hamiltoniano
em duas partes: uma quadratica em amplitude, relacionada com o comportamento
nao interagente das ondas de spin, e uma outra de ordem superior, consequéncia dos
efeitos da interacao.

Utilizando um conjunto de vetores nao ortogonais para representar os estados
das ondas de spins, Dyson [57] constatou a existéncia de dois tipos de interagao: A
Cinematica e a Dinamica. A primeira ocorre por razoes estatisticas, em decorréncia
do fato de haver um niimero limite (25) de spins desviados associados a cada sitio.
Devido a este fato, um possivel crossover entre as fungoes de onda de desvio tinico
proporciona a acao desta interagao. Como consequéncia da existéncia da parte nao
diagonal do hamiltoniano (2.2), surge a intera¢do Dinamica. Dyson mostrou que,
no limite de comprimentos de onda longos, os termos ndo diagonais sdo quase nulos,

de forma que os magnons passam a agir em um regime quase nao interagente.

3.2 Auto-Estados de 2 Magnons em Cadeias Or-
denadas: Estados Ligados

Desvios gerados em dois spins de uma cadeia ferromagnética a partir do seu estado
fundamental gera o estados de 2-méagnons. Um tratamento analitico destes estados
é possivel, por exemplo, para uma cadeia pura, onde a constante de troca (J) é a

mesma para todos os pares de spin da cadeia. Um estudo deste sistema foi feito por
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Reklis e Drumbheller [58]. Para representar os auto-estados, foi utilizado o conjunto

de vetores abaixo:

|y >= N_1/2Zeikm|m,m+r > (3.1)
m=1
onde o indice r é a distancia entre os spins desviados (r = 1,2,...,1/2(N — 1)) e

|m, m + r > representa o estado com desvio nos spins dos sitios m e m + r.

Esta base adota o conjunto de numeros quanticos k e r para descrever os
auto-estados. Esta escolha possibilita um método de diagonalizacao em blocos do
hamiltoniano, onde para cada valor de k£ temos um bloco que é representado pela

matriz abaixo:

( 2 14+et \
1+ et 0 14e%*

1 +eik
H,

1+e ik
1+eik 0 1+e—ik:
\ e e

onde F' = (—1)"2cos(1/2k). Nota-se que existem N valores de k, com (N —1)/2
estados para cada valor, o que gera o nimero correto de estados. Para cada valor
de k temos um estado ligado. Podemos verificar por exemplo o caso particular de
k = m, onde verifica-se facilmente que os elementos nao diagonais de H; e o termo
F' sao nulos, tornando a matriz diagonal. O autovalor 2 é nao degenerado e estd
associado ao estado de r = 1, caracterizando assim um estado ligado. Os outros

auto-estados sao degenerados, com autovalor 0.
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Figura 3.1: Autovalores de H; como fun¢ao do momento total (k) para uma cadeia

fechada de 31 sitios

Se calcularmos os autovalores de H; para os demais valores de k£ obtemos

o grafico mostrado na figura 3.1. A escolha da base utilizada aqui possibilita uma

identificagdo mais clara dos demais estados ligados, que sao representados pelos

estados de maior autovalor para cada k. Para a regiao de baixa energia a distin¢ao

entre os estados ligados e os demais nao é muito clara. Uma melhor visualisacao pode

ser feita através da distancia média entre os spins desviados nos estados ligados de

cada k, como mostrado na figura 3.2. Nota-se que para £k = 0 o bloco de spins unidos

que caracteriza tais estados possui uma distdncia média de N/4. Esta distancia

diminui a medida que k se aproxima de 7, onde adquire valor unitario.
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Figura 3.2: Distancia mmédia entre os spins desviados dos estados de maior auto-
valor como fun¢do do momento total (k) para N = 101.

3.3 Auto-estados de 2-Magnons em Cadeias Des-
ordenadas

O principal objetivo deste capitulo é estudar o comportamento estatico e dinamico
das excitacoes de 2-magnons em cadeias ferromagnéticas desordenadas. Vamos
acrescentar desordem na cadeia e determinar uma relagdo de recorréncia para obter
os auto-estados. Com o mesmo formalismo matemédtico utilizado no estudo de 1
magnon, vamos sugerir uma funcao de onda para escrever os auto-estados como
uma combinacao linear de vetores da forma:

|Gnins >= Sy, Syl do > (3.2)

niy—"n2

onde S, e S, sao operadores que promovem um desvio nos spins dos sitios n; e

ng, € |¢py > representa o estado fundamental da cadeia ferromagnética. Para desvios
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ocorridos em sitios vizinhos podemos substituir os indices por n e n 4+ 1. Vamos

portanto escrever os auto-estados da forma:
W) >= QSNZfl,k‘(bl,k > (33)
Lk

onde f;; representa a amplitude de probabilidade de ocorrer desvios nos sitios [ e &
simultaneamente.

A equacao de Schrodinger independente do tempo toma a forma

V2SN Z fl,kH|¢l,k >= EV25N Z fl,k|¢l,k > (34)
Lk Lk

Fazendo H|¢,, > separadamente e tomando de inicio desvios em sitios viz-

inhos, ou seja, [ = n e k = n + 1 resulta em:

N
H|pppi1 >=— Z Jz,l+1§l . §l+1(5551?+1)\¢0 > (3.5)

=1

Utilizando as relagoes (2.4) temos:

N
1 _ _ e
Hlppni1 > = — Z T [SPSF + E(SELSHl + S, SIS, Spaléo >

=1

N N
1
= - Z J1g+187 SE1Sy Spyaldo > ~5 Z Joi15 814150 Spyaldo >
=1

=1
- AN 7
s s

Q1 Q2

N
- Z Jiie1S; 81150 Sppaldo > (3.6)

=1
-

-’

~”

Q3
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Resolvendo cada somatoério separadamente:

n—2
Qi = =Y JunSiSinlbnnit > —Jn-10Sn_1Silbnnit > —Inni157Si 1 |Snnit >
=1
N
—Jni1m285 1 Ss2| b1 > = Y T SiSi b > (3.7)

l=n+2

onde os operadores que estao nos somatérios irao agir apenas nos spins nao desvia-

dos, retornando assim o autovalor S. Das relagbes (2.4) encontramos:

n—2 N
Ql = - Zt]l,l+ls2|¢n,n+1 > = Z Jl,l+182|¢n,n+1 > _Jnfl,n(S2 - S)|¢n,n—|—1 >
N =1 l=n+2 P
Q)
_Jn,n+1(5 - 1)SZS;S;+1|¢O > _Jn+1,n+2(82 - S)|¢n,n+1 > (3'8)

Aplicando novamente as relagoes (2.4) para o terceiro termo:

Ql = Q,1 - (Jn,n—l—l + Jn+1,n+2)(52 - S)|¢n,n+1 >
—Jun+1(S = 1)(S, S — S5)Spialdo >
Ql = Qll - (Jn,n+1 + Jn+1,n+2)(52 - S)‘¢n,n+1 > _Jn,n+1(S - 1)2|¢n,n+1 >

Ql = Q1 - (Jn—l,n + Jn,n—l—l + Jn+1,n+2)52‘¢n,n+1 >

+(Jn—1,n + 2Jn,n—|—1 + Jn+1,n+2)S|¢n,n+1 > +Jn,n+1‘¢n,n+1 > (39)

somando os dois primeiros termos obtemos a energia do estado fundamental,

— S J11415% bnmi1 >= Eo|énny1 >. Fazendo S = 1/2, obtemos finalmente Q;:

1
Ql = E0‘¢n,n+1 > +§(Jn—1,n + Jn+1,n+2)‘¢n,n+1 > (310)
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Das relagbes (2.4), podemos escrever ()» da forma:
1 N
Q2 = D) Z J15) 5, 814195110 >
1=1
1 N
= - > J1+1(25761m + Sy S )S11 Sia b0 > (3.11)
=1
onde, para [ = n:
| X
Q2 = —Jnni1S, — Sy — |do > ~3 Z Jii1S, SiSp 1 S| do >
1=1
1
Q2 = —Jnus1S, — S; — |do > —5 Z Ji1+1285, 57 0115741 | do >
1=1
L
D) > 1Sy S St S lgo > (3.12)
I=1
Sabendo que S, 1S, 1[¢o >=0e S;"S,;[¢o >= 0, encontramos:
X
Q2 =—5 > J128, Si6in 185 |60 > (3.13)
1=1
Entao, para [ = n + 1, obtemos para o somatério (Qs:
Q2= — n+1,n+QS;SZ+ISn_+2|¢0 >= —Jnt1,0425|Onnro > (3.14)

Da mesma forma que foi feito para (J2, vamos reescrever Q3 utilizando as
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relacoes (2.4):
1< 1<
Qs = =5 D D2 i1 Sl do > =5 D Juna Sy S, 5518 lde > (3.15)
=1 1=1
Para [ + 1 = n, e usando novamente as relagbes (2.4), temos:

N
vz 1 —a—9az
Qs = ~Jn1nS1SiSunlbo > =5 D S Sy Sy 25710t nl do >

=1

N
1
-3 > Ji+1S; Sy Spy1 Sifaldo > (3.16)

=1

Sabendo que S; S, | >= 0 e Sj1|¢o >= 0, o termo para | +1 =n+ 1 fica:
Q3 = _Jn—l,nS;_lsyzLSy:+1‘¢0 >= Jn—l,n5|¢n—1,n+1 > (317)

Substituindo (3.10)(3.14)(3.17) em (3.6) e fazendo S = 1/2 temos finalmente que:

1
H‘(bn,n—f—l > = EO|¢n,n+1 > +§(Jn—1,n + Jn+1,n+2)‘¢n,n+l >

1 1

_§Jn+1,n+2|¢n,n+2 > = §Jn—1,n

Pn—1nt1 > (3.18)

Com este resultado, a equagao de Schrodinger fica:

1
EO Z fl,k|¢n,n+1 > +§ Z fl,k(Jn—l,n + Jn+1,n+2)|¢n,n+1 >
L,k L,k

1 1
_5 Z fl,kJn+1,n+2|¢n,n+2 > _5 Z fl,kJnfl,n‘¢nfl,n+1 >
I,k L,k

=EY  fuk

1k
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Como o célculo foi feito apenas para desvios em sitios vizinhos, alguns termos do
somatorio sdo nulos. Excluindo estes termos podemos escrever (3.19) na forma de

um sistema de equacgoes do tipo:

1 1
Efn,n—H = EOfn,n—l—l + _(Jn—l,n + Jn+1,n+2)fn,n+1 - _Jn+1,n+2fn,n+2
2 2
1
_5 n—l,nfn—l,n-l—l (320)

E finalmente:

(Jn—l,n + Jn+1,n+2)fn,n+1 - Jn+1,n+2fn,n+2 - Jn—l,nfn—l,n—l—l = 26fn,n+1 (321)

onde e = E — Ej é a energia de excitagao.
Resta obter a equacao para o caso onde os desvios ocorrem em sitios nao
vizinhos, ou seja, ny # ny + 1. Assim como foi feito para o caso anterior, calculamos

inicialmente H |¢y, », > € substituindo em (3.4) obtemos a equacdo desejada:

N
1 _
H|¢n1,n2 > = _Z‘Il,l-H[Slelz—l—l + E(SI_FSI—H + S l—|—1)] ni n2|¢0 >

=1

= _ZJll+ISl SH—I n1 n2|¢0 >__ZJlH-IS Sl+1Sn15n2|¢0>

o=t N )
b %
N
=) J415; 5150, Sy |60 > (3.22)
=1
o

Departamento de Fisica - UFAL



3.3 Auto-estados de 2-Mégnons em Cadeias Desordenadas 47

Calculando separadamente cada somatorio, obtemos:

ni—2 no—2
2 Q2 2 Q2
Q4 = - E , Jl,l-l-lSl Sl+1|¢n1,n2 > = E : Jl,l-l-lSl Sl+1|¢n1,n2 >
=1 I=ni1+1

N
Z Q7 Z z
- E : Jl,l-HSl Sl+1|¢n1,n2 > _Jm—l,nl n1—15n1|¢n1,n2 >

I=no+1
z Qz z z
_Jnl,n1+1Snlsn1+1‘¢n1,n2 > _Jn2*1,ﬂ28n2—18n2‘¢n1,n2 >

_an,n2+1sizsrzzz+1|¢n1,n2 > (323)

na qual, o operador S7, quando age sobre um spin que nao sofreu desvio de seu

estado fundamental, retorna autovalor S. Assim:

ni—2 ng—2 N

Qi = D Jus1SPbnm > — D Jus1SP b > — > Jus1S b >
=1 I=n1+1 l=ns+1
_(Jm—l,m + Jnl,n1+1)S(S7;1‘s7Zzl - S;I)S;Z‘(ﬁo >
_(J”2_1y’n2 + Jn25”2+1)S(S’;QS’IZLQ - S';Q)S'r:1 ‘¢0 > (324)
ny—2 nag—2 N

Qs = Z Jl,l+182|¢n1,n2 > = Z Jl,l+ls2‘¢n1,n2 > = Z Jl,l+182|¢n1an2 >
=1 l=n1+1 I=na+1

_[(Jn1—1,n1 + Jn1,n1+1 + Jn2—1,n2 + an,n2+1)52]|¢n1,n2 >

+[(Jn1—1,n1 + Jm,m-f—l + Jm—l,nz + an,n2+1)S]|¢ﬂ1,n2 > (3'25)

O segundo termo completa o somatdério, tal que — Zz]il 114152y ns >= Folbnymy >-

Temos portanto:

Q4 = EO‘(bnl,nz > +[(Jn1*1,ﬂ1 + Jnl,n1+1 + anfl,nz + an,n2+1)S]|¢m,n2 > (3'26)
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Para ()5, podemos escrevé-lo da forma:

1 N
Qs = _§ZJ1,,+15 [Sp, Sy St b0 >

N
1
= =0 Y (2870 + 52,515,510 >

=1

= —le 14157 01,0y Sy, S| do > ——ZJl 14157, 8; S, S0 > (3.27)

=1

Fazendo | = n;:

N
@5 = —Jnini+155, 50, Sm 41100 > — ZJUHS S Sy Siz1 |60 >

N
= _Jnl,n1+1SleS;QST:1+1|¢O > = Z Jlal+1Slz6l;"2SV;1Sl:—1|¢0 >

=1

N
1
—EZJZ,MS S S, S lbo > (3.28)
=1

e, repetindo o procedimento para [ = ng:

Q5 - J’n1,n1+18|¢n1+1,n2 > _an,n2+ls‘¢n1,n2+l >

N N
1 1
—3 E J11+1257 6114155, | do > —3 E_ J11418,, 5715 [do > (3.29)

=1

Os dois somatérios sao nulos. Temos portanto:

Q5 = _Jnl,n1+15‘¢n1+1,n2 > _‘]77,2,77,2+IS|¢711,’I7,2+1 > (330)
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O calculo de Qg é semelhante:
1
Qs =—35 D T (2SF 0 1ny + Suy 1) S Sy 0 > (3.31)
=1

onde, fazendo ny = [ + 1 temos:

QG = _Jn1—1,n1 7:1 1 n1 n2|d)0>__z‘]”+1 SH-lS Sﬂz‘¢0>

= —Jn—1m 50150, Sy P0 > — 5 E J11415F 110141055 Sy, [0 >
=1

N
1
-3 > TSy Sy, S, it > (3.32)

Sabe-se S}, |¢o

>= 0, dessa forma o tltimo somatério se anula. Fazendo entao

ny = [+ 1 temos:

Qﬁ = —Jnl,n1—15’|¢m,1,n2 >_Jn2*1,"2 7;2 1 n1 n2|¢0>

= _Jn17n1 - 1S|¢n1—1,n2 > _Jng—l,n25|¢n1,n2—l > (333)

A equacgao de Schrodinger fica:

EO Z fl,k‘gbnl,ng > + Z fl,k(Jnl—l,nl + Jn1,’n1+1 + an—l,nz + Jng,ng—f—l)s‘(bnl,nz

1k 1k

- Z Sredni i +15|bni 4100 > — Z JieTnsna+15| by a1 >

L,k L,k
- Z fl,kJn1,n1—IS|¢n1—l,n2 > — Z fl,k‘]ng—l,n25|¢n1,n2—l >
Lk Lk
=F Z fl,k‘(ﬁmma > (334)
I,k
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Para S = 1/2 e considerando apenas os termos nao nulos dos somatérios, podemos

escrevé-lo como um sistema de equagoes da forma:

2€fn1,n2 = (‘]nlfl,nl + Jnl,n1+1 + anfl,nz + Jm,n2+1)fn1,n2 - Jm,n1+1fn2,n1+1

_‘]n2,n2+1fn1,"2+1 - Jm,mflfnz,m*l - anfl,ﬂzfm,nz*l (335)

A relacao de recorréncia para 2 magnons é portanto dividida em duas partes:
a equacao (3.21), que se aplica aos desvios ocorridos em sitios vizinhos, e (3.35),
quando os desvios ocorrem em sitios nao vizinhos. Desta forma podemos obter os

estados estacionarios dos estados de 2 magnons em cadeias desordenadas em sua

totalidade.
Para as duas situagoes acima, temos que ny > ny, comn; =1,2,3,..., N—1
eny = 2,3,4,..., N de forma que, para uma cadeia fechada, o nimero de coeficientes

frims € de N(N —1)/2.

3.4 Resultados - Caso Estacionario

A partir da equagao de recorréncia, varios métodos podem ser empregados para
se obter as mais diversas quantidades. Em nossos estudos utilizamos o método da
Diagonalizacao Direta, onde o sistema 3.35 é resolvido computacionalmente e as
amplitudes de probabilidade sao obtidas de forma exata através de um algoritmo
de diagonalizagao de matrizes. Apesar da boa precisao dos resultados, o custo
computacional deste algoritmo é alto. Como as matrizes do problema de 2 magnon
possuem dimensdo N(N —1)/2 x N(N —1)/2, torna-se inviavel realizar simulacoes
de cadeias grandes. Além do mais, estamos tratando de sistemas desordenados, o

que se faz necessario adotar um emsemble de amostras para se obter um resultado
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médio do comportamento. Apesar disso, tal método foi adotado pois possibilita a
obtencao dos coeficientes da funcao de onda dos estados estaciondarios, necessarios
para a obtencao de quantidades importantes para a caracterizacao da natureza dos
estados de 2-méagnons.

As cadeias aqui simuladas apresentam desordem do tipo ”par aleatério”,
onde as constantes de troca (J,, n,) assumem apenas dois valores permitidos J4 e
Jg, distribuidos aleatoriamente sobre os acoplamentos da cadeia, com probabilidade
p e 1 — p respectivamente. Em todos os resultados apresentados, foram utilizados
valores de J4 = 1.0 e Jgp = 2.0, ambos com a mesma probabilidade p = 1/2, em um
emsemble de 1000 amostras para as cadeias com N = 21, 500 amostras para N = 41

e 250 amostras par N = 81.

3.4.1 Distancia Média

Uma das medidas calculadas foi a distancia média d entre os spins desviados, a qual

para um dado auto-estado é definido por:

N-1 N
dn = 30 30 Im =l < bnsa b >

ni=1ns=ni+1

N-1 N
= > D, Ini—nellfuml (3.36)

ni=1ns=ni1+1
A figura 3.3 mostra a distancia média d(E) entre os spins desviados, levando-
se em consideracao todos os auto-estados com energia dentro de um pequeno inter-
valo centrado em E. Em cadeias com condicoes de contorno abertas, a distancia
média aproxima-se de um valor constante de (d), = N/3, enquanto que para cadeias

com condigdes periddicas de contorno, isto reduz para (d), = N/4. A figura 3.3 exibe
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Figura 3.3: Distancia médio dos magnons nos auto-estados de 2 magnon para cadeia
aberta (C. A.) e cadeia fechada (C. F.). A distancia média se mantém praticamente
constante em toda a banda

esta tendéncia mas com certas correcées de tamanho-finito ocorrendo em direcoes
distintas para auto-estados de altas e baixas energias. A correcao de tamanho finito
para distancias maiores, observada em estados de alta energia em cadeias finitas, é
devida principalmente ao fato de nao ser permitido desvios duplos no mesmo sitio.
Por outro lado, a correcao para pequenas distancias, observada em estados de baixa
energia, surge de uma contribuicao de estados ligados remanescente na regiao de
baixa energia. O cruzamento em torno de E = 2 representa o limite da banda de
estados ligados.

Podemos estimar os resultados obtidos aqui de forma analitica se consider-
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armos uma cadeia muito grande, tal que o somatorio possa ser substituido por uma

integral. A expressao para a distancia média entao fica:

N N
dm = / dn1 / dTLQ(TLQ — n1)|fm,n2\2 (337)
0 ni

sendo ny > n; podemos retirar o sinal de moédulo se a ordem dos termos da subtracao
for mantida da forma acima.

Para uma cadeia muito grande, é esperado que a distancia média entre os
spins desviados possa ser calculada assumindo que estes sao localizados em sitios
aleatorios. Este aspecto reflete o fato de que estados localizados de 1-méagnon,
com uma energia particular, podem estar em distancias arbitrarias. Como estamos
tratando de uma média sobre muitas amostras, esta consideracao nos possibilita
adotar a hipdtese de uma ”funcao de onda média”’estendida e uniforme, de forma a

termos:

1
| farme|* = C = (3.38)

fON dn1 frﬁ] an

onde a integral dupla do denominador representa, dentro da aproximagao feita, a

dimensao do espago de vetores |¢,, », >. Substituindo (3.38) em (3.37):

fON dn1 fnj\lf d’I’LQ (’I’Lg — nl)
fON dnl fn]\ll an

= (3.39)

Calculando inicialmente para uma cadeia sem condicoes de periodicidade, a distancia
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média é dada de uma forma tnica para qualquer par de indices n; e no:

2 77,2

N N 1 2
d Jo dny [ dna(ns — 1) Jo i o N m

fON dm fn]\l] d’l’LQ fON dnl[N — nl]
N*/2— N3®/2— N*/6+N*/3 _N*/6 N (3.40)
N2 — N2/2 - N2/2 3 '

Vemos portanto que nossas suposi¢oes estao de acordo com o resultado encontrado
para cadeia aberta.

Utilizando o mesmo raciocinio, podemos fazer o mesmo célculo para a cadeia
com periodicidade, sendo que aqui teremos que impor na expressao esta condicao.
Para isso iremos dividir a integral em trés partes. A figura 3.4 ajudara a compreender
o raciocinio: os termos da integral pertencentes as regioes 1 e 2 apresentam distancias
menores que N/2, portanto o cdlculo da distancia para os pares n; e ny presentes
nesta regiao sera mantido. Ja na regiao 3 a distancia dos méagnons é sempre maior
que N/2. Como a distancia pode ser medida em dois sentidos, escolhemos o menor
entre os dois valores, desta forma, se mantivermos a mesma expressao para essa
regido, ndo estaremos utilizando o valor adotado. Portanto, a integral na regido 3
deve ser separada das demais e a expressao da distancia passa a ser N — (ny — ny),

temos entao:

fN/Z dny fn]\ll/ﬂnl dna(ny —my) f]\];]/Q dny fn]\j dna(ny — my)

dp = =
fON dTLl fn]\f d’l’LQ fON dn1 fn]\lf dTLQ
foN/Q dny n]Y+N/2 dna[N — (ng — n1)]
e/ =R, + R, (3.41)
fO dn1 fnl dn2
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n1
N N
2)
N2
ORENE©
0 N/2 N h,

Figura 3.4: Diagrama que ilustra as imposicoes nos limites de integracao devido &
presenca de condigoes periddicas de contorno

onde R; contém os dois primeiros termos, que pertencem as regioes 1 e 2, e Ry o

terceiro, pertencente a regiao 3. Calculando cada termo separadamente:

fN/Q dn, fnZY/QMI dny(ngy — ) f]f,\;z dn, fnj\j dns(ne — nq)

R, = =
1 Jo dn [ dn Jy dn [ dn
(3.42)
R foN/Q dn1N*/8 + flf/\;z dm[n] — Nny + N?/2)]
1 =
fON dnl[N — nl] fON dn1 [N — 7'L1]
N3/16 N3/48 N N N

N2_—N2/2  N2—N2/2 8 24 6
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S dm [y dnalN = (ng =m0)] (2 4y [N?/8 — n2/2)

fON dn1 fnj\f an fON dn1 [N — nl]
N3/24 N
- N2-NZ)2 12 (3.44)
Temos portanto que:
N N N

Para ambos os casos nossas suposi¢oes foram satisfatérias, de forma que, se fosse
possivel diagonalizar matrizes ainda maiores, esta estimativa estaria ainda mais

proxima dos resultados simulados.

3.4.2 Numero de Participacao

A fim de se estudar a distribuicao espacial dos estados de 2-mdagnons, calculamos a

participagao de cada auto-estado, definida como:

p= ! (3.46)

I .
an,nQ |fn1,n2 |4

Para ilustrar a relagao existente entre a participagao e o grau de localizagao,

vamos analisar o caso de uma cadeia pura, onde todos os estados sao estendidos e

1
ossuem amplitudes de probabilidade iguais a = . Se calcular-
p p p g Jnima NV D)2
mos a Participacao para este caso teremos:
1 1 N(N -1
Zn17n2 ‘nt;nZ | ZN_I N

M=t Znasnt N (N — 1) /2]

Vemos portanto que P esta relacionada com o numero dos pares de sitios
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Figura 3.5: Razao de Participagao para os auto-estados de 2 mégnons. Em E = 0 os
estados sao estendidos. Para valores maiores de energia, P(E) diminui, evidenciando
a existéncia de estados localizados.

2P(E)IN(N-1)

onde ha probablidade nao nula de haver desvios. Como a funcao de onda em estados
estendidos encontra-se espalhada por todos os possives pares de sitios da cadeia, a
Participagao é da ordem da dimensao do espaco de Hilbert. A medida que os estados
sao localizados, uma quantidade menor de pares de sitios apresenta probabilidade
nao nula de sofrer um desvio no spin, consequentemente a Participacdo para estes
estados é menor.

Na figura 3.5 temos a participagdo média P(E) normalizada, levando-se em
consideracao todos os estados dentro de uma pequena janela centrada em E. Para

estados estendidos a participaciao deve escalar com N?. Os estados com compri-
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mento de localizagao menores que o tamanho da cadeia possuem participacao que
independe do tamanho da cadeia. Nossos resultados mostram que os estados de
altas energias sao bem localizados, apresentando um comprimento de localizacao
curto, sendo maior para estados de baixa energia. O colapso de dados de cadeias
de tamanhos distintos para pequenas energias de excitagdo indica que o compri-
mento de localizacdo em uma cadeia infinita é maior que o tamanho das cadeias

consideradas.

3.4.3 Extensao Espacial

Para melhor caracterizar esta distribuicao espacial dos estados de 2-mégnon na
cadeia ferromagnetica desordenada, calculamos a funcao estensao espacial definida

por:

N-1 N
(=Y Y Fum PV (= <0 )2 — (ny— <0 >z (3.48)

ni=1ns=ni+1

onde

N-1 N
<niy >= Z Z 112 | fry mo|? (3.49)

ni=1ns=ni1+1
o qual fornece a medida do alargamento da fun¢ao de onda no plano n; x ny. A ex-
tensao espacial média £(E) de todos os estados de 2-mégnon em uma pequena janela
centrada em E é mostrada na figura 3.6. Estes resultados mostram claramente que
os estados de 2-magnons de altas energias possuem uma extensao espacial relativa-
mente pequena e que condicoes periddicas de contorno implicam em estados menos

localizados. Esta tendéncia foi também evidenciada nos resultados da participacao.
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Figura 3.6: A Extensao Espacial apresenta um comportamento semelhante ao da
Participagao, pois tais quantidades sao similares. Aqui comprovamos um aumento

do grau de localizacao com o aumento da energia.

O colapso de dados em baixas energias refor¢a a larga extensao espacial dos estados

menos energéticos, com £(E — 0)/N ~ 0.3.

3.4.4 Correlacao

A interacao efetiva entre os spins desviados nos estados de 2-magnons pode ser

numericamente estimada pelo calculo da funcao de correlagao de 2-pontos para cada

auto-estado, escrita como:

C(E) =<mng > — <ng ><mng>
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onde < n; > e < ny > sao os valores médios de n, e ny respectivamente, dados pela

expressao (3.49), e < nyny > é dado por:

N—-1 N
< NiNg >= Z Z ny - n?‘fnl,n2|2 (351)

ni=1ns=ni1+1

Fazendo uma estimativa analitica, da mesma forma que foi feito para a
distancia média, podemos ter uma nocdo de grandeza desta quantidade, que vai
nos ajudar na andlise dos resultados. Para isso vamos levantar as mesmas consid-
eracoes utilizadas anteriormente.

Calculando primeiramente para um estado estendido, onde as amplitudes de
probabilidade sao iguais para todos os pares de sitios em uma cadeia suficientemente

grande, podemos escrever:

fON dn1n1 fn]\ll dn2 _ fON dnlnl(N — 7’1,1)

<n > =
fON d’l’Ll fnj\lf dn2 fON dn1 (N — 711)
N3/2 —N3/3 N
W =< (3.52)
<y > fON dn, fnj\j dnang _ fON dni(N?/2 —n2/2)
foN dny fnl\lf dny foN dni (N —ny)
N3/2 —N3/6 2N
% -2 (3.53)
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Figura 3.7: Correlagdo em fun¢ao das auto-energias. Os magnons mais energéticos
sao mais correlacinados nas cadeias fechadas que nas abertas.

fON dning fnlf dngny fON dnini(N?/2 —n?/2)

<Ning > =

fON dTLl fn]\l] d’l’LQ fON dnl(N - TL1)
N*/4— N*/8 N2
T .04
N2/2 1 (3:54)

A funcao de correlacao entao fica:

N? N2N N?
C(E) =<ning > — <mng ><ng > 1 33 36 (3.55)

temos portanto que, para estados estendidos, a correlagao apresenta um valor
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grande. Isso estd perfeitamente de acordo, pois o vinculo de ny > m; promove
forte correlagao entre os spins desviados sempre que a extensao espacial da funcao
de onda é grande.

Calculando agora para um estado totalmente localizado no par de sitios n, e
np, podemos escrever a fun¢ao de onda como uma delta d,,, ,,. Os cdlculos seguintes

sao triviais:
<N >=nNg, <No>=nNp < NiNo2 >= NNy

¢ =nagnp —ngnp =0 (3.56)

Aqui, como temos uma clara separagdo espacial dos magons, é razoavel termos uma
auséncia de correlacdo, ja que os magnons ndo interagem entre si.

Na figura 3.7 mostramos a funcao de correlacao relativa, obtida de cadeias
finitas que corroboram as estimativas acima. A correlacdo ((F) foi calculada como
a média sobre todos os estados com energias proximas de E. Como esperado, os
estados de alta energia sao fracamente correlacionados devido a localizacao expo-
nencial. O decaimento da correlacao com a energia é mais lento em cadeias fechadas

que em cadeias abertas.

3.5 Dinamica de 2 Magnons

Na se¢ao 2.4.2 vimos que para uma distribui¢do de desordem com < 1/J > nao
divergente, o pacote de onda de 1 magnon apresentava comportamento dinamico
super-difusivo para tempos longos [39]. Como estamos tratando agora de um caso

com interagao, este novo elemento pode gerar resultados novos para o modelo.
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Por se tratar de um sistema desordenado, recorremos novamente ao em-
prego de técnicas numéricas para obter nossos resultados. Através do algoritimo de
Runge-Kutta de quarta ordem, resolvemos numericamente a equacao de Schrodinger

dependente do tempo para 2 méagnons.
L d
zh%hb(t) >= H|y(t) > (3.57)

onde H é o hamiltoniano (2.2) e () > é o vetor de estado da forma (3.3). Temos
que H|¢p > resulta no sistema de equagbes (3.21) e (3.35). Utilizando ki = 1, a
equagao de Schrodinger entao fica:

dfn(?)

7'7 = (Jn—l,n + Jn+1,n+2)fn,n+1 - Jn+1,n+2fn,n+2 - Jn—l,nfn—l,n—H (358)

para desvios em sitios vizinhos e

dfn(t)
Zn— = (Jnl—l,m + Jn1,n1+1 + an—l,nz + an,nz-l—l)fm,nz - Jn1,n1+1fn2,n1+1

dt
_an,n2+1fn1,n2+1 - Jnl,m—lfnz,m—l - Jm—l,nzfm,m—l (359)

para desvios em sitios nao vizinhos.

O algoritimo de Runge-Kutta nos possibilita o calculo das amplitudes de
probabilidade da funcao de onda apds cada incremento de tempo pré-determinado.
Com estas informacoes foi possivel o calculo das diversas quantidades adotadas em

nosso estudo.
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Figura 3.8: Representacao do pacote de onda assimptdtico em escala logaritmica. As
condigoes iniciais adotadas para a distancia entre os spins desviados foram (a) d = 2
e (b) d = 200, localizados simetricamente ao centro de uma cadeia com N = 400
sitions. A paleta de cores aponta para um decaimento do pacote de ondas tipo lei
de poténcia (ver texto). Em (b) nota-se efeito de colisdo como resultado da regra
de exclusao.

3.6 Resultados - Aspéctos Dinamicos

Como o problema de 2 mdagnons foi desenvolvido aqui em um espaco cujas di-
mensdes aumentam com o N2, as limitacoes computacionais restrigiram o tamanho
das cadeias utilizadas para um valor méximo de N = 800. Como no caso esta-
cionario, as cadeias utilizadas apresentam desordem do tipo par aleatdrio, onde as
constantes de troca J assumem apenas dois possiveis valores J, ou Jpg, distribuidos
aleatoriamente com probabilidade p e 1 — p respectivamente. Em nossas simulagoes
utilizamos J4 = 1.0 e Jg = 2.0 (desordem fraca), como também J4 =1.0e Jg = 5.0
(desordem forte), ambos com a mesma distribui¢ao de probabilidades. Por se tratar
de um problema com desordem, todos os resultados sao valores médios calculados

sobre uma quantidade amostras.
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Figura 3.9: Distribuicao assintética do pacote de onda de desvio unico em uma
cadeia com N=800 spins. O estado inicial tem spins desviados nos sitios n; = 399 e
ny = 401. O pacote de onda apresenta caudas assimétricas. Os insets caracterizam
a lei de poténcia do decaimento de cada cauda. O expoente de decaimento maior
do lado direito do pacote reflete os efeitos da repulsao efetiva entre spins desviados.

O vetor de estado inicial (|1(¢ = 0) >) é um pacote de onda totalmente
localizado em um tnico par de sitios n, e n,. Nas simulacoes adotamos n, =
(N/2) —dy/2 e ng = (N/2) + dy/2, ou seja, os desvios ocorrem simetricamente ao
centro da cadeia e a uma distancia de dj sitios.

A forma assimptética do pacote de onda para N = 800 é mostrada na figura
3.8. As condicoes iniciais adotadas foram dy = 2 (figura 3.8a) e dy = N/2 (figura
3.8b). Uma escala de cores logaritimica foi usada para permitir uma melhor anélise.

Na figura 3.8a os spins desviados iniciam préximo do centro da cadeia. Nota-
se que a componente da fun¢do de onda para o deslocamento de um desvio tinico
sobre uma distancia d da posicao inicial é maior que a componente para desloca-
mento de ambos desvios sobre uma distancia d/2. Esta caracteristica é incompativel

com um pacote de onda decomposto como o produto de fungoes que decaem expo-
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Figura 3.10: Distribuicao assimptética das distancias entre spins desviados em uma
cadeia com N=800 spins. O regime para d < N/2 reflete uma lei de poténcia para o
decaimento do pacote de onda. O decaimento rapido para d > N/2 estd relacionado
com a pequena probabilidade de haver deslocamento mituo entre os spins desviados

nencialmente, aproximando-se mais de um produto de funcoes que seguem uma lei
de poténcia. Na figura 3.8b os spins desviados encontram-se afastados inicialmente
(metade do tamanho da cadeia). A mesma caracteristica mencionada acima é ob-
servada aqui, com um efeito adicional de colisao, uma vez que desvios duplos no
mesmo sitio nao sao permitidos.

Para quantificar a forma assimptética do pacote de onda, medimos a funcao

distribuicao de probabilidade associada com um desvio Unico, definida por:

|¢n1|2: Z |¢n1,nz|2 (3.60)

n2>ni

que fornece a funcao de distribuicao espacial do spin desviado da esquerda. A

Departamento de Fisica - UFAL



3.6 Resultados

10

T IR Ty T T T 1717

0.5

t

Ll

10 - 1 \\\HH' 1 \\\HH' 1 \\\HH'
10t 10° 10" 10° 10°

t

Figura 3.11: Evolucdo temporal da ditancia média entre os spins desviados em
cadeias variando de N = 200 ate 800 spins. O regime intermedidrio aponta para
uma separacio difusiva dos spins com < d(t) >oc t1/2.

figura 3.9 mostra esta distribuicao para um tempo longo com desvios iniciais a uma
distancia d = 2. Nota-se que o pacote de onda para desvio tinico desenvolve caudas
com lei de poténcia de expoentes caracteristicos distintos para cada lado. O expoente
de decaimento maior no lado direito é uma consequéncia da repulsao efetiva entre os
spins, dificultando o alargamento livre do pacote de onda de desvio tinico ao longo
da regiao predominantemente ocupada pelo segundo spin excitado.

Foi calculado também a func¢ao distribuicao da distancia entre os spins desvi-

ados, definido por:
N-d
P(d) = Y [bni na=ns +alt)” (3.61)

ni=1
onde a amplitude de probabilidade foi tomada para um tempo além da saturacao.

A média configuracional da distribui¢do acima é mostrada na figura 3.10, para um
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caso particular de dy = 2, onde oberva-se dois regimos bem definidos. Para d < N/2,
a curva decai como uma lei de poténcia, com o expoente da distribuicao dado por
P(d) o< d7'. Para d < N/2, o grafico exibe um decaimento mais pronunciado,
uma vez que duplo deslocamento de spins desviados sao necessarios para atingir tais
distancias.

O surgimento de expoentes de lei de poténcia distintos para o pacote de
onda de desvio Unico possibilita o surgimento de comprimentos de escala distintos,
relacionados com a distancia entre os spins desviados e o alargamento lateral do
pacote de onda, podendo ser governados por expoentes dinamicos distintos. A fim
de explorar este ponto, seguimos a evolugao temporal da distancia média entre os

spins desviados, definida como:

N-1 N

da(®) =D D Inu—nol[farm (D (3.62)
ni=1no=ni+1

Na figura 3.11 mostramos a evolucao temporal da distancia média, iniciada
com spins desviados com dy = 2. Foram utilizadas 25 amostras a fim de se obter
uma média configuracional sobre distintas distribui¢oes de desordem. Os resultados
encontrados sao para a evolucao temporal em cadeias com tamanho variando de
N = 200 a 800 sitios. Nota-se que, apds um certo tempo inicial, a distancia média
cresce difusamente antes da saturacao, devido a reflexdes sofridas pelo pacote de
onda nos limites da cadeia. O intervalo intermediario se ajusta bem a uma lei de

poténcia com < d(t) >oc t/2. Medimos ainda a dispersao da distancia o(t) =

V< d2(t) > — < d(t) >2, onde

N

<d(t) >= ) (= 12)* |y ma () (3.63)

ni,n2
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Figura 3.12: Evolucdo temporal da dispersao média da distancia entre os spins
desviados. O regime de escala intermedidrio se ajusta bem a lei super difusiva
na forma o o t¥/%. Desta forma, o alargamento do pacote de onda evolui mais
rapidamente que a distancia média entre spins.

A dispersao da distancia pode também ser usado como um comprimento de
escala caracteristico do alargamento do pacote de onda, que comega de o(0) = 0.
Por esta razao, a dispersao é menos influenciada pelo transiente inicial. A figura
3.12 mostra a dispersao para as mesmas cadeias usadas no calculo da distancia
média. Destes resultados estima-se que a escala dinamica para o alargamento super
difusivo é dado por o(t) o« t**. Este expoente é consistente com o alargamento

super difusivo das excitacoes de desvio unico.
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Capitulo 4

Conclusao

Nesta dissertacao estudamos basicamente excitagoes de 1-magnon e 2-magnons
em cadeias ferromagnéticas desordenadas. Vamos descrever de forma suscinta nossos
resultados:

A equagao de movimento para 1-magnon no modelo ferromagnético, descrito
pelo Hamiltoniano de Heisenberg, pode ser exatamente mapeado pelo modelo de
Anderson. Estudamos os auto-estados de 1-magnon numa cadeia cuja desordem ap-
resenta correlacoes tipo dimeros. Foi encontrado a existéncia de estados ressonantes
com energia nao nula £, > 0. Mostramos que o valor da ressonancia FE. esta direta-
mente relacionado com o valor do dimero. Em nossos calculos utilizamos os valores
Ja=15e Jgp = 1.0, como o dimero é formado pelo acoplamento Jg, encontramos
estados estendidos com valor de energia ' = 1.0. Este resultado é analogo ao que
foi encontrado por Dunlap et. al. [28] para o modelo eletrénico.

Ainda dentro deste capitulo, foi estudado a dinamica dos estados de 1-méagnon
e verificou-se que a presenca dos dimeros nao altera sua dinamica, que permanece

seguindo o que foi previsto por Evangelou e Katsamos [39] quando a distribuigao
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de desordem apresenta < 1/J > ndo divergente. Nestas condices, o pacote possue
uma dinamica super-difusiva (o2(t) o t3/2). Estes resultados foram apresentados no
capitulo 2.

Os resultados para 2-méagnons forem apresentados e analisados no capitulo
3. Foi constatado, dentre outras coias, que os auto-estados de 2 magnons quando
submetidos a uma cadeia com desordem nao correlacionada preserva sua natureza
localizada, com excessao dos estados imediatamente proximos de E' = 0. Isto foi
observardo nos gréaficos da Razao de Participacao e da Estensao Espacial do pacote
de onda. Ambas as quantidades estao relacionadas com o grau de localizacao da
funcao de onda, de forma que quando menor forem seus valores, mais localizado
serd o estado, conforme foi mostrado nos graficos. Calculamos a Correlagao entre os
magnos afim de verificar o grau de interagao entre eles. Foi visto que, para todos os
tamanhos e tipos de cadeia, a interagao é maior na regiao de baixas energia que no
final da banda. Isso esta relacionado com o fato de que em baixas energias o auto-
estado se encontra estendido, de forma que os magnos ”se misturam” completamente,
possibilitando uma maior interacao que no caso localizado, onde os magnons sao mais
separados espacialmente. Além desta observacao, vimos que, devido a presenca da
condicao de contorno periédica, todos os tamanhos de cadeia fechada apresentam
correlacao maior, se comparado com a cadeia aberta de mesmo tamanho.

Outra caracteristica analisada neste capitulo foi a distancia média entre os
magnons, calculada tanto para os auto-estados quanto em um pacote de onda que
evolui no tempo. Para o caso estacionario, foi visto que esta distancia se mantém
praticamente constante para toda a banda de energia, com d o< N/4 para cadeia
fechada e d o« N/3 para cadeia aberta. Estes resultados foram previstos analitica-

mente no limite termodinamico.
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Para o caso dinamico foi analisado a evolugao temporal da distancia média
entre os magnons e o desvio médio quadratico da funcao de onda. Através de esti-
mativas analiticas e resultados numeéricos concluimos que, para uma cadeia suficien-
temente grande, as duas quantidades apresentam dinamicas distintas. Encontramos
que a distancia média entre os magnons apresenta um comportamento super-difusivo
associado com o perfil assimétrico da funcdo de onda de cada méagnon separada-
mente devido a interagdo entre os magnons. O desvio médio quadratico da funcao
de onda dos 2-mdgons apresenta um comportamento difusivo para tempo longo.
Este comportamento pode ser obtido fazendo analogia com dois passeios aleatdrios
independentes onde o tamanho médio escala com ¢%5.

Para complementar nosso estudo da distancia média, calculamos a funcao de
onda para um instante de tempo posterior a saturacao. Foi visto que a probabili-
dade de haver um movimento mituo entre os magnons é desprezivel. O dinamica
acontece com um dos magnons em repouso enquanto o outro desloca-se. Isto se
deve ao préprio carater probabilistico da Mecanica Quantica. A probabilidade de
ocorrer dois evendos simutaneamente é menor que a de tais eventos ocorrerem de
forma independente. Outro fato notada, que também é consequéncia deste carater
probabilistico, é a existéncia de uma espécie de ”colisao elastica” entre os magnons,
ou seja, quando o magnon em movimento alcanca o sitio ocupado pelo méagnon
em repouso, devido ao fato de a probabilidade de haver movimento simutaneo ser
pequena, os magnons trocam seus estados de movimento, como em uma colisao
mecania onde nao ha perda de energia, o magnon que estava em repouso passa a
entrar em movimento, enquanto que o outro passa para o estado de repouso.

Em resumo, apresentamos nesta dissertacao de mestrado um conjunto de in-

formacoes importantes numéricas bem como analiticas sobre a natureza de excitacoes
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magnéticas nao interagentes bem como interagentes em uma cadeia ferromagnética
desordenada. Estamos interessados em investigar excitacoes magnéticas interagentes

na presenca de correlagoes de longo alcance bem como em sistemas bidimensionais.
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Stationary and dynamical aspects of two-magnon states in disordered ferromagnetic
chains

E.M. Nascimento, F. A. B. F. de Mowra, and M. L. Lyva
Departoments de Fisica, Unitersidode Federal de Alogeas, S7072-970 Maceis, AL, Brozil

We study the nature of collective two-5pin excitations in disordered 5 = 1,2 ferromagnetic chains,
Using & direct dingonalization scheme, we charncterize the swo-magnon eigensiates by computing
their spacial extent, two-point correlation and the average distance between the excited spins within
the allowed energy band. We found that, due to the effective excitation interaction imposed by the
exclasion rale, the low-energy two-magnon states display strong spin-spin correlations a5 compared
1o the more localized high energy states. We further solve the time-dependent Schroedinger equation
to follow the time evolution of an initially localized two-mmagnon state. We show that the effective
1-magnon wave-packet develops power-law tails with distinct exponents for the left and right tails,
with the spin-spin distance probability function decaying asymptotically as P(d} o< 1/d. We show
that the average distance between the two excted spins evolves in time diffasively while the wave-

pheket dispersion evolves super-diffusively,

PACE nambers: 71.23.An, 75.10.Jm, 75.40.Gb

I. INTRODUCTION

The nature of collective single spin excitations in yan-
dom fesromagnetic systems has a close velationship with
the oneslectron eigenstates in tight-binding models of
non-interacting electyons in random media[l-9]. In a
thres-dimensional lattice the presence of weak disos-
der promotes the Jocalization of the high-energy spin-
waves. The low-energy states with long wave-lengih
remain extended, although acquiring a finite cohevence
length. A mobilty edge separates the high energy local-
ized from the low energy extended states. The position of
the mobility edge continuously decyeases as the disorder
strength is enhanced. In the regime of strong disordes all
magnon states become exponentially localized.

At low dimensions, specially in one-dimensional disor-
dered fersomagnetic chains, the finite enesgy states are
exponentially localized for any degiee of disorder, resem-
bling the prediction of the scaling theosy for the Andes-
son localization transition[2]. However, as the low-energy
gtates have 2 long wave-length, they exhibit a typical lo-
calization length that diverges as one approaches to the
bottom of the band. This feature resultz in quite pastic-
ular features related to the tyanspost of magnetic excita-
tions in low dimensional random fesromagnets that are
not shared by the electronic counterpart. For example,
an initially locabized spin excitation may exhibit a supey-
diffusive spread in the presence of disordes in contrast to
the random oacillations over a finite segment displayed
by an electyon wave-packet[6, 7).

The interplay between dizorder and electron-election
interaction has been the subject of great intesest due to
their competitive role[l0-15]. It has been shown that
on-gite Hubbard like interactions weakens the Anderson
locabzation mduced by diszorder. Az a result, it can be
obtained an enhanced propagation effect of an interact-
ing electron pair over distances larger than the single
-particle localzation length, as indeed obaerved in dis-

ordered mespscopic yings threaded by magmetic flux(12).
However, the interaction becomes effective only for those
localized states which ave in positions close to each cther.
Therefore, the Anderson localization weakening obsesved
in mesoscopic yings vanishes for an infinite chain, follow-
ing the vanishing of the fraction of overlapping localized
electron states[16].

Due to the long-locakzation length of the low-energy
magnoen states, the spin-spin interaction effect in random
9 = 1/2 fervomagnetic chains is expected to influence
the magnetic transpost even in the infinite chain Emit.
Spin-wave interactions have attracted a long-standing in-
terest since the pioneering work of Dyson[17] and the
natuwre of multimagnon excitations been studied by dif-
ferent techniques[18-22]. Recently, it has been pointed
out that understanding the interplay between interac-
tion and disordes is & prevequisite for building a quantum
computer[23]. Localized two-magnon states were shown
to form asound defects in inhomogeneous ferromagnetic
systems(24, 25).

In oides to further explose the above phenomenology,
we are going to employ a detailed analysiz of the na-
tuye of the two-magnon excitations in finite discrdered
chains, As a d = 1/2 spin only allows for a single excita-
tion, i.e., two spin excitations can never occupy the same
gite, the effective spin-spin interaction is closely related
to an infinite strength Hubbard repulsion. Some yelevant
properties of the stationasy two-magnon states will be
computed using a divect numerical diagonalization algo-
tithm on finite chains, together with a finite-size scaling
analysis. The localization length will be characterized by
the pacticipation number and spacial extent of the two-
magnen statez. The spin-spin correlation will alac be
reported to reveal the distinct finite-size effects over bow
and high enexgy states. Fimally, we will solve the time-
dependent Schroedinger equation to follow the time evo-
ution of an initially localized two-magnon state. The dif-
fusive character of the average spin-spin distance and the
supes-diffusive wave-packet spread will be yeported and
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II. MODEL AND FORMALISM

We will consides finite disovdered chains of § = 1/2
gpinz coupled via a first neighbors isotsopic Heisenberg
exchange interaction, whose Hamiltonian can be wiitten
ag

H=3 " Jnni15nSnst (1)

whesre the couplings Ju nq1 are uncosrelated random fer-
romagnetic couplings which can assume the values J; and
Jz with equal probability. In what follows we will work
in units of J; = 1 and consider the pasticular case of
Jz = L5 The ground state for a ferromagnetic chain
consizts of a perfectly ordeved chain with all spins aligned
on the same divection. We will refer to the ground state
as the vacuum state {0} in what concerns to the pres-
ence of magnetic excitations. One magnon states ase the
Hamiltonian eigenstates on the sub-space generated by
all single fiip states ¢} = 5|0} In the presence of dis-
order, the one-magnon staies are spatially localized, with
the charvactesistic Jocalization length diverging as one ap-
proaches the bottom of the excitation energy band. Here
we will explove the nature of the Hamiltonian eigenstates
on the sub-space generated by all two fip states. The
bases for this sub-space can be represented by

|@m .ﬂa} =, Sf:i Sn_: |¢D} (2}

whese |y, .0 18 the state with spin flips located at
sites 1y and n,. In the absence of disorder, most of
the two-magnon eigenstates on a chain with N apins
are unbounded and their energy spectrum ranges from
0 < E < 4J. However, ¥ out of the N{N — 1)/2 possible
two-magnon states are bounded states and distributed
over an energy range 0 < F < 2J. In the presence of dis-
order, there is no clear distinction between bounded and
unbounded states. In ovder to characterize the nature
of the two-magnon eigenstates, we shall solve the time-
independent Schioedinger equation to obtain the coef-
ficients ¢y, ., in the expansion over the two-fiip bases
(|8} = ¥ bay e Pryinat ). One finds that the coeffickents
obey the following yecussion relation:

QEﬂbm,nt = [.’Jm—l.m + Jm.m+l +
Jm—l.m + I\'Tm.m+l)(bm Mz T Vi .n‘+l¢m.m+l

o Jm.m+l'ibm.m+l o= Jm.m —l't'm.m -1= Jm—l.ﬂz'ﬁm.m—l :ES

when #1 and #2 are not neighboving sites. The eigenstate
coefficient for flips at neighbosing sites follows a simpler
recursive velation in the form

2E¢'ﬂ,ﬁ+1 = {Jﬂ—l,n = Jn+1,n+2}'}bn,n+1 -
Jﬂ+l,n+2’¢’n_n+2 =

{4}

The above set of N (N — 1)} /2 equations provides the coef-
ficients of all two-magnon eigenstates. As the numesical

Jn— 14 (bn— 1n+1-

|

1.5 =

§ 1

O-SL—_’—\M .
' 1 ' |
00 1 2 )

E

FIG. 1: One-msgnon density of states. The two band struc-
ture reserbles the DOS of an alternate binary ferromagnetic
chain.

40 ; . : : . .

FIG. 2: Two-magnons density of states. Tt has a single band
stracture. The solid line is & convolation of the one-magnon
DOS which fits fairly well the two-magnon DOS.

algorithm sequires the diagonalization of M x M matri-
ces, with M = N{N = 1}/2, we are restricted to compute
the two-magnon states on yelatively small chains. In or-
des to infer about the limit of infinite chains, we will em-
ploy a finite-gize scaling analysis. In what follows we will
show results desived from the stationary states on chains
with NV = 21,41 and 81 spins. Distinct realizations of

he distribution of exchange couplings were accounted to
pexform a configurational avesage over the disorder. In
figzure 1 we seport the density of one and two-magnon
states. The one-magnon density of states {DOS) has two
main energy bands which sesembles the DOS of an al
ternate binasy fervomagnetic chain. Disorder intyoduces
gtyonger DOS flurtuations at the high-energy band. On
the other side, the two-magnon DOS exhibits a single
band stiuctuse. It can be faisly well seproduced (sohd
kne in Figlb) through 2 convolution of the one-magnon
DOS.
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+ g =21(0pen)
ga M =41(0pen)
s M =f1 (Dpen)
+—+M =21 Clos=d)
= W =41 i Clozed)
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|} 2 4 & &
E

=

FIG. 3: Aversge distance between the flipped spins versas
energy ar finite chains with open and dosed boundary condi-
tions. The aversge distance is roughly constant with distinct
corrections to sealing &t Llow and high energies. The crossing
signals the edge of the remniniscent bound states band.

III. THE NATURE OF TWO-MAGNON
EIGENSTATES

We start by computing the average distance d of the
two flipped spins, which for a given eigenstate is defined
a3

M—1 Fil
Z Z |1 = nez|| < buy o |Baym =

m=1 na=n1+1

-1 N
= Z Z |n‘1_ni’”¢m.m|2'

m=1 na=ny+1

{5}

In figure 2, we plot the average distance d{ E)} which con-
gists on the average distance between the flipped spins
taking into account all eigenstates with energies in a
small mterval around E. For a very lavge chain, one
expects that the average distance between the flipped
spins can be computed by assuming they to be located
at random sites. This featwre just reflects the fact that
localized one-magnon states with a pasticular energy can
be at arbitrary distances. In chains with open boundasy
conditions, the average distance should then approach
to {d}, = N/3, while for chains with periodic boundasy
conditions it shall reduce to {dj, = N/4. Figure 2 ex-
hibit the above trends but finite-size coyrections ave in
distinct divections for high and low-enesgy two-magnon
gtates. The finte-size correction to larger distances ob-
served for the high-energy states in fimite chains is mainly
due to the fact that double occupancy is not allowed.
Om the other hand, the correction to smaller distances of
the low-energy states has a contribution reminiscent from
the low-energy two-magnon bound states. The crossing
avound E = 2 signals the edge of the bound states band.

In ordet to study the spacial distsibution of the two-
magnon states we computed the participation numbes of
each eigen-state defined as:

m—a T2 (Op:n]
o—a =1l (Open)
+—s L (Open)
+—+ T=21 (T lomed )
— Tt (Tlomed )

a—a T=B] (Clomed )
-3 L | L
Wo——% 4 & &
E

2FENNIN-1]
=

FIG. 4: Normulized avernge participation number of two-
magnon states versus enengy in open tnd closed disordered
ferromagnetic chans. The collapse of dats for the low lying
states indicates that the asymptotic localization length in the
thermodynwmic regime is mach larger than the chain sizes
considered.

. (6)

v .
11y 1T |¢ﬂ\ frr3 |‘

In figwre 3 we plot the normalized average participation
number P{E) taking intc account all states within a small
energy window around £. For extended two-magnon
states it shall scale as N7 (actually the maximum par-
ticipation numbes is N(V — 1)/2). The states with lo-
calization length smaller than the chain size have size-
independent participation numbess. Ouy sesubs show
that the high-energy states are well localized presenting
a short localization length. The localization length is
lasges for the low-enesgy states, The collapse of data
from distinct chain sizes for small excitation enesgies in-
dicates that the localization length on an infinite chain
is much lasges than the chain sizes considered. To fuy-
ther charactesize the spacial extension of the two-magnon
states on disordered ferromagnetic chains, we computed
the eigen-states spacial extent defined as

-1 fid
'E = Z Z |¢m.ﬂz|2'\/(n‘l_ L ] :’}2"' (’32— o 1 :"}2

m=1ny=m+1
{7)
where

-1 il
<m>=3 3 mlémaml , i=L2 (8

m=lnz=m+1

which gives a measure of the wave-function spread on
the 14 x n; plane. The averaged spacial extent £{E) of
all two-magnon states in a small window around E i3
reported in figure 4. These yesults show cleasly that the
high-enerzy two-magnon states have a relatively small
gpacial extent and that periodic boundaiies implies in
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e D=2 {Open)
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0.4 — =81 (Open)
—N=21(Closd) |

— M4 (Closed)

3 0.3 aa M8 (Chosed )
E O 4
Pyl
0.1
%7 4 & &
E

FIG. & Aversge normalized spadisl extent S{E} versus en-
ergy for two-magnon states of finite disordered ferromagnetic
chains. The trends are similar %o those exhbited by the
particiaption number. Periodic boundary conditions tmplies
in less localized stakes. At the bottom of the energy band
EE— D} =0D3.

less localized states. This trend was also evidenced in
the participation number yesults. The collapse of data
at Jow enesgies reinforces the large spacial extent of the
low-lying states with £{E = 0)/N =~ 0.3.

The effective interaction between the fiipped spins in
the two-magnon states can be numerically probed by
computing the two-poimt correlation function of each
eigen-state wiitten as

(@)

(= > — Sy R

whese < 1y > and < no > are the average positions of
the flipped spins given by (8) and

-1 il

= Rty = Z Z ﬂl-ﬂz|¢m.m|2-

my=1 iy =t1,+1

(L)

The constiaint of nz > n; promotes strong cosrelations
between the flipped spins whenever the wavefunction
gpacial extent iz large, ie., in low-energy two-magnon
states. Assuming that two-magnon wave-function to be
uniformly distsibuted, although satisfying the above re-
striction, one can divectly demonastyate that {ng} = N/3,
{ny} = ZN/3, and {nynyt = N2 /4. This gives an estimate
for the relative cosvelation function at low-energies as be-
ing ¢f{min:p = L/8, In figuse 5 we repost the relative
corielation function as obtained from finite chains with
corsoborates the above estimate. The correlation {(F)
was computed as the avesage cosrelatio of all states with
energy around E. As expecied the high-energy states are
weakly cosvelated due to the exponential localzation of
the two-magnon states, although the correlation decreage
with energy is slowes in closed than in open chains.

_gfee N =21 {Open)
w—a W =41 (Open)
o N = E] (Open)
LN =21 (Closed)
w—x W = 41 (Cloged)
i M = B (Clogad) 1
-5 L L
Wo——2 4 & &
E

ClEW<n =< >

FIG. 6: Average relative correlation function of two-magnon
eigen-states versus energy for finite disordered ferromagnetic
chains. The correlation &t low-energies results from the strong
effect caused by the constraint m < ma2 on states with long

localization lengths, Localized high-energy states are less cor-
related in open than in closed chains.

I¥v. TWO-MAGNON WAVE-PACKET
DYMNAMICS

The long localization length of the low-energy one-
magnon states causes a supes-diffusive spiead of an
initially localized wave-packet. Therefore, a similar
diffusive-like dynamics is expected to take place associ-
ated with two-magnon excitations, In this section, we
will investigate the time evolution of a wave-packet ini-
tially composed of two flipped spins at a distance dy. We
solve numerically the time-dependent Schroedinger equa-
tion AL |B{f) »>= H|${f) > where H is the Hamilto-
nion (27) and [#(5) 3= T, o uym(ényne > The
time-dependent coefficients ¢y, ., (1) obey a set of differ-
ential equations, derived from (4 or spin devistions at
neighboring sites and (3) for non-neighboring deviations,
namely

o Mﬂ 1L f
1% = [Jn—l.n o Jn+l.n+2)¢n.n+lﬁ) =
Jn+l,n+2'ibr:rn+2 ﬁ) = Jn—l,n'ibr:—l,n+l [t)
{11}
and
11,133 t
iMT” = (Jotan + It oy 1 +

Jn:.n:+l)¢’m - Jm.m+l'ibm+1.m (t)
= an_ng+l¢’m,m+l = Jm,m—l't’m—l.ﬂn =
Mz w41, (12)

where we used unitz of 2 = 1. The above set of equations
were solved numerically by using the fousth-order Runge-
Kutta method on open chaing up to N = 800 sites.

The destyuctive inteiference between the wave re-
flected at a chain boundasy and the cutgoing wave leads
to a non-uniform envelope of the asymptotic wave-packet

Jn: —1.13 (bm =1
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FIG. 7: Color representation of the asympiotic whve-packet
in logaaithmic scale. The initinl conditions were chosen to be
two spin deviations at & distance {a} d = 2 and (b} d = 200
located symmetneally with respect to the chain center, The
color pattern poinks vowards powerdaw dechying wave-packets
{see text). In (b} one notices the collision effect as & result of
the exduasion rule.

after a very long time-evolution. A power-law asympiotic
shape is expected for the wave-packet spreading in quan-
tum systems with diffusive-Eke dynamica[26, 27]. Typi-
cal asymptotic shapes of the wave-packet of two-magnons
can be visualized in figure 6. The initial conditions were
chosen to have dy = 2 (Fig.6a) and dy = N/2 (Fig.6b).
A logasithmic coloy scale was used to allow for a better
analysis of the main trends. In figure 6a the spin devi-
ations were initially close to the chain center. It shows
that the wave-function component with a single deviation
displacement over a distance d from the initial position
is larger than the component with both spin deviations
displaced by a distance d/2. This feature iz incompatible
with a wave-packet decomposed as product of exponen-
tially decaying functions and is mose likely to result fiom
a product of powes-laws. In figure 6b the spin deviations
were far apart (half the chain size). The same above fea-
tusre is observed with the additional collision effect once
two gpin deviations are not allowed on the same site.

To quantify the asymptotic fosm of the wave-packet,
we measwred the probability distribution function asso-
ciated with a single spin deviation defined as

|'|bﬂ\ |2 = Z |'|bﬂ-|..ﬂn|2:

133 1y

(13)

which gives the spacial distribution function of the left
most spin deviation irsespective to the position of the
second flipped spin. In order to avoid styong cyossovess,
we considesed a case of strong disovdes JofJy = 5. In
figure 7 we plot thiz distribution as obtained after a very
long propagation time of a two-spin deviation state with
dy = 2. One notices that the single spin wave-packet
develops power-law tails with distinct characteristic ex-
ponents on each side. The larges decay exponent on
the right side is a consequence of the effective yepulsion

o T T
10 T T i T T
.= Pl o |
wiE = E E
Qo E 3 E 3 4
F -L 3 ¢ -1.1
-z £ n 4 E 1wt Fon b
187 E 5
wTE
L ] ] ] 1
QO = o 7
£ il It 17 1F ) i
n n
ooz —
1 L
] IE3] ) 7]

FIG. 8: Asymptotic distribution of the single spin wove-
packet in a chain with ¥ = 800 spins. The initial state have
apin deviationa at sites ny = 399 and w2 = 401. Notices that
that the wave-packet exhibits asymmetric tails. The insets
characterize the powerdaw decay of each tail. The larger de-
Gy exponent of the right side of the wave-packet reflects the
effective repulsion between the spin deviations.

O

107 F

= 07

K

Flvgs
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FIG. 9: Asymptotic digribation of the distance between spin
deviations in a chain with ¥ = 800 spins. The regime for d <
N{2 reflecks the power-law decay of the wave-packet envelope.
The fast decay for & == N/ 2 is redated to the small probability
of joint spin deviation displacements.

between the sping which difficult the single-spin wave-
packet. to freely spread towards the region predominantly
cccupied by the second spin excitation.

We further computed the distribution function of the
distance between the spin deviations defined as:

Med

Pld) = E |¢'n:.ﬂx=m+d(3)|2:

m=]

{14}

where the probability amplitudes were taken from s time
much Jarger than the saturation time. The configura-
tional average of the above distribution function is re-
poried in figure & for the particular case of dy = 2. I
displays two well defined regimes. For d < N/2 it de-
caYE 86 & power-law, with the distxibution exponent be-
ing given by Pld} = 1/d. For d > N/2 it exhibits a
pronounced deesy once double epin devietion displace-
ment are necesssry fo achieve such distances.
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FIG. 10: Time evolation of the average distance between the
spin deviations in chains ranging from ¥ = 200 up 800 spins.
The intermediate regime points towards a diffusive separation
of the spins with {df#}) oc #12,

The emergence of distinct power-law exponents gov-
erning the single spin wave-packet leads to the possi-
bility that distinct length scales related to the distance
between the spin deviations and the lateral spread of
the wave-packet may be governed by distinct dynami-
cal exponents. In osder to explore thiz point we followed
the time-evolution of the average distance between the
flipped spins defined as

M=l N
<df)>=3" 3 I -mlléanmBOF (15

ri=lnr=n1+li

In fizure 9 we show the time-evolution of the average dis-
tance stasting with two spin deviations with dg = 2. 33
histosies were considered to perform an additional con-
figurational average over distinct disorder distyibutions.
Results are for the time-evolution in chains ranging from
N = 200 up to 800 sites. Omne notice that, afer an
initial waiting time, the average distance grows diffu-
gively before saturating due to the wave-packet reflec-
tion at the chain boundaries. The intermediate interval
could be well fitted by a power-law with {df)} oc #V/2.
We further measwred the distance dispession o) =

/< Bl > - < dff) 2, where

N
<) »= 3 (m —n2)lbnne@F.  (16)

1,0

The distance dispersion can also be used as a character-
istic length scale of the wave-packet spread and starts
from #(0) = 0. Thevefore, it iz less imfiuenced by the
initial transient. Figure 10 shows the dispersion for the
game yealizations used to compute the average distance.
From it we estimate that the dynamic acaling for super-
diffusive spread is given by ¢(f) oc £2/4. This exponent
i3 consistent with the super-diffusive spread of single flip
excitations.

FIG. 11: Time evolution of the average dispersion of the dis-
tance between the spin deviations. The intermediate scal-
ing regime is well fitted by a super-diffosive law on the form
o 274, Thus the wave-packet spread evolves faster than
the average spin-spin distance.

V. SUMMARY AND CONCLUSIONS

In summary, we investigated some stationary and dy-
namical aspects of two-magnon excitations in disordesed
Heisenberg fervomagnetic chains of & = 1/2 spins. Using
a direct numerical diagonalization algorithm, we com-
puted the stationary two-magnon eigen-states on finite
chains and characterized their spacial distribution and
gpin deviations costelation function. Similasly tothe An-
derson localization of single spin collective excitations,
the two-magnon states are exponentially localized. The
localization length of high-energy states are rather small
but diverges as one approaches the ground state energy.
The long localization length of the low-ener gy states give
vises to strong spin-spin correlations which are suppressed
a3 the localization length becomes smaller than the chain
gize ag the excitation energy increases. One also identi-
fied that the distinct yoles played by the exclusion yule
and the emergence of bound states resulis in opposite
coivections to scaling when referying to the average dis-
tance between the spin deviations in finite chains. Fur-
ther, we followed the time-evolution of the distance be-
tween two initially Jocalized spin deviations. The asymp-
totic wave-packet develops power-law tails. We com-
puted the asymptotic distsibution function of the spin
deviation distance which satisfied P{d) o 1/d. The sin-
gl spin wave-packet develops asymmetric tails due to
the effective spin-spin yepulsion which give rises to dis-
tinct scaling exponents governing the temporal evolution
of length scales selated to the average spin-spin distance
and the wave-packet dispersion. The dynamica the wave-
packet dispersion is super-diffusive which iz linked to the
long localization lengih of the low energy states, On the
othes side, the average distance grows diffusively indicat-
ing that the center of each magnon diffuses independently
in the scaling vegime.
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