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PREFÁCIO

Este texto foi produzido com o intuito de auxiliar estudantes de graduação e/ou pós-
graduação em física e/ou áreas afins dentro do contexto da teoria da localização de Anderson.
Apresentamos de forma resumida a teoria básica da localização de Anderson bem como suas
aplicações em sistemas harmônicos e magnéticos. A parte final do livro é dedicada aos diversos
métodos numéricos que permeiam o estudo de propriedades de transporte em sistemas desorde-
nados. Apresentamos diversas técnicas numéricas bem como orientações sobre implementação
e/ou precisão numérica. Tentamos usar uma linguagem simples, entretanto mantendo uma linha
formal necessária ao tema. Esperamos que este texto seja útil aos estudantes e/ou interessados em
compreender a Teoria da localização, suas consequências fundamentais bem como as principais
metodologias de estudo e obtenção das principais quantidades físicas.
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"Qualquer teoria da prática docente depende,
num certo sentido, de uma aproximação psicana-
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1 Introdução

1.1 INTRODUÇÃO

A fenomenologia usualmente chamada de “teoria da localização” teve início na década

de cinquenta quando P.W. Anderson [1] apresentou relevantes contribuições acerca dos efeitos de

desordem sobre a função de onda eletrônica. Até aquele momento, a maior parte dos estudos

teóricos em sólidos era fundamentada em modelos quânticos contendo invariância translacional.

Em sistemas com invariância translacional (sem desordem), as quasi-partículas ou excitações

coletivas nesses modelos como elétrons, mágnons ou fônons, são descritas por funções de onda

estendidas por todo sistema. Este tipo de modelagem é uma boa aproximação se o sólido em

estudo for um cristal perfeito. Entretanto, grande parte dos sólidos encontrados na natureza, ou

mesmo os produzidos em laboratório, contém defeitos que destroem a invariância translacional e

modificam as propriedades físicas previstas pelos modelos teóricos mencionados. Um exemplo

disso é o modelo de Bloch que prevê uma resistência nula para cristais perfeitos. Este resultado é

bastante diferente dos encontrados em cristais reais. Portanto, é importante incluir nos modelos

teóricos a presença dos defeitos.

O tratamento analítico de modelos com desordem, tanto na Mecânica Quântica quanto na

Mecânica Estatística, é bastante complexo devido à presença de funções de variáveis aleatórias

que caracterizam a desordem. No final da década de cinquenta, Anderson [1, 2, 3, 4, 5] introduziu

um modelo contendo os ingredientes básicos para se estudar as transições entre os estados

metálicos e isolantes da matéria. O modelo de Anderson considera os elétrons movendo-se sob a

influência de um potencial aleatório. A interação Coulombiana entre os elétrons é desprezada.

Mesmo com muitas simplificações, o modelo de Anderson é considerado até hoje a estratégia

mais eficiente para se estudar os efeitos da desordem sobre as propriedades de transporte

eletrônico.

Efeitos adicionais, como o de correlação eletrônica [6, 7, 8, 9], são levados em conta

em uma etapa mais aprofundada na descrição do sistema de interesse. Anderson mostrou que a

natureza dos estados eletrônicos apresenta forte dependência com o grau de desordem existente

[1]. Em geral, para desordem fraca as funções de onda eletrônicas são estendidas e o comporta-

mento do sistema é tipicamente metálico [2, 3, 4, 5]. Para desordem forte os estados eletrônicos

são exponencialmente localizados e o material torna-se isolante. Para um grau de desordem

intermediário o sistema pode apresentar uma transição metal-isolante dependendo da dimensão
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do sistema.

O modelo de Anderson prevê que todos os estados eletrônicos são exponencialmente

localizados, para qualquer grau de desordem, em sistemas com dimensão menor ou igual a 2.

O caso limite D = 2 pode apresentar uma transição metal isolante se o termo de acoplamento

spin-órbita for considerado [10]. Entretanto, nos últimos dez anos, uma série de extensões do

modelo de Anderson unidimensional têm sido propostas nas quais foram encontrados alguns

estados estendidos ressonantes [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19] e também fases metálicas

[20, 21, 22, 23]. O novo ingrediente presente nestes modelos unidimensionais é a existência

de correlações de curto e longo alcance na distribuição da desordem. A existência de uma fase

metálica mesmo em sistemas unidimensionais vem chamando a atenção da comunidade científica

[24, 25] e motivando o estudo de sistemas com desordem correlacionada em outras áreas do

conhecimento. Como exemplo, podemos citar os estudos sobre a transmissão de micro-ondas em

guias retangulares com espalhadores correlacionados [26] e, mais recentemente, a conjectura

de que as correlações de longo alcance são responsáveis pelo transporte eletrônico no DNA

[27, 28].

Neste capítulo apresentaremos uma revisão geral sobre a teoria de localização de Ander-

son, bem como os formalismos utilizados para se estudar o efeito da desordem em sistemas de

baixa dimensionalidade. A natureza localizada ou estendida dos autoestados do Hamiltoniano

de Anderson é obtida, em geral, através de métodos numéricos. No final deste livro apresentare-

mos uma revisão dos principais métodos numéricos necessários ao estudo das propriedades de

transporte dentro do contexto do modelo utilizado por Anderson.

1.2 A FENOMENOLOGIA DA LOCALIZAÇÃO DE ANDERSON

Os estados estacionários de um elétron em um cristal sem desordem, ou seja, numa rede

com perfeita simetria translacional, podem ser obtidos a partir da equação de Schrödinger [29]:

Hψ =

[
−~2

2m
52 +U(r)

]
ψ = Eψ, (1)

onde U(r) é um potencial com periodicidade U(r + R) = U(r) e R é um vetor de Bravais

típico da rede. As ondas de Bloch, soluções da Eq.(1) são estendidas por todo espaço. Anderson

mostrou que a natureza da função de onda pode mudar de estendida, como no caso das ondas de

Bloch, para o caso localizada onde a função de onda fica restrita a uma pequena região da rede

(fora desta pequena região a função de onda é nula).
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Vamos discutir de forma qualitativa o papel da desordem na localização dos estados

eletrônicos. Considere o modelo de Bloch com potencial periódico nulo (U(r) = 0), ou seja,

um elétron livre. Se introduzirmos uma única barreira de potencial, a função de onda será

parcialmente transmitida e parcialmente refletida pela barreira. Se, em vez de uma única bar-

reira, introduzirmos duas barreiras de potencial, a função de onda sofrerá duas reflexões. As

duas barreiras geram ondas refletidas e incidentes que podem sofrer interferências destrutivas

ou construtivas a depender da diferença de fase existente. Estas interferências podem mudar

bastante o padrão da função de onda. Se um potencial aleatório estiver presente, o que pode ser

representado por barreiras de potencial em posições aleatórias ou com intensidades aleatórias, a

função de onda sofrerá várias reflexões, as quais não mantêm coerência de fase. Estas reflexões

causam interferências destrutivas que induzem uma localização exponencial da função de onda.

A função de onda se concentra em uma pequena região e tem valor desprezível em qualquer outra

região do sólido. Neste regime, o sistema está na fase isolante. No caso de ondas estendidas, onde

o elétron é itinerante na cadeia, temos a fase metálica. O modelo de Anderson tridimensional

apresenta uma transição metal-isolante para um valor crítico da intensidade da desordem. Na

próxima seção, vamos apresentar uma breve revisão do formalismo usado por Anderson para

entender esta fenomenologia.

1.2.1 Modelo de Anderson

O modelo de Anderson [1, 2, 3, 4, 5] considera apenas os elementos essenciais para se

estudar a natureza dos estados eletrônicos em sistemas desordenados. O Hamiltoniano contém

um termo cinético que descreve o hopping do elétron entre sítios vizinhos na presença de

um potencial aleatório. A ideia geral é estudar diversos fenômenos em metais que aparecem

devido à presença de desordem. Na representação de Wannier (tight-binding), o Hamiltoniano

de Anderson pode ser escrito como

H =
∑
i

εi |i〉〈i|+
∑
i 6=j

Jij |i〉〈j| . (2)

O estado |i〉 representa o orbital atômico centrado no sítio i. O conjunto de orbitais atômicos

|i〉 são ortogonais entre si e representam uma base na qual podemos expandir os autoestados

de H . O termo εi é a energia do sítio i, Jij é o elemento de matriz do Hamiltoniano entre os

sítios i e j. O elemento de matriz Jij é chamado de integral de transferência entre os sítios i e

j (outra denominação para Jij é amplitude de hopping) e decresce muito rapidamente com a
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distância entre eles. A característica fundamental da Eq.(2) é que as energias εi são escolhidas

aleatoriamente dentro de um intervalo de largura W . O parâmetro W é chamado de largura da

desordem (também chamado de “força” da desordem). O modelo de Anderson tridimensional

apresenta uma transição metal isolante em W = Wc, onde Wc é o valor crítico de W tal que o

sistema se torna metálico. Ou seja, em D = 3 se W < Wc o sistema apresenta uma banda de

estados estendidos (metálicos).

A obtenção dos autoestados eletrônicos |ψ〉 do Hamiltoniano H envolve a solução da

equação de Schrödinger com um termo aleatório. Utilizando a expansão dos autoestados nas

bases de orbitais (|ψ〉 =
∑

n fn |n〉), obtemos a equação de Schrödinger (H |ψ〉 = E |ψ〉) para

este Hamiltoniano:

E fn = εi fn +
∑
j

Jij fj. (3)

Vamos analisar a Eq.(3) em dois casos limites, supondo que os potenciais estão distri-

buídos sobre uma rede regular e que só existem integrais de transferência de mesma magnitude,

entre os z primeiros vizinhos. Logo, a Eq.(3) fica

E fn = εi fn + J

j=z∑
j=1

fn+j, (4)

onde J é a integral de transferência entre qualquer par de sítios da rede, tomada como unidade de

energia, inclusive para a largura da desordem W . O problema sem desordem (estados estendidos)

pode ser resolvido como caso limite da Eq.(4). No caso cristalino, W = 0, as energias εi são

todas iguais (podem ser escolhidas εi = 0). Para uma cadeia linear a Eq.(4) se reduz a

E fn = J (fn−1 + fn+1). (5)

Funções exponenciais complexas obedecem a equações semelhantes a Eq.(5). Escolhendo

fn = f0e
ink, Eq.(5) é satisfeita se E = 2Jcos(k). Isto corresponde a banda cristalina da teoria

de Bloch (−2J < E < +2J). Portanto, no caso de cadeias unidimensionais (número de vizinhos

z = 2) a largura da banda cristalina é B = 4 J . De forma geral, a largura da banda cristalina

para uma rede de dimensão D com número de vizinhos z é B = 2z J . Outro caso limite é

W 6= 0 e J = 0. Com o acoplamento removido teríamos os orbitais atômicos como solução do

problema (estados localizados) .

O problema não trivial (J e W não nulos) foi estudado por Anderson através da teoria de

perturbação. Ao longo dos anos, este problema tem sido estudado por uma grande variedade de

técnicas analíticas e numéricas. Neste trabalho apresentaremos métodos numéricos, em particular

o métodos de funções de Green, matriz de transferência, diagonalização direta e solução numérica
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da equação de Schrödinger dependente do tempo. Utilizando estas técnicas, é possível calcular

quantidades que medem o grau de localização dos autoestados do Hamiltoniano H . Dentre

estas quantidades podemos citar o expoente de Lyapunov (γ) e a participação (ξ). O expoente

de Lyapunov é o inverso do comprimento de localização (λ). O comprimento de localização

é calculado considerando que a função de onda é exponencialmente localizada. Em sistemas

desordenados, geralmente a função de onda apresenta um decaimento exponencial nas bordas.

Este comportamento exponencial é usado para medir o comprimento de localização do estado

eletrônico. A participação é o número de sítios que efetivamente participam do estado eletrônico.

Tanto λ quanto ξ são medidas do tamanho médio da função de onda eletrônica.

A caracterização do estado como localizado ou estendido é feita com base no estudo

destas quantidades e sua dependência com o tamanho do sistema. No cap. 4, vamos descrever

estas quantidades bem como outras usadas para medir o grau de localização. Também vamos

apresentar as metodologias necessárias para calcular tais quantidades.

1.2.2 Teoria de Escala para a Transição de Anderson.

Vamos apresentar a teoria de escala que foi originalmente utilizada por Abrahams, An-

derson, Licciardello, e Ramakrishnan [2] para se obter a dependência da transição de Anderson

com a dimensão. A hipótese básica desta teoria de escala é que uma única quantidade caracterís-

tica, a condutância generalizada g, controla a transição de estado estendido para localizado em

temperatura zero (T = 0).

A teoria de escala foi aplicada na reformulação do modelo de Anderson feita por Thouless

[30]. Na abordagem de Thouless as unidades básicas são agora caixas de volume lD que contêm

muitos sítios. O sólido é formado de várias caixas acopladas umas às outras. As energias

características do modelo de Anderson W e J são mapeadas respectivamente no espaçamento

médio entre os níveis ∆E e no deslocamento δE causado por mudanças nas condições de

contorno. Um elegante argumento heurístico, baseado no princípio da incerteza, conecta δE com

a condutividade σ no limite macroscópico. Através do princípio da incerteza pode-se estabelecer:

δE = ~/tDf
, (6)

onde tDf
é o tempo necessário para um pacote de onda eletrônico difundir até os contornos de

uma caixa de lado L. Considerando que o elétron realiza um movimento Browniano dentro da
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caixa podemos escrever

tDf
= L2/Df , (7)

onde Df é a constante de difusão. Usando a relação de Einstein entre a condutividade e as

propriedades de difusão:

σ = e2 D n(E), (8)

e combinando as Eqs.(6),(7),(8), temos

δE =
σ~

e2 (L2 n(E))
. (9)

A densidade de estados média pode ser escrita como função do espaçamento médio entre os

níveis:

n(E) = 1/(LD∆E). (10)

A razão ∆E/δE é agora adotada como sendo uma medida de “força” da desordem

no sistema, análoga a razão W/J no modelo de Anderson tradicional. Estados estendidos são

sensíveis a mudanças nas condições de contorno (δE > ∆E). Por outro lado, estados localizados

não apresentam tal sensibilidade (ou seja, δE < ∆E). O parâmetro de desordem g−1, é definido

por
1

g(L)
≡ ∆E

δE
. (11)

Substituindo as Eq.(9),(10) na Eq.(11), podemos observar a dependência de escala do parâmetro

g:

g(L) = (~/e2) σ LD−2. (12)

A Eq.(12) se aplica apenas a estados estendidos no limite macroscópico. O termo LD−2 σ

é a condutância de um cubo (D-dimensional) de lado L e condutividade σ. Logo, a função

g(L) pode ser vista como uma condutância generalizada expressa em unidades de e2/~. A

teoria de escala examina a dependência de g(L) com o comprimento de escala utilizado. Seja

g0 = g(L0) = δE(L0)/∆E(L0) a condutância generalizada para um sistema composto de caixas

acopladas de volume Ld0. A teoria de escala assume que dado g0 em uma escala de comprimento

L0, podemos obter g numa escala maior L = L0 b. Na nova escala L0 b a condutância g é

completamente determinada pelo valor anterior g0 e pelo fator de escala b. O comportamento de

escala da função g pode ser obtido a partir da função β(g), dada por

β(g) =
d ln g(L)

d lnL
. (13)

Para β positivo, g cresce com o crescimento de L; para β negativo, g decresce com o crescimento

de L. O comportamento qualitativo de β(g) está representado na fig.(1) para D = 1, 2 e 3. A
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Figura 1 – O comportamento qualitativo de β(g) para D = 1, 2 e 3 na teoria de escala apresen-
tada por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnam.

curva mostrada na fig. (1) foi proposta por Abrahams et al. [2]. O comportamento qualitativo da

função β(g) pode ser determinado a partir dos seus limites assintóticos (g →∞ e g → 0). Para

g grande podemos usar a Eq.(12) e mostrar que

lim
g→∞

β(g) = D − 2. (14)

Logo, β(g → ∞) = 1 em D = 3, β(g → ∞) = 0 em D = 2 e β(g → ∞) = −1 em

D = 1, como mostrado na fig.(1). Para g pequeno, ou seja, no limite de fraco acoplamento

e forte desordem, o teorema de Anderson prevê que os estados eletrônicos são localizados e

decaem exponencialmente com a distância. Nos contornos de uma caixa de dimensão linear L, a

amplitude da função de onda de um elétron localizado dentro da caixa é da ordem de e−γL, onde

γ é o expoente de Lyapunov (inverso do comprimento de localização λ). O acoplamento entre as

caixas também decai exponencialmente com L, de forma que g(L) ∝ e−γL. Usando a Eq.(13),

temos

lim
g→0

β(g) = ln g, (15)

e, portanto, β(g) se aproxima de −∞ quando g tende a zero, independente da dimensão. As-

sumindo que β(g) tenha variação lenta e monotônica entre os limites g → ∞ e g → 0, nossa

análise reproduz o comportamento qualitativo da fig.(1). As setas do diagrama de fluxo sobre as

curvas representam a direção em que g sofre variações quando L cresce. Para D = 1 e D = 2 as
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setas indicam que g sempre diminui quando L cresce. Em D = 3, temos dois comportamentos:

Abaixo de um certo gc (β(g) < 0) as setas do diagrama de fluxo indicam que a condutância

generalizada g diminui quando L cresce; acima de gc (β(g) > 0) o comportamento é contrário,

g cresce quando L cresce. O ponto no diagrama de fluxo (gc, β(gc) = 0) é chamado ponto

fixo instável. Este diagrama mostra claramente a dependência da transição de Anderson com a

dimensão: em 1D e 2D não existe transição metal-isolante, com a condutividade indo sempre a

zero quando l →∞; em 3D existe uma transição metal-isolante. O comportamento crítico perto

desta transição em 3d também foi obtido a partir da teoria de escala [5]. Em analogia com as

teorias de transições de fase de segunda ordem, a condutividade em corrente contínua σDC e o

comprimento de localização λ, próximos da energia crítica de transição (mobility edge ) tem um

comportamento tipo lei de potência:

σDC ∝ (E − Ec)s,

λ ∝ (E − Ec)−ν . (16)

Os valores dos expoentes s = ν = 1 foram numericamente obtidos usando uma expansão em

d+ ε por Wegner [31] e também por técnicas de expansão diagramática por Vollhard e Wlfle [5].

Recentemente, considerações sistemáticas de variáveis irrelevantes e correções não-lineares na

teoria de escala têm refinado os resultados da teoria de escala, obtendo o expoente crítico com

maior precisão numérica ν ≈ 1.57 [32, 33, 34, 35].

Existem muitos experimentos na literatura [5] onde transições metal-isolante com desor-

dem vem sendo observadas. Os exemplos mais proeminentes são os experimentos realizados

em silício dopados com fósforo ou bário [5, 8, 9, 36, 37, 38]. Nestes experimentos, a desordem

é oriunda das posições aleatórias dos átomos dopantes. A força ou largura da desordem pode

ser modificada variando a concentração de dopantes NP ou através de um campo. Em ambos

os casos a distância entre os dopantes muda e isto modifica a largura da desordem W . No caso

experimental a energia crítica Ec do sistema é a concentração crítica dos dopantes N c
P ou o valor

do campo Hc para os quais a transição acontece.

Durante muitos anos foi sugerido a existência de dois tipos de materiais: semicondutores

não compensados com ν = 0.5 e semicondutores compensados e materiais amorfos com ν = 1

[5, 8, 36]. Recentemente foi observado um expoente ν = 1 para o silício dopado com fósforo

não compensado (Si : P ) [37] e ν = 1.6 para silício dopado com Bário (Si : Ba) [38]. Portanto,

não só a classificação do tipo de material como também o valor do expoente, são questões que

permanecem abertas.
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Em geral, a diferença no expoente vem sendo atribuída à presença de outros efeitos no ex-

perimento, como por exemplo, a interação Coulombiana entre os elétrons [37]. Em sólidos reais,

os elétrons correlacionam seus movimentos uns com os outros de forma a evitar configurações

muito energéticas. Estas correlações são responsáveis pela transição de Mott [6, 9]. Propriedades

de localização como um efeito de interferência vem sendo observados em escala macroscópica

através de experimentos de propagação de ondas eletromagnéticas ou ondas de água [5]. O

padrão de ondas na água pode ser completamente espalhado ou restrito a uma pequena região da

superfície, dependendo se os espalhadores forem periódicos ou aleatórios. Devemos também

mencionar o impacto que as ideias e conceitos acima descritos tiveram no desenvolvimento da

teoria quântica de transporte em nanoestruturas [39].
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2 Modelo de Anderson com correlações na desordem

2.1 MODELO DE ANDERSON COM CORRELAÇÕES

As previsões do modelo de Anderson, isto é, a existência de estados localizados em 1D

e 2D para qualquer quantidade de desordem e a possibilidade da ocorrência de uma transição

metal-isolante em 3D têm sido comprovadas tanto através de métodos analíticos como numéricos.

A localização dos estados eletrônicos em cadeias unidimensionais foi demonstrada analitica-

mente por K. Ishii [40] e é uma consequência natural do teorema de Furstenberg [36] sobre

produtos de variáveis aleatórias não correlacionadas. Entretanto, uma série de trabalhos têm sido

propostos nos quais a presença de desordem correlacionada e/ou sequências pseudo-aleatórias

são responsáveis por um comportamento não usual no modelo de Anderson unidimensional. Em

1976, Theodorou e Cohen [41] mostraram que um modelo tight-binding unidimensional com

as amplitudes de hopping aleatórias apresenta uma energia crítica no centro da banda, onde a

função de onda é estendida. Entretanto, Fleishman e Licciardello [42] mostraram que neste caso

a função de onda tem um comportamento assintótico do tipo ψn ∝ e−λ
√
n. Portanto, apesar do

comprimento de localização definido como 1/lc = − limn→∞(logψn/n) ser divergente, este

estado deve ser considerado como localizado já que o coeficiente de transmissão vai a zero no

limite termodinâmico [43].

Em meados da década de 80 vários trabalhos envolvendo modelos tight-binding unidimen-

sionais com potenciais incomensuráveis revelaram a presença de uma transição metal-isolante.

Por exemplo, um potencial do tipo εn = V cos k|n|ν , onde k = 2πα e α é um número irracional

entre 0 e 1, apresenta vários aspectos interessantes [44, 45, 46]. Para 0 < ν < 1, existem estados

estendidos na faixa −2 + V < E < 2− V e estados localizados nas faixas 2− V < E < 2 + V

e −2 − V < E < −2 + V para V < 2, enquanto que todos os estados são localizados para

V > 2. Para ν = 1 os estados eletrônicos são localizados se V > 2 e estendidos se V < 2. Para

1 < ν < 2, todos os estados são localizados, mas o coeficiente de Lyapunov se aproxima de

zero no centro da banda. Finalmente, para ν > 2 o sistema se comporta como um modelo de

Anderson unidimensional e todos os estados são exponencialmente localizados.

Nas últimas décadas, modelos com desordem correlacionada têm despertado um grande

interesse da comunidade científica. Em 1989, Flores [11] mostrou que o Hamiltoniano de

Anderson unidimensional com potencial e amplitude de hopping aleatórios pode apresentar

uma energia crítica, Ec, onde a transmissão da função de onda ocorre (deslocalização) se forem
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introduzidas correlações entre as energias dos sítios e os termos de hopping. Este resultado é uma

generalização da energia crítica de transmissão, que aparece no centro da banda, quando existe

apenas desordem no hopping. Ainda em 1989, Dunlap et al. [12] estudaram o Hamiltoniano de

Anderson unidimensional para uma liga binária. Na liga binária, as energias dos sítios do sistema

podem ser εA ou εB com probabilidades p e 1− p. Os sítios com energia εA sempre aparecem em

pares. Foi mostrado que se |εA− εB| ≤ 2J , onde J é a amplitude de hopping, o sistema apresenta

uma energia ressonante onde a função de onda é deslocalizada. Em 1992, Bovier [13] estudou

o modelo tight-binding unidimensional com distribuição de desordem tipo dímeros. Usando

teoria de perturbação foi analisado o comportamento da densidade de estados e do coeficiente de

Lyapunov (inverso da largura da função de onda), obtendo resultados semelhantes.

Uma série de trabalhos envolvendo correlações tipo dímeros surgiram desde então com

os mesmos resultados: Divergência do comprimento de localização em algumas energias críticas

[14, 15, 16, 17, 18, 19]. A diferença fundamental entre o modelo de Anderson original e os

modelos de dímeros é a existência de correlações nas energias dos sítios. Wu e Phillips [14]

mostraram que a distribuição de desordem na polianilina é descrita exatamente por este modelo

de dímeros aleatórios. A existência destes estados estendidos ressonantes foi verificada por

Bellani et al. [47] em experimentos com super-redes de dímeros aleatórios (GaAs-AlGaAs).

Uma outra realização experimental do modelo de dímeros aleatórios foi feita em 2013

[48]. Nesta, os autores usaram espécie de rede ótica formada por guias de onda fracamente

acoplados. Os guias foram escolhidos com constantes de propagação ε1 e ε2. A distribuição dos

guias foi aleatória, entretanto os autores mantiveram o mesmo tipo de correlação local existente

no modelo de dímeros aleatórios. Dependendo da diferença entre os valores ε1 e ε2 os autores

encontraram diversos regimes de propagação ótica incluindo a propagação superdifusiva, uma

clara assinatura do modelo de dímeros aleatórios. Se faz importante mencionar que boa parte

dos experimentos são feitos em sistemas análogos ao modelo de Anderson 1D.

Em linhas gerais, os resultados encontrados via modelo de Anderson são válidos não

apenas para sistemas eletrônicos, mas também tem uma validade geral em diversos sistemas

contendo fenômenos ondulatórios. Recentemente, Cressoni e Lyra [49] estudaram cadeias

recozidas, onde a correlação entre as energias dos sítios é dada por < εiεj >∝ e−|i−j|/ζ . Foi

mostrado que o comprimento de localização cresce com comprimento de correlação ζ , mas todos

os estados permanecem localizados dado a ausência de ressonâncias típicas.
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2.1.1 Correlações de Longo Alcance no Modelo de Anderson

Como foi mostrado na seção anterior, a presença de correlações de curto alcance na

distribuição de desordem modifica as propriedades eletrônicas do sistema gerando algumas

energias ressonantes. Efeitos relacionados com a presença de correlações de longo alcance em

sistemas desordenados foram recentemente analisados. Sequências com correlações de longo

alcance não apresentam um comprimento de escala característico [50] e sua densidade espectral

é aproximadamente uma lei de potência da forma S(k) = 1/kα. A função S(k) é obtida através

da transformada de Fourier da função correlação de dois pontos < εiεj > e k = 1/λ, onde λ é o

comprimento de onda das ondulações na sequência.

Em 1994, M. C. Varriale e A. Theumann [51] estudaram um gás de elétrons d-dimensional,

em T = 0, na presença de potenciais aleatórios com correlações espaciais de longo alcance que

decaem com a separação |x| de acordo com uma lei do tipo |x|−d−σ, onde σ é um parâmetro.

Usando um formalismo Lagrangeano e teoria de perturbação foi demonstrada a existência de

transição de Anderson em altas dimensões (d > 4). No início de 1998, Russ et al. [52] estudaram

um modelo de Anderson unidimensional onde as energias dos sítios apresentam uma função de

correlação dada por C(l) ∝< εiεi+l >∝ l−γ , onde γ é uma constante positiva. Eles mostraram

que todos os estados são localizados para γ positivo, mas o comprimento de localização diverge

quando γ tende a zero.

Ainda em 1998, Moura e Lyra [20] estudaram o modelo de Anderson unidimensional

com correlações de longo alcance na diagonal do Hamiltoniano. Para introduzir as correlações

de longo alcance, as energias dos sítios foram escolhidas como sendo um movimento Browniano

fracionário. Esta sequência apresenta uma densidade espectral tipo lei de potência, S(k) = 1/kα,

onde o parâmetro α controla o grau de correlação na sequência. Utilizando um formalismo de

grupo de renormalização eles mostraram que este sistema pode exibir uma fase de estados esten-

didos no centro da banda se α > 2. Pela primeira vez uma verdadeira transição metal-isolante

em sistemas unidimensionais desordenados foi encontrada. Como mencionado, a sequência de

energias dos sítios foi considerada como o traço de um movimento Browniano fracionário com

uma densidade espectral S(k) = 1/kα. Vamos fazer uma breve revisão sobre estas sequências.

O conceito de movimento Browniano fracionário (MBF) foi introduzido por Mandelbrot

[53, 54] como uma generalização de uma função aleatória x(t). Vamos denotar por BH(t) a

posição de uma partícula que descreve um movimento Browniano fracionário de expoente de

Hurst H , após t passos. O incremento médio é igual a zero (< BH(t) − BH(t0) >= 0) e a
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variância nos incrementos V (t− t0) é dada por

V (t− t0) =< [BH(t)−BH(t0)]2 >= 2Dfτ(|t− t0|/τ)2H , (17)

onde τ é o intervalo entre duas observações sucessivas da posição da partícula e Df é a constante

de difusão. Em uma função aleatória X(t) o expoente de Hurst H é igual a 1/2, enquanto no

MBF o expoenteH é um número real dentro do intervalo [0, 1]. É importante lembrar que existem

correlações de longo alcance entre os passos de um MBF, enquanto que no caso de um movimento

Browniano simples a correlação é nula. A função que mede a correlação entre os incrementos

(BH(0)−BH(−t)) e (BH(t)−BH(0)) é proporcional a< [BH(0)−BH(−t)][BH(t)−BH(0)] >.

Por conveniência vamos escolher que BH(0) = 0 e usar um sistema de unidades especial de

modo que τ = 1 e 2Dfτ = 1. Logo, a expressão para a função de correlação entre os incrementos

no futuro (BH(t)) e os incrementos no passado (−BH(−t)) será

C(t) =

[
< −BH(−t)BH(t) >

BH(t)2

]
=
(
22H−1 − 1

)
. (18)

Podemos notar que para H = 1/2 a função de correlação é zero para todo t. Este resultado já

era esperado, pois o movimento Browniano simples é recuperado em H = 1/2 e não existe

correlações entre incrementos passados e futuros. Entretanto, para H diferente de 1/2 a função

de correlação C(t) é diferente de zero.

Um movimento Browniano fracionário pode ser persistente (H > 1/2) ou antipersistente

(H < 1/2). No caso persistente, se durante algum tempo no passado os incrementos forem

positivos, ou seja, a caminhada sofreu crescimento, os incrementos futuros tendem a ser positivos.

Consequentemente, incrementos negativos no passado implicam em incrementos negativos no

futuro. No caso antipersistente, o comportamento é contrário, incrementos negativos no passado

implicam em incrementos positivos no futuro e vice-versa.

Para gerar uma sequência temporal aleatória x(ti) que apresente densidade espectral tipo

lei de potência (S(w) = 1/wα), Moura e Lyra [20] utilizaram um formalismo de transformada

de Fourier discreta descrito nas Refs. [55, 56, 57, 58, 59, 60, 61]. Suponha que a posição da

partícula seja observada nos instantes ti = iτ e que tenha N valores num período T = Nτ . A

densidade espectral tipo lei de potência é imposta pela equação abaixo [58]:

xi = x(ti) =

N/2∑
k=1

(S(ωk)∆ω)1/2cos(ωkti + φk). (19)

Esta equação acima é a decomposição de Fourier discreta da sequência xi. As frequências

ωk são múltiplos da frequência fundamental ∆ω = 2π/T (ωk = k∆ω). As N/2 fases φk,
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uniformemente distribuídas no intervalo [0, 2π], representam a única fonte de ruído da série.

Escolhendo τ = 1 e S(wk) = 1/wαk a equação para os termos da série pode ser escrita como

xi =

N/2∑
k=1

[
k−α

∣∣∣∣2πN
∣∣∣∣1−α

]1/2

cos

(
2πik

N
+ φk

)
. (20)

O parâmetro α controla as correlações desta sequência. Para α = 0, temos uma sequência

aleatória, sem correlações entre os eventos (ruído branco). No caso de α = 2, recuperamos o

movimento Browniano simples, sem correlações entre os incrementos. Para introduzir correlações

de longo alcance no modelo de Anderson, Moura e Lyra consideraram, em um primeiro estudo,

as energias dos sítios εi como sendo os números xi gerados pela Eq.(20). Entretanto, segundo

a Eq.(20) a variância nos incrementos desta sequência cresce com o tamanho da série (<

(xi+L−xi)2 >∝ N2H . De forma a obter uma distribuição de energias com variância independente

do tamanho (∆εi =
√
< ε2i > − < εi >2 = C). Eles normalizaram a sequência definida pela

Eq.(20) removendo a dependência das amplitudes de Fourier com o tamanho da cadeia N . Logo,

a equação para gerar as energias dos sítios (εi) pode ser escrita como

εi =

N/2∑
k=1

C(α)

kα/2
cos

(
2πik

N
+ φk

)
, (21)

onde a constante C(α), que agora multiplica os termos da série, será escolhida de modo que

∆εi = 1. Um gráfico de εi versus i é mostrado na fig.(2.1.1 (a)) para α = 0, 0.5, 1.5 e N = 219.
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A densidade espectral (S(k) ∝ 1/kα) para α = 0, 0.5, 1.5 é mostrada na fig. (2.1.1 (b)).

S(k) foi obtida a partir da transformada de Fourier numérica de εi (S(k) = (εk)
2, onde εk

são as componentes de Fourier). Como já mencionamos anteriormente, Moura e Lyra usaram

um formalismo de renormalização para se calcular o expoente de Lyapunov para o modelo

de Anderson com as energias dos sítios descritas pela Eq.(21). Esta quantidade física já foi

introduzida no cap.1 e será reanalisada no cap.4. As metodologias utilizadas para o cálculo do

expoente de Lyapunov também serão devidamente detalhadas no cap.4. Em linhas gerais, os

resultados encontrados em 1998 [20] mostraram que o comprimento de localização calculado

em torno do centro da banda pode ser divergente a depender do grau de correlação impetrado

na distribuição de desordem diagonal do Hamiltoniano. Se as energias εn do Hamiltoniano

tiverem espectro de potência 1/kα com α > 2 é possível encontrar uma verdadeira fase de

estados metálicos mesmo em sistemas unidimensionais. Ainda em 1999, resultados semelhantes

a estes foram obtidos pelo grupo de Izrailev e Krokhin [22]. Utilizando uma teoria de perturbação

de segunda ordem eles obtiveram uma transição metal-isolante em sistemas com desordem

correlacionada.

A presença de uma verdadeira fase metálica em sistemas com correlações de longo

alcance na distribuição de desordem vem chamando a atenção da comunidade científica e

motivando muitos estudos mesmo que em outras áreas da física. Podemos citar a observação

experimental de transmissão de micro-ondas em guias retangulares com espalhadores correla-

cionados [26]. Neste experimento, os espalhadores colocados no guia de ondas são parafusos

micrométricos cujo as dimensões são correlacionadas. Eles encontraram uma faixa de frequên-

cias [ω1
c , ω

2
c ], onde os modos são transmitidos. Uma generalização inicial do modelo proposto

por Moura e Lyra [20] para sistemas bidimensionais foi apresentado por Shiong et al. [25].

Eles estudaram um sistema quasi-unidimensional N ×M onde N é o comprimento e M a

largura, com correlações de longo alcance na direção maior (direção N ). Eles mostraram que,

no regime de fortes correlações, este sistema exibe uma transição tipo Kosterlitz-Thouless, cujo

comprimento de localização diverge com λ ∝ exp
{

(c/
√
E − Ec)

}
.

Recentemente foi estudado uma versão do modelo de Anderson cuja distribuição de

desordem apresenta uma forma particular de correlações de longo alcance [27]. Neste modelo

uma distribuição binária de energias dos sítios ε1 e ε2 é gerada através do método de transformada

de Fourier modificada [62]. Utilizando um formalismo de matriz de transferência, eles mostraram

que este sistema também apresenta uma transição metal-isolante no limite de correlações fortes.

Neste trabalho foi conjecturado que este tipo de transição é responsável pelo transporte eletrônico
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na cadeia do DNA.

No final de 2002 a resistividade ρ do modelo de Anderson com correlações de longo

alcance nas energias dos sítios propostos na Ref. [20], foi calculada através de um formalismo

de matriz de transferência modificado [63]. Eles encontraram que para α > 2, existe uma

faixa de energias [E1
c , E

2
c ] no centro da banda onde a resistividade apresenta um decaimento

ρ ∝ N−ν , onde N é o tamanho do sistema e ν é um expoente muito próximo de 1 (ν ≈ 0.95).

Eles concluíram que os estados estendidos encontrados por Moura e Lyra [20] representam

estados com resistência nula no limite termodinâmico. Diversos estudos teóricos e experimentais

foram apresentados na literatura dentro do contexto de modelos de Anderson com desordem

correlacionada.

Em um passado recente a natureza dos estados eletrônicos em sistemas bidimensionais

com desordem correlacionada foi exaustivamente investigada [64, 65, 66]. Nestes trabalhos

uma generalização dos estudos de Moura e Lyra [20] para o caso 2D foram apresentados. Uma

grande quantidade de técnicas numéricas foi utilizada para calcular diversas quantidades físicas

de interesse. De maneira geral, os autores mostraram que a transição metal-isolante induzida por

correlações de longo alcance também é encontrada. Nos caps. 4 e 5 vamos apresentar diversas

técnicas numéricas para o estudo de sistemas com desordem. Boa parte das técnicas usadas nas

refs. [64, 65, 66] serão detalhadamente explicadas e aplicadas em exemplos concretos.

Outro ponto que se faz importante saliente foram os estudos sobre a competição entre

termos de interação e desordem correlacionada [67, 68, 69, 70, 71]. Em diversos estudos, foram

considerados modelos contendo desordem e campos elétricos ou interação Coulombiana. Em

linhas gerais, os efeitos de campos elétricos são bem relevantes no caso de sistemas cristalinos.

Sistemas eletrônicos cristalinos na presença de campos elétricos estáticos apresentam uma

dinâmica coerente chamada de Oscilação de Bloch [72]. Diversos trabalhos apresentaram a

possibilidade de encontrar tais oscilações em sistemas com desordem correlacionada. No cap. 6

vamos detalhar esta fenomenologia bem como o formalismo necessário para se investigar a

competição entre campo elétrico estático e desordem correlacionada.

Dentro do contexto de interação Coulombiana, diversos trabalhos com diversas metodo-

logias foram até então apresentados. De forma geral, a competição entre interação Coulombiana

e desordem correlacionada tem revelado uma grande coleção de novos resultados [68, 70, 71].

Particularmente, dentro da aproximação de dois elétrons foi mostrado que, no limite de correla-

ções de longo alcance fortes (α > 2), uma interação Coulombiana da ordem da largura da banda

cristalina pode promover um movimento balístico, entretanto mantendo uma correlação entre
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as posições dos elétrons. Devido à presença de interação elétron-elétron aparece uma banda de

estados ligados e esta banda acaba dominando a dinâmica [68]. Em linhas gerais, propriedades

de transporte envolvendo correlações de longo alcance, interação elétron-elétron e/ou campos

elétricos é um tema com diversas questões em aberto e constante esforço de investigação da

comunidade científica [23].
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3 Teoria da localização em sistemas harmônicos e magnéticos

3.1 MÁGNONS E MODOS VIBRACIONAIS EM SISTEMAS DESORDENADOS

3.1.1 Mágnon em sistemas desordenados

Os resultados da teoria de escala para o modelo de Anderson unidimensional com de-

sordem na diagonal não correlacionada preveem que todos os estados são exponencialmente

localizados. Como apresentamos no cap. 2, a generalização proposta por Moura e Lyra [20]

mostra uma transição metal-isolante, mesmo em sistemas 1D, induzida pela presença de corre-

lações na distribuição de desordem. Este resultado vem motivando o estudo da propagação de

excitações gerais tipo mágnons, fônons, luz ou ondas acústicas em meios com desordem correla-

cionada. Em uma dimensão existem várias analogias entre a propagação de ondas e problemas de

transporte eletrônico em sistemas desordenados. Por exemplo, a equação de movimento para um

mágnon no modelo de Heisenberg ferromagnético pode ser exatamente mapeada no problema

de um elétron em um Hamiltoniano tight-binding, onde os termos de hopping são aleatórios e

distribuídos sempre em pares [73]. Este modelo eletrônico com hopping aleatório dimerizado

é uma generalização do conhecido modelo de dímeros aleatórios proposto por Dunlap [12] no

final da década de 80.

3.1.2 Mágnons em Cadeias Ferromagnéticas Desordenadas

Em 1929, Bloch introduziu o conceito de onda de spin (mágnon) estudando uma cadeia

de N spins acoplados com seus primeiros vizinhos por uma energia J . A energia de interação

entre dois spins ~Si e ~Sj é dada por h = −Ji,j~Si · ~Sj . O hamiltoniano deste sistema pode ser

escrito como [73, 74]:

H = −
N/2∑

n=−N/2

Ji,j ~Si · ~Sj. (22)

Este é o modelo de Heisenberg que mostrou que a energia do campo molecular de Weiss resulta

da interação (exchange) entre os spins. Para uma distribuição de acoplamentos Ji,j > 0 o estado

fundamental é ferromagnético. Bloch verificou que em baixas temperaturas, o estado com um

desvio em um único spin são as excitações de mais baixa energia do sistema. Estas excitações

são chamadas de ondas de spin e são quantizadas em energia: mágnons. Se os acoplamentos são

constantes (Ji,j = constante) as ondas de spin propagam-se por toda a cadeia, semelhante as
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funções de Bloch para problemas eletrônicos. Entretanto, em sólidos reais a presença de defeitos

induz uma aleatoriedade nos acoplamentos entre os spins.

A propagação de ondas de spin no modelo de Heisenberg ferromagnético com desordem

nos acoplamentos entre os spins têm sido objeto de estudo a muitos anos [73, 74, 75, 15]. No

caso de desordem não correlacionada, os acoplamentos J são aleatoriamente escolhidos num

intervalo (Jmim, Jmax) segundo uma distribuição de probabilidade P (J). É bem estabelecido

que todos os modos com energia não nula (E > 0) são localizados devido a desordem, enquanto

que a largura λ do modo com E = 0 apresenta uma divergência [73, 15]. A largura λ das

ondas de spin é equivalente ao comprimento de localização da função de onda eletrônica. O

comportamento funcional de λ, bem como da densidade de estados (DOS) perto de E = 0

depende do tipo de distribuição de probabilidade P (J) [73]. Por exemplo, se P (J) é escolhida

de tal forma que os dois primeiros momentos < 1/J > e < 1/J2 > são finitos, a largura das

ondas de spin λ diverge proporcional a 1/E e a densidade de estados é proporcional a 1/
√
E

[73]. A dinâmica das ondas de spin nesta mesma cadeia foi estudada por Evangelou [15] a partir

do cálculo numérico do deslocamento médio quadrático no tempo σ2(t). Se a distribuição de

probabilidade P (J) é escolhida de tal forma que ao menos o primeiro momento < 1/J > é

finito, o sistema apresenta uma dinâmica superdifusiva (σ2(t) ∝ t3/2) no limite de tempos longos

(t ∝ ∞).

A equação de Schrödinger (H |φ〉 = E |φ〉) para as excitações de ondas de spin nesta

cadeia pode ser exatamente mapeada na equação de Schrödinger para um problema eletrônico

com desordem nas integrais de hopping. Este mapeamento foi apresentado por Ziman [73] e

permite o estudo das propriedades de localização das ondas de spin utilizando técnicas que foram

desenvolvidas para sistemas eletrônicos, como matriz de transferência e técnicas de funções de

Green e também o cálculo da função participação.

Efeitos de correlações nos acoplamentos entre os spins foram recentemente analisados

por Lyra et al. [76]. Utilizando um procedimento de diagonalização direta do Hamiltoniano eles

calcularam a função participação para este sistema. As correlações foram introduzidas utilizando

o mesmo formalismo apresentado no cap. 2 (Eq.(19)). Eles encontraram uma fase de ondas

de spin não espalhadas para sequências de acoplamentos com parâmetro de correlação α > 1.

Entretanto, não foi possível descrever completamente a transição e encontrar as energias críticas,

pois este estudo foi restrito a sistemas pequenos,N < 2000, devido à dificuldade em diagonalizar

matrizes grandes. A presença de correlações de longo alcance em sistemas magnéticos é um

tópico de pesquisa com grande interesse atual [77].
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Vamos considerar uma cadeia linear contendo N íons de spin ~Sn = Sxn~x+ Syn~y + Szn~z.

Vamos introduzir os operadores S+
n e S−n definidos por{

S+
n = Sxn + iSyn,

S−n = Sxn − iSyn.

Usando as relações de comutação dos operadores de spin ([Sxk , Sl] = iSzkδk,l), podemos demons-

trar as seguintes relações:

[S+
k , S

+
l ] = 2Szkδk,l, [Szk , S

+
l ] = S+

k δk,l,

[Szk , S
−
l ] = −S−k δk,l, [S+

k , S
+
l ] = [S−k , S

−
l ] = 0.

Para estudar as excitações do sistema, vamos considerar agora que um desvio de spin

é introduzido no sítio n. Introduzir este desvio corresponde a aplicar o operador S−n ao estado

fundamental, no qual todos os spins se encontram perfeitamente alinhados. Nosso objetivo é

obter a equação de Schrödinger para um mágnon numa cadeia ferromagnética. Vamos aplicar o

Hamiltoniano definido na Eq.(22) ao estado |φn〉, definido por |φn〉 = ~Sn |φ0〉:

H |φn〉 = −
N∑
l=1

Jl,l+1
~Sl.~Sl+1 |φn〉 = (23)

−
N∑
l=1

Jl,l+1 [Szl S
z
l+1 +

1

2
(S+

l S
−
l+1 + S−l S

+
l+1)] |φn〉 =

= −
N∑
l=1

Jl,l+1 S
z
l S

z
l+1 |φn〉 −

1

2

N∑
l=1

Jl,l+1 S
+
l S
−
l+1 |φn〉

−1

2

N∑
l=1

Jl,l+1 S
−
l S

+
l+1 |φn〉 .

Vamos calcular os três somatórios separadamente:

(i) H1 = −
∑N

l=1 Jl,l+1 S
z
l S

z
l+1 |φn〉. Explicitando os termos l = n− 1 e l = n, obtemos

H1 = −
n−2∑
l=1

Jl,l+1S
z
l S

z
l+1 |φn〉 − (Jn−1,nS

z
n−1S

z
n |φn〉)

−(Jn,n+1S
z
nS

z
n+1 |φn〉)−

N∑
l=n+1

Jl,l+1S
z
l S

z
l+1 |φn〉 . (24)

Lembrando que Szi aplicado ao estado |φn〉 com i 6= n tem valor máximo S na direção z, temos

então

H1 = −
n−2∑
l=1

Jl,l+1 S
2 |φn〉 −

N∑
l=n+1

Jl,l+1 S
2 |φn〉 − (Jn−1,n S

z
n−1S

z
n |φn〉)

− (Jn,n+1 S
z
nS

z
n+1 |φn〉). (25)
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Utilizando as relações de comutação entre Sz e S−, obtemos

H1 = −
n−2∑
l=1

Jl,l+1 S
2 |φn〉 −

N∑
l=n+1

Jl,l+1 S
2 |φn〉 − Jn−1,n S

z
n−1(S−n S

z
n |φ0〉 − S−n |φ0〉)

−Jn,n+1 S
z
n+1(S−n S

z
n |φ0〉 − S−n |φ0〉). (26)

Lembrando a relação Szn |φ0〉 = S |φ0〉 na equação anterior, teremos

H1 = −
n−2∑
l=1

Jl,l+1 S
2 |φn〉 −

N∑
l=n+1

Jl,l+1 S
2 |φn〉

−Jn−1,n S
z
n−1(S − 1) |φn〉 − Jn,n+1 S

z
n+1(S − 1) |φn〉). (27)

Aplicando os operadores Szn+1 e Szn−1 no estado |φn〉, temos

H1 = −
n−2∑
l=1

Jl,l+1 S
2 |φn〉 −

N∑
l=n+1

Jl,l+1 S
2 |φ0〉 − Jn−1,n S

2 |φn〉

−Jn,n+1 S
2 |φn〉+ Jn−1,n S |φn〉+ Jn,n+1 S |φn〉 . (28)

Podemos agrupar os quatro primeiros termos desta última equação em um só somatório e a

equação para H1 resulta em

H1 = −
N∑
l=1

Jl,l+1 S
2 |φn〉+ S(Jn−1,n + Jn,n+1) |φn〉 . (29)

O somatório −
∑N

l=1 Jl,l+1S
2 é igual a energia (E0) do estado fundamental |φ0〉. Portanto, a

expressão final para H1 é

H1 = E0 |φn〉+ S(Jn−1,n + Jn,n+1) |φn〉 . (30)

(ii) H2 = −
∑N

l=1 Jl,l+1 S
+
l S
−
l+1 |φn〉. Substituindo |φn〉 = S−n |φ0〉 e utilizando as relações de

comutação entre os operadores S+ e S−, temos

H2 = −1

2

N∑
l=1

Jl,l+1 S
−
l+1(2Szl δln |φ0〉) + S−n S

+
l |φ0〉

= −
N∑
l=1

Jl,l+1 S
−
l+1(2Szl δln |φ0〉). (31)

Na equação acima S+
l |φ0〉 = 0, pois o estado |φ0〉 contém todos os spins na direção (+). A

função delta seleciona os termos do somatório com l = n, portanto

H2 = −Jn,n+1 S
−
n+1S

z
n |φ0〉 = −Jn,n+1 SS

−
n+1 |φ0〉

= −Jn,n+1 S |φn+1〉 . (32)
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(iii) H3 = −1
2

∑N
l=1 Jl,l+1 S

−
l S

+
l+1 |φn〉. De forma análoga, obtemos

H3 = −1

2

N∑
l=1

Jl,l+1 S
−
l [2Szl+1 δl+1,n + S−n S

+
l+1] |φ0〉 . (33)

Na expressão acima, o termo que contém S+
l+1 |φ0〉 é nulo, pois todos os spins estão apontando

na direção (+). Portanto,

H3 = −
N∑
l=1

Jl,l+1 S
−
l S

z
l+1 δl+1,n |φ0〉 . (34)

Usando a função delta e lembrando que S−n−1 |φ0〉 = |φn−1〉, teremos

H3 = −Jn−1,n S
−
n−1S

z
n |φ0〉 = −Jn−1,n SS

−
n−1 |φ0〉

= −Jn−1,n S |φn−1〉 .

(35)

Coletando os resultados acima, obtemos

H |φn〉 = E0 |φn〉+ S[(Jn−1,n + Jn,n+1) |φn〉 − Jn,n+1 |φn+1〉

−Jn−1,n |φn−1〉]. (36)

Da equação acima, verificamos que |φn〉 não é autoestado de H , pois um desvio no sítio

n não fica localizado em n, propagando-se ao longo da cadeia através de seus vizinhos n + 1

e n − 1. Esta propagação estabelece a excitação coletiva do sistema, ou seja, a onda de spin.

Portanto precisamos determinar que estado represente esta configuração. Vamos representar por

|Φ〉 uma onda de spin. Podemos expandir esta onda de spin usando os estados |φn〉:

|Φ〉 = C(S,N)
N∑
n=1

fn |φn〉 , (37)

onde os números fn representam as amplitudes de probabilidade de ocorrer um desvio no sítio n.

Vamos demostrar que |Φ〉 é autoestado de H usando a equação de Schrödinger:

H |Φ〉 = E |Φ〉 . (38)

Usando as eqs. (37) e (38), temos

H |Φ〉 = C(S,N)
N∑
n=1

fnH |φn〉

= C(S,N)
N∑
n=1

{E0 + S[(Jn−1,n + Jn,n+1)fn |φn〉

− Jn,n+1 fn |φn+1〉 − Jn−1,n fn |φn−1〉]} = E |Φ〉 . (39)
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Desta equação anterior, obtemos

N∑
n=1

(Jn−1,n + Jn,n+1) fn |φn〉 −
N∑
n=1

Jn,n+1 fn| |Φn+1〉

−
N∑
n=1

Jn−1,n fn| |Φn−1〉 =
E − E0

S

N∑
n=1

fn |φn〉 . (40)

Fazendo n = n+ 1 no segundo somatório e n = n− 1 no terceiro somatório, obtemos

N∑
n=1

{[(Jn−1,n+Jn,n+1) fn− Jn,n+1 fn+1−Jn−1,n fn−1]} |φn〉 =
(E − E0)

S

N∑
n=1

fn |φn〉 . (41)

Portanto, fazendo E = E − E0 e S = 1/2, temos a equação de Schrödinger para o modelo

escrita em função dos números cn:

(Jn−1,n + Jn,n+1) fn − Jn,n+1 fn+1 − Jn−1,n fn−1 = 2Efn. (42)

Esta relação de recorrência entre os números fn pode ser usada, entre outros aspectos importantes,
para se obter uma representação matricial do Hamiltoniano H na base (|φ1〉 , |φ2〉 , ..., |φn〉). Esta
representação consiste em uma matriz tridiagonal, ou seja, todos os termos da matriz são nulos
exceto os termos da diagonal principal (Hn,n = Jn−1,n + Jn,n+1) e das duas primeiras diagonais
secundarias (Hn,n+1 = Hn+1,n = −Jn,n+1). Esta representação matricial deH é bem semelhante
a representação matricial do modelo de Anderson 1D. A representação matricial do Hamiltoniano
do problema de um magnon considerando uma cadeia com N spins 1/2 pode ser escrita da
forma :

H =
1

2



J1,2 + J0,1 −J1,2 0 0 · · · 0 0

−J1,2 J1,2 + J2,3 −J2,3 0 · · · 0 0

0 −J2,3 J2,3 + J3,4 −J3,4 · · · 0 0

0 0 −J3,4 J3,4 + J4,5 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · JN−2,N−1 + JN−1,N −JN−1,N

0 0 0 0 · · · −JN−1,N JN−1,N + JN,N+1


N×N

.

(43)

Como mencionamos anteriormente, esta matriz é bem semelhante ao tipo de matriz

do problema de um elétron em uma cadeia desordenada. Vamos mostrar agora que existe um

mapeamento entre os dois modelos e assim muitos resultados e/ou metodologias obtidos usando

o modelo de Anderson podem ser aplicados ao modelo de Mágnons. A equação de Schrödinger

para o problema de mágnon Eq.(42) é equivalente ao seguinte problema eletrônico:

Ee bn = Jn−1,n bn−1 + Jn,n+1 bn+1, (44)

onde os termos de hopping são aleatórios, mas distribuídos em pares, ou seja, J0,1 = J1,2,

J2,3 = J3,4 e assim por diante. Este mapeamento pode ser verificado dizimando os sítios ímpares
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do conjunto de equações (42). Vamos fazer, como exemplo, uma dizimação dos sítios n = 1 e

n = 3. Primeiro vamos fazer as seguintes mudanças de variáveis nos sítios pares e na energia.

b0 = −f0, b2 = −f1, b4 = −f2 e (Ee) =
√

2Em. Agora basta eliminar do conjunto de equações

os sítios ímpares n = 1 e n = 3. Para tal, vamos escrever as três primeiras equações

√
2Em b1 = J0,1 (−f0) + J1,2 (−f1), (45)

√
2Em (−f1) = J1,2 b1 + J2,3 b3, (46)

√
2Em (b3) = J2,3 (−f1) + J3,4 (−f2). (47)

Em seguida, vamos multiplicar a equação (46) por
√

2Em e substituir os termos b1

√
2Em

e b3

√
2Em. O resultado final pode ser escrito como

2Em (−f1) = J1,2 [J0,1 (−f0) + J1,2 (−f1)] + J2,3 [J2,3(−f1) + J3,4 (−f2)]. (48)

Agrupando os termos que contém f0, f1 e f2, temos

(−2Em + J2
1,2 + J2

2,3) f1 = −J1,2 J0,1 f0 − J2,3 J3,4 f2. (49)

Como as amplitudes de hopping aparecem em pares, vamos utilizar a seguinte mudança de

variáveis, J1,2J0,1 = J2
1,2 = J0,1 e J2,3J3,4 = J2

2,3 = J2,3, para deixar a Eq.(49) idêntica a

equação para o mágnon (42) para n = 1 e E = Em:

2Em f1 = (J0,1 + J2,3) f1 − J0,1 f0 − J2,3 f2. (50)

3.1.3 Modos vibracionais em sistemas desordenados

A equação para os modos vibracionais em uma cadeia harmônica desordenada também

tem um mapeamento exato em problemas eletrônicos [78]. A relevância da pesquisa, tanto

analítica quanto computacional de modos vibracionais em cadeias com desordem e/ou anarmo-

nicidade tem origem na possibilidade de se entender os modos inelásticos que aparecem em

vidros ou outras substâncias com arranjos atômicos aleatórios [79]. A natureza dos modos vibra-

cionais em cadeias harmônicas desordenadas tem sido objeto de estudo durante várias décadas

[80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93]. Por outro lado, os efeitos da presença de

anarmonicidade sobre os modos normais foram extensivamente estudados na literatura desde

Fermi, Pasta e Ulam em 1955 [79] até os famosos trabalhos de Toda [94]. Toda introduziu um



38

termo exponencial na força de interação entre os átomos. Esta rede não linear de Toda obedece a

equações de movimento que são exatamente solúveis em termos de funções elásticas.

Em nosso trabalho, vamos concentrar nossa atenção numa cadeia com N átomos que

interagem através de uma força harmônica, ou seja, uma força proporcional à distância entre os

átomos f = βi,j(uj − ui), onde uj e ui representam as posições de dois átomos consecutivos.

A desordem neste modelo pode ser colocada de duas formas: através de uma distribuição de

massas aleatórias e constantes de força iguais (βi,j = 1) ou massas iguais mi = m e constantes

de força aleatórias [79]. A equação de movimento para as amplitudes un pode ser escrita como

mn
d2un
dt2

= βn−1(un − un−1) + βn(un+1 − un). (51)

Assumindo uma dependência temporal com uma única frequência [un = un exp{(−iωt)}],

podemos obter uma equação estacionária para os modos:

(βn−1 + βn − ω2mn)un = βn−1un−1 + βnun+1 . (52)

Esta equação pode ser mapeada na equação de Schrödinger para um problema eletrônico

semelhante a Eq.(55). Este mapeamento foi apresentado por Dean [78] e pode ser facilmente

reproduzido definindo-se uma nova variável fn = m
1/2
n un. Substituindo-a na equação acima,

teremos

(βn−1 + βn − ω2mn)(fn/m
1/2
n ) = βn−1(fn−1/m

1/2
n−1) + βn(fn+1/m

1/2
n+1) . (53)

Multiplicando a Eq.(53) por 1/m
1/2
n e definindo :

Jn−1,n = −βn−1/
√
mn−1mn

Jn,n+1 = −βn/
√
mnmn+1

εn = (βn−1 + βn)/mn

E = ω2, (54)

encontramos uma equação que tem certas semelhanças com a equação encontrada no modelo de

Anderson em 1d:

Jn,n+1fn+1 + Jn−1,nfn−1 = (E − εn)fn. (55)

Em resumo, a equação de movimento para os modos vibracionais em uma cadeia harmômica

pode ser mapeada em uma equação semelhante a equação de Schrödinger para modelo de

Anderson 1d. Este mapeamento sugere que a teoria de localização, originalmente desenvolvida

para sistemas eletrônicos, também pode ser usada em sistemas vibracionais clássicos.
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Utilizando o formalismo de matriz de transferência, Matsuda e Ishii mostraram que os

modos vibracionais da cadeia harmônica com frequência não nula (ω > 0) são localizados

[82] e próximo de ω = 0 existem
√
N estados estendidos, pois o comprimento de localização

λ dos modos diverge como λ ∝ 1/ω2. Eles também mostraram que a condutividade térmica

nesta cadeia é fortemente dependente destes modos vibracionais não espalhados. O efeito de

correlações em cadeias harmônicas têm sido objeto de grande interesse no meio acadêmico. Em

1994, Kundu e Datta mostraram que correlações na distribuição de massas produz um novo

conjunto de modos vibracionais estendidos [83]. No modelo de Kundu e Datta, as massas podem

assumir valores m0 e m1 com probabilidade p e 1 − p. A correlação é introduzida através do

tipo de distribuição das massas m1, que podem aparecer em duplas (dímeros) ou segmentos

de três massas (trímeros). Eles mostraram que, no caso de dímeros, aparecem
√
N modos não

espalhados em torno da frequência ωc = m1 e no caso de trímeros aparecem N3/4 novos estados.

Se m1 = 0, eles mostraram que a cadeia harmônica apresenta N5/6 modos estendidos em torno

de ωc = 0.

Modos não espalhados foram também encontrados em cadeias harmônicas com correla-

ções tipo dímeros na distribuição de constantes de força. [84]. Outras formas de correlações em

cadeias harmônicas foram também analisadas. Por exemplo, Lyra e Cressoni [85] analisaram o

efeito de correlações induzidas por recozimento térmico (thermal annealing). Eles mostraram

que o comprimento de localização dos modos vibracionais apresenta um decaimento exponen-

cial para distâncias maiores que o comprimento de correlação térmica. Utilizando argumentos

analíticos, Datta e Kundu [86] demonstraram que o transporte de energia em cadeias harmônicas

com desordem correlacionada e não correlacionada está diretamente relacionado com os modos

vibracionais não espalhados e com as condições iniciais do sistema. O transporte de energia foi

estudado através do segundo momento da distribuição espacial de energia M2(t). Inicialmente, o

sistema é perturbado através de um impulso (P ) sobre uma dada massa da cadeia (Pn0 = P 0δn,n0)

ou através de um deslocamento (Q) em uma massa da cadeia (Qn0 = Q0δn,n0). A evolução

da energia na cadeia é governada pelas equações de Hamilton. Integrando-se estas equações,

podemos obter a energia hn(t) em cada massa e calcular o segundo momento da distribuição, na

forma:

M2(t) =
N∑
n=1

(n− n0)2hn(t). (56)

Kundu e Datta mostraram que para uma cadeia com desordem não correlacionada, M2(t) ∝ t3/2

se a condição inicial é de impulso e M2(t) ∝ t1/2 se a condição inicial é de deslocamento. A

dependência deM2(t) com a condição inicial foi também obtida na Ref. [88]. Se a distribuição de
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massas apresentar correlações o transporte de energia muda, podendo atingir o expoente mínimo

M2(t) ∝ t11/6 para o caso de correlações tipo trímeros: m1m1m1 com m1 = 0 e excitação inicial

tipo momento. Este mínimo expoente está relacionado com os N5/6 modos estendidos em torno

de ωc = 0, como demonstrado na Ref. [83]. Na Ref. [86] todos os resultados para M2(t) obtidos

analiticamente foram confirmados por simulação numérica da evolução da energia na cadeia.

O segundo momento está relacionado com a constante de difusão na cadeia através da relação

D(t) ∝ dM2(t)/dt [83, 95]. Por outro lado, a condutividade térmica está relacionada com a

constante de difusão e, portanto, com o segundo momento da distribuição de energia M2(t) [95].

Recentemente a condutividade térmica de cadeias harmônicas e anarmônicas com massas

aleatórias não correlacionadas [90] e também de cadeias com massas alternadas [91, 93] foram

numericamente investigadas. A dependência da condutividade com o tamanho da cadeia e o valor

da condutividade térmica no limite termodinâmico são questões que permanecem controversas

[92].



41

4 Medidas do grau de localização: Quantidades independentes do tempo

4.1 MÉTODOS ENVOLVENDO DIAGONALIZAÇÃO DIRETA DO HAMILTONIANO

A existência de uma transição metal-isolante em um dado sistema é caracterizada pela

mudança na natureza estendida-localizada dos autoestados do Hamiltoniano. Para se obter uma

descrição quantitativa é crucial descrever o caráter estendido ou localizado da função de onda,

entretanto, esta caracterização nem sempre é simples. Em muitos casos o estudo deve ser feito

através de diversas técnicas e concomitantemente o cálculo de diversas quantidades físicas. Uma

das formas de efetuar esta descrição é resolver a equação de Schrödinger H |Ψi〉 = Ei |Ψi〉 e

investigar os autoestados |Ψi〉 diretamente. Porém, a presença de desordem no hamiltoniano

dificulta um tratamento analítico da equação de Schrödinger, desta forma, o tratamento numérico

aparece como um caminho factível, entretanto, com diversas limitações devido à capacidade

computacional.

Vamos apresentar a metodologia inicial baseada em diagonalização exata do Hamilto-

niano. Este procedimento consiste inicialmente em escrever uma representação matricial do

Hamiltoniano H usando a base de orbitais atômicos |n〉. A diagonalização da matriz H fornece

os autoestados |Ψi〉 e suas respectivas autoenergias Ei, além disso, os autoestados são também

escritos na base de orbitais atômicos na forma (|Ψi〉 =
∑N

n=1 f
(i)
n |n〉). Podemos calcular um

número que meça o grau de localização dos estados |Ψi〉, este número é chamado de razão

participação ξ [5]:

ξ =

∑
j |fn|2∑
j |fn|4

. (57)

Para compreender como a participação está relacionada com o grau de localização,

vamos analisar o caso de uma cadeia pura onde todos os autoestados são estendidos com fn

constante. Lembrando que o numerador da Eq.(57) é igual a 1 para manter a normalização dos

autoestados do Hamiltoniano e
∑

n |fn|2 = 1, temos que |fn| = 1√
N

. Substituindo na expressão

da participação, obtemos

ξ =
1∑

n |fn|4
=

1∑
n

1
N2

= N. (58)

Portanto, ξ é o número de sítios onde as amplitudes fn da função de onda são diferentes de

zero, para funções de onda localizadas em uma certa região do espaço, ξ é finito no limite

termodinâmico [5]. A função participação tem um longo histórico de aplicações, tanto em

dimensão D = 1 quanto D = 2, para um caso geral, em um sistema de dimensão d, temos

que a participação para estados estendidos diverge com ξ ∝ Nd. Outro ponto importante da
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participação é que suas flutuações também tem informações físicas relevantes. Em diversos

trabalhos [65] foi mostrado que a flutuação relativa da participação pode ser usada para detectar

estados estendidos/localizados, em linhas gerais, a quantidade η =
√
< ξ2 > − < ξ >2/ < ξ >

pode revelar a natureza de um estado eletrônico. Para estados estendidos, a quantidade η tende

a zero à medida que N cresce, entretanto, para estados localizados η cresce à medida que N

cresce [65].

Outra quantidade que pode ser calculada usando os autoestados do Hamiltoniano é a

entropia de Shannon [5], definida como

S = −
∑
n

|fn|2 log (|fn|2). (59)

A entropia de Shannon tem um comportamento semelhante ao descrito para a participação,

entretanto, em escala logarítmica. Se um estado do sistema é localizado temos então que S = 0,

por outro lado, se o estado é estendido temos que, em um sistema de dimensão d, a entropia tem

comportamento S ≈ log (Nd).

Outra medida interessante sobre a topologia do pacote de onda é a raiz quadrada do

desvio médio quadrático do pacote σ, no qual é calculado seguindo a definição padrão de desvio

médio quadrático de uma distribuição de probabilidade, ou seja [23],

σ =

√∑
n

(n− < n >)2|fn|2, (60)

onde 〈n〉(t) =
∑

n n|fn|2 é a posição média do pacote de onda. Tanto ξ quanto S e σ são

medidas do tamanho do pacote, uma análise de escala destas quantidades pode revelar se o

estado é localizado ou estendido. Por exemplo, em sistemas unidimensionais, para um dado

estado metálico, a participação ξ, bem como σ, devem divergir linearmente com N , portanto, as

quantidades ξ/N e σ/N devem ser independentes de N . Se faz importante salientar que σ e S

também podem ser calculadas em um sistema de dimensão d, a generalização das definições de

σ e S pode ser feita facilmente dentro de qualquer topologia com dimensão d.

Ainda dentro do contexto de quantidades físicas calculadas usando os autovalores e

autovetores podemos citar a condutividade de Kubo-Greenwood G [96] e a densidade de estados

locais LDOS [97], onde a fórmula de Kubo-Greenwood para a condutividade elétrica em unidades

de e2/~ é dada por [96]

G(E) =
2π

Ω

∑
a,b

|〈a|XH −HX |b〉|2 δ(E − Ea)δ(E − Eb). (61)

Nesta equação, os índices a e b representam dois autoestados do Hamiltoniano H , X representa
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Figura 3 – Diagrama esquemático da geometria bidimensional (D = 2) para o modelo de

Anderson bem como a ordenação dos orbitais |n,m〉 utilizados. O Hamiltoniano é
escrito em uma rede N × N , onde cada sítio da rede é representado pelos índices
n,m. Em cada sítio da rede temos um orbital atômico |n,m〉 . Fonte: Autores

o operador posição e a quantidade Ω é a área do sistema. (XH − HX) é o comutador do

operador X com H , ou seja, uma quantidade proporcional ao momento P , logo, a fórmula de

Kubo-Greenwood calcula elementos de P entre autoestados |a〉 e |b〉. Ea e Eb são as autoenergias

dos autoestados |a〉 e |b〉, respectivamente. A densidade de estados locais (LDOS) é definida

por [97]

ρn(E) =
∑
a

|fn(Ea)|2 δ(E − Ea), (62)

onde fn(Ea) é a amplitude da função de onda de energia Ea no sítio n. A quantidade usada

para caracterizar um dado estado como localizado ou estendido é uma medida das flutuações da

LDOS. Vamos calcular uma média aritmética de ρn(E) ao longo do sistema, bem como uma
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Figura 4 – Participação reescalada ξ/N2 , raiz quadrada do desvio médio quadrático reescalado
σ/N e condutância reescalado G/N . Experimento numérico feito considerado o
Hamiltoniano de Anderson em dimensão D = 2 com desordem diagonal W =
5 (medido em unidades do hopping J = 1). Como podemos observar todas as
quantidades reescaladas diminuem a medida que o tamanho do sistema cresce. Este
resultado sinaliza que no limite termodinâmico (N → ∞) todos os estados são
localizados. Fonte: Autores

média geométrica. A média aritmética é dada por

ρa(E) =
N∑
n=1

ρn(E)

N
. (63)

Por outro lado, a média geométrica é dada por

ρg(E) = exp

[
1

N

∑
n

ln (ρn(E))

]
. (64)

A razão R(E) = ρg(E)/ρa(E) pode ser usada como uma medida do grau de localização dos

autoestados. Para estados estendidos ρg e ρa são praticamente equivalentes, deste modo, temos
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que R(E) > 0. Por outro lado, para estados localizados ρg tende a zero e ρa é finito, logo, a

razão R(E) ∼= 0. Para exemplificar o cálculo de algumas destas quantidades bem como a análise

de escala envolvida, vamos considerar o caso bidimensional do Modelo de Anderson. A fig.(3)

mostra não só a geometria do modelo de Anderson 2D como também a distribuição dos orbitais

atômicos, onde cada sítio (n,m) da rede N ×N contém um orbital atômico |n,m〉. Usando a

base dos orbitais atômicos o Hamiltoniano 2D pode ser escrito como

H2D =
∑
n,m

εn,m |n,m〉 〈n,m|

+
∑
n,m

J [|n,m〉 〈n+ 1,m|+ |n,m〉 〈n− 1,m|

+ |n,m〉 〈n,m+ 1|+ |n,m〉 〈n,m− 1|+ c.c]. (65)

Seguindo a ordenação da base de orbitais apresentada na fig.(3) a representação matricial do

Hamiltoniano pode ser escrita como

H2D =



A1 J 0 0 · · ·
J A2 J 0 · · ·
0 J A3 J · · ·
0 0 J A4 · · ·
...

...
...

... . . .


N2×N2

, (66)

onde,

An =



εn1 J 0 0 · · · 0 0

J εn2 J 0 · · · 0 0

0 J εn3 J · · · 0 0

0 0 J εn4 · · · 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 · · · εn(N−1) J

0 0 0 0 · · · J εnN


N×N

, (67)

com n = 1,2,3,· · · ,N . Por outro lado, a matriz de hopping J é dada por

J =



J 0 0 0 · · · 0 0

0 J 0 0 · · · 0 0

0 0 J 0 · · · 0 0

0 0 0 J · · · 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 · · · J 0

0 0 0 0 · · · 0 J


N×N

, (68)

ou seja, H2D é uma matriz de dimensão N2×N2 que tem uma forma tipo “diagonal em blocos”.

Os blocos diagonais An representam os Hamiltonianos das linhas separadamente e a matriz J
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representa o hopping acoplando estas linhas. A diagonalização desta matriz pode ser feita usando

métodos tradicionais como aqueles encontrados no livro Numerical Recipes [98] ou usando a

plataforma LAPACK [99].

Vamos diagonalizar esta matriz considerando N = 50, 70, 90, 110, J = 1 e a diagonal do

Hamiltoniano (εn,m) sendo valores aleatoriamente escolhidos dentro do intervalo [−2.5, 2.5],ou

seja, uma largura de desordemW = 5 em unidades de J = 1. Geralmente, em estudos numéricos

envolvendo desordem é importante considerar distintas realizações de desordem para fazer uma

média, onde, em nosso estudo numérico, foi utilizado um número de amostras que foi função do

tamanho N do sistema. Vamos explicar detalhadamente qual a necessidade de tal procedimento.

A questão fundamental é garantir que o número de autovetores usados no cálculo das quantidades

físicas seja aproximadamente constante, para garantir isso, em nosso estudo escolhemos o número

de amostras para cada tamanho N (NA(N)) de maneira que o número de autovalores utilizados

(NA(N)N2) fosse aproximadamente 5× 105. Assim, o número de amostras para cada tamanho

foi NA(N = 50) = 200, NA(N = 70) = 102, NA(N = 90) = 61 e NA(N = 110) = 41.

Na fig.(4) apresentamos resultados para participação (ξ), a raiz quadrada do desvio médio

quadrático (σ) e a condutância de Kubo-Greenwood (G). Como já mencionamos anteriormente,

a caracterização da natureza de um determinado estado (seja estendido ou localizado) é feita,

em geral, através da análise de escala das quantidades. Na fig.(4) fizemos o gráfico de todas as

funções devidamente normalizadas dentro de suas escalas características. Observe que ξ/N2 ,

σ/N e G/N diminuem à medida que crescemos o tamanho do sistema. Este comportamento

é uma clara assinatura de estados localizados, o que está em total concordância com a teoria

de escala apresentada no cap.1, que diz que todos os estados são localizados independente da

largura de desordem em sistemas de dimensão d ≤ 2 .

Obviamente, este tipo de estudo tem uma limitação grave, pois geralmente se a diago-

nalização total do Hamiltoniano for necessária, os valores de N são pequenos. Em sistemas

unidimensionais (D = 1), considerando a diagonalização total do Hamiltoniano, temos que

o número de sítios máximo é algo em torno de 6 × 104. No caso de sistemas bidimensionais

(D = 2) temos que o Nmáx é algo perto de 200 ou 220. Em alguns problemas podemos usar

diagonalização parcial do Hamiltoniano, nestes casos é possível crescer N um pouco acima

destes valores, entretanto, ainda existe uma forte limitação.
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4.2 O COMPRIMENTO DE LOCALIZAÇÃO

Uma estratégia um pouco mais eficiente e que permite o estudo de sistemas com N >>

104 é o cálculo do comprimento de localização. O comprimento de localização λ é definido a

partir do comportamento assintótico da função de onda [4, 5]. Em grandes distâncias, a função

de onda apresenta um decaimento exponencial do tipo

Ψi(r) = ψ(r) exp{(−r/λ)}, (69)

onde r é a distância ao centro de localização, para estados estendidos, temos que λ → ∞.

Em muitos textos é comum encontrar o nome “expoente de Lyapunov” (γ), este expoente é

definido como o inverso do comprimento de localização (γ = 1/λ). Existem vários métodos

para calcular λ, entre os quais destacamos o grupo de renormalização e matriz de transferência.

Estes métodos podem ser usados em quaisquer dimensões e possibilitam o estudo de sistemas

grandes (N � 105). Vamos apresentar agora uma revisão detalhada destes procedimentos.

4.2.1 Método do Grupo Renormalização 1D Usando o Operador de Green.

Este método é deduzido a partir das equações de movimento para o operador de Green

associado ao Hamiltoniano. Para compreender o papel deste operador em modelos Hamiltonia-

nos, vamos analisar o seguinte exemplo: suponha que os autoestados de um Hamiltoniano H0

(Hamiltoniano de referência) são conhecidos como

H0 |Φn〉 = E0 |Φn〉 . (70)

Considere agora um segundo Hamiltoniano H definido por

H = H0 + V, (71)

ou seja, o operador H é o Hamiltoniano do sistema de referência na presença de uma interação

V . A equação de autovalores para o Hamiltoniano H é definido por

H |Φn〉 = E |Φn〉 . (72)

Os autoestados de H estão relacionados com os autoestados do modelo de referência pela relação

|Φn〉 = |Φn〉+ V G |Φn〉 , (73)

onde G é o operador de Green associado ao Hamiltoniano, G = 1
E−H . Então, os autoestados de

um Hamiltoniano H , onde H = H0 +V e os autoestados de H0 são conhecidos e podem sempre
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ser obtidos usando os operadores de Green. Para deduzir o método de renormalização, vamos

escrever as equações de movimento para os elementos de matriz do operador de Green. Uma

discussão mais detalhada pode ser encontrada na referência [100]. A partir da Eq.(33) podemos

obter a seguinte relação entre operadores

EG(E) = I +HG(E). (74)

Vamos agora obter o conjunto de equações de movimento para os elementos de matriz

do operador de Green G(E), onde o elemento de matriz Gl,m = 〈l|G(E)|m〉 é dado por,

EGl,m = δl,m + 〈l|H G(E)|m〉 . (75)

Para condensar as equações vamos usar a notação Al,m = 〈l|A|m〉, onde A é um operador

qualquer. Usando a relação de completeza,
∑

k |k〉〈k| = I no produto HG(E), temos

EGl,m = δl,m +
∑
k

Hl,kGk,m, (76)

onde usamos mais uma vez a notação 〈l|A |m〉 = Alm. Sem perda de generalidade, vamos

escrever as equações de movimento para os elementos l,0 do operador de Green

EGl,0 = δl,0 +
∑
k

Hl,kGk,0. (77)

O Hamiltoniano H só tem termos diferente de zero na diagonal principal (Hl,l = εl) e nas

diagonais secundárias (Hn,n+1 = Hn+1,n = Jn,n+1). Logo, podemos escrever a equação de

movimento para os elementos de matriz do operador de Green:

(E − εl)Gl,0 = δl,0 + Jl−1,lGl−1,0 + Jl,l+1 Gl+1,0. (78)

Para l = 0, 1, 2, ... teremos um conjunto infinito de equações acopladas, apresentadas a seguir:

(E − ε0)G0,0 = 1 + J0,−1G−1,0 + J0,−1G1,0

(E − ε1)G1,0 = +J1,0G0,0 + J1,2G2,0

...

(E − ε2l−1)G2l−1,0 = δ2l−1,0 + J2l−1,2l−2G2l−2,0 + J2l−1,2lG2l,0

(E − ε2l)G2l,0 = δ2l,0 + J2l,2l−1G2l−1,0 + J2l,2l+1 G2l+1,0

(E − ε2l+1)G2l+1,0 = δ2l+1,0 + J2l+1,2lG2l,0 + J2l+1,2l+2 G2l+2,0 (79)
...
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Observe que, para um dado i, a equação deGi,0 é acoplada às equações deGi+1,0 eGi−1,0.

Portanto, podemos remover do conjunto de equações o elemento de matriz Gi,0 associado ao spin

localizado no sítio i. Após este processo, teremos efetuado um processo de dizimação do spin

do sítio i e precisamos renormalizar os parâmetros εi−1 e εi+1 associados aos sítios localizados

em i− 1 e i+ 1, bem como o acoplamento entre eles. Para compreender como as equações que

renormalizam estas quantidades são deduzidas a partir das equações de movimento apresentadas

anteriormente, vamos dizimar formalmente o sítio 2l + 1, substituindo a equação de G2l+1 na

equação de G2l,0:

(E − ε2l)G2l,0 = δ2l,0 + J2l,2l−1G2l−1,0 + J2l,2l+1

(
+J2l+1,2lG2l,0 + J2l+1,2l+2 G2l+2,0

E − ε2l+1

)
.

Observamos que, após as substituições só restaram os elementos de matriz G2l,0, G2l−1,0 e

G2l+2,0. Agrupando melhor estes termos, teremos

[E − ε2l +
J2l,2l+1 J2l+1,2l

E − ε2l+1

]G2l,0 = δ2l,0 + J2l,2l−1G2l−1,0 +

(
J2l,2l+1 J2l+1,2l+2 ε2l+1

E − ε2l+1

)
G2l+2,0.

(80)

Lembrando que ε2l,2l é real e que J2l,2l−1 = J2l−1,2l e J2l+1,2l = J2l,2l+1, podemos escrever a

equação anterior como[
E − ε2l,2l +

|J2l,2l+1|2

E − ε2l+1

]
G2l,0 = δ2l,0 + J2l,2l−1G2l−1,0 +

(
J2l,2l+1J2l+1,2l+2

E − ε2l+1

)
G2l+2,0. (81)

Note que após a dizimação a equação de movimento, Eq.(78), mantém sua estrutura original. O

coeficiente que aparece no termo G2n,0 é o parâmetro ε2l renormalizado e o coeficiente do termo

G2l+2,0 é o acoplamento efetivo entre os spins 2l e o 2l + 2, após a dizimação do spin 2l + 1.

Podemos escrever a equação que renormaliza o termo da diagonal do Hamiltoniano ε2l como

sendo

ε
(1)
2l (E) = ε2l + J2l,2l+1

1

E − ε2l+1

J2l,2l+1. (82)

O índice superescrito (1) indica que apenas um spin foi dizimado. Substituindo a equação

para G2l+1,0 na equação de G2l+2,0 e repetindo este mesmo procedimento podemos encontrar a

equação que renormaliza o parâmetro ε2l+2 na forma

ε
(1)
2l+2(E) = ε2l+2 + J2l+1,2l+2

1

E − ε2l+1

J2l+1,2l+2. (83)

O acoplamento efetivo entre os sítios 2l e 2l + 2 é dado por

J
(eff)
2l,2l+2(E) = J2l,2l+1

1

E − ε2l+1

J2l+1,2l+2. (84)
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Os demais sítios não sofreram nenhuma mudança. Podemos continuar a remover os sítios

iterativamente até que tenhamos no final apenas os dois sítios extremos de uma cadeia com N +1

sítios. Removendo sequencialmente os sítios 1, 2, . . . , N − 1, as equações que renormalizam as

energias e acoplamento efetivo dos dois sítios restantes são

ε
(N−1)
0 (E) = εN−2

0 (E) + J
(eff)
0,N−1

1

E − ε(N−2)
N−1 (E)

J
(eff)
0,N−1, (85)

ε
(N−1)
N (E) = εN + JN−1,N

1

E − ε(N−2)
N−1 (E)

JN−1,N , (86)

J
(eff)
0,N (E) = J

(eff)
0,N−1

1

E − ε(N−2)
N−1 (E)

JN−1,N , (87)

onde ε(N−1)
0 (E) e ε(N−1)

N (E) representam os parâmetros ε0 e εN após N − 1 dizimações, e

J
(eff)
0,N (E) é o acoplamento efetivo entre os sítios 0 e N .

A natureza localizada ou deslocalizada da função de onda eletrônica pode ser investigada

através do cálculo expoente de Lyapunov γ(E), que é uma medida do inverso do comprimento de

localização λ da função de onda eletrônica. Se no limite termodinâmico o expoente de Lyapunov

é finito, a largura da função de onda eletrônica também é finita e o estado é localizado. Se a

função de onda é estendida o expoente de Lyapunov deve ir a zero no limite termodinâmico. O

expoente de Lyapunov pode ser escrito em função dos elementos de matriz do operador de Green

como [100]

γ(E) = lim
N→∞

[
1

N
ln

∣∣∣∣GN,N(E)

G0,N

∣∣∣∣] . (88)

Os elementos de matriz GN,N e GN,0 podem ser obtidos em função de J (eff)
0,N (E). Após

os sítios terem sido dizimados, o Hamiltoniano efetivo para os dois sítios restantes pode ser

escrito como

H(eff)(E) =

(
ε

(N−1)
0 (E) J

(eff)
0,N

J
(eff)
0,N (E) ε

(N−1)
N (E)

)
.

Vamos utilizar este operador H(eff) para calcular o operador de Green efetivo G(eff). Este

procedimento requer apenas a inversão do operador E −H(eff). Após esta inversão, temos os

elementos GN,N(E) e G0,N(E), necessários ao cálculo de γ:

GN,N(E) =
E − ε(N−1)

0 (E)

(E − ε(N−1)
0 (E))(E − ε(N−1)

N (E))− J (eff)
0,N J

(eff)
0,N

, (89)

G0,N(E) =
J

(eff)
0,N

(E − ε(N−1)
0 (E))(E − ε(N−1)

N (E))− J (eff)
0,N J

(eff)
0,N

. (90)

Logo, substituindo as duas equações anteriores na Eq.(88), teremos

γ(E) = lim
N→∞

[
1

N
ln

∣∣∣∣∣E − ε(N−1)
0 (E)

J
(eff)
0,N (E)

∣∣∣∣∣
]
. (91)
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No limite de N → ∞, o termo 1
N

ln (E − ε(N−1)
0 ) tende a zero, uma vez que o parâmetro ε0

renormalizado é finito. Logo, fica assim estabelecida uma relação entre γ(E) e J (eff)
0,N (E):

γ(E) = − lim
N→∞

[
1

N
ln|J (eff)

0,N (E)|]. (92)

Portanto, o procedimento de renormalização permite o cálculo direto do expoente de

Lyapunov. O algoritmo numérico é bastante simples e estável, basta iterar as equações que

renormalizam os termos da diagonal do Hamiltoniano ε e os acoplamentos J entre os sítios.

Após um grande número de iterações, em geral acima de N = 104, o expoente γ(E) pode ser

obtido através de uma regressão linear da quantidade ln |J (eff)
0,N (E)| versus o tamanho da cadeia

N .

4.2.2 Matriz de transferência unidimensional

O método de matriz de transferência é um formalismo interessante dentro do contexto

de teoria da localização pois permite o cálculo de diversas quantidades físicas importantes. O

formalismo pode ser construído da seguinte forma: vamos considerar um modelo tight-binding

unidimensional descrito pelo Hamiltoniano de Anderson dado por

H =
∑
n

εn |n〉 〈n|+
∑
n

[Jn,n+1 |n〉 〈n+ 1|+ Jn−1,n |n〉 〈n− 1|+ c.c], (93)

onde |n〉 é o orbital atômico centrado no sítio n e εn é o potencial aleatório. Usando a expansão

|ψ〉 =
∑

n fn |n〉, a equação de Schrödinger pode ser escrita como

Jn,n+1fn+1 + Jn−1,nfn−1 = (E − εn)fn. (94)

Esta última equação pode ser rescrita em uma forma matricial utilizando técnicas de matriz de

transferência: (
fn+1

fn

)
=

(
(E−εn)
Jn,n+1

−Jn−1,n

Jn,n+1

1 0

)(
fn

fn−1

)
ou usando uma redefinição de variáveis, temos

Fn+1 = TnFn, (95)

onde

Fn+1 =

(
fn+1

fn

)
e Tn é a matriz de transferência definida por

Tn =

(
(E−εn)
Jn,n+1

−Jn−1,n

Jn,n+1

1 0

)
.
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Logo, dado uma condição inicial F0 =
(
f1

f0

)
podemos obter as amplitudes da função de onda nos

sítios N − 1 e N através do produto de todas as matrizes de transferência:

FN = [
N∏
n=1

Tn]× F0. (96)

O expoente de Lyapunov γ ou o inverso do comprimento de localização λ, dos autoestados é

definido por

γ =
1

λ
= lim

N→∞

1

N
log
|FN |
|F0|

. (97)

Formalmente o cálculo de γ é feito por esta última equação, entretanto, do ponto de vista

numérico, o cálculo não é tão direto. Em linhas gerais, o produtório de matrizes de transferência

apresenta instabilidades numéricas sérias, a matriz resultante do produtório
∏

n Tn acaba tendo

elementos pequenos demais ou grandes demais. Para resolver isso, no caso 1D, é possível ir

multiplicando o produtório por constantes para então controlar a instabilidade. Se, ao longo

da execução do produtório, os termos da matriz resultante ficarem menores que 10−10, então

vamos multiplicar a matriz toda por A = 1010. Se ocorrer o contrário, os termos ficarem maiores

que 1010, então multiplicamos a matriz por B = 10−10. Assim, ao fim do cálculo do produtório

teremos uma matriz efetiva AnaBnb
∏

n Tn, onde na e nb representam o número de vezes que

multiplicamos a matriz por A e B, respectivamente. Usando a fórmula da Eq.(97) nesta matriz

efetiva, vamos encontrar um γ∗ que obviamente é diferente do expoente de Lyapunov γ. Uma

relação entre γ∗ e γ pode ser encontrada seguindo os próximos passos:

γ∗ =
1

N
log
|AnaBnb

∏
n TnF0|

|F0|

γ∗ =
1

N
[na logA+ nb logB] +

1

N
log
|
∏

n TnF0|
|F0|

. (98)

Com base nesta última equação, temos que o valor de γ pode então ser obtido por

γ =
1

N
log
|
∏

n TnF0|
|F0|

= γ∗ − 1

N
[na logA+ nb logB] (99)

Utilizando esta técnica, vamos remover a instabilidade numérica e poder calcular γ

para N grande. Tradicionalmente, este procedimento funciona bem no limite de N grande

(usamos N = 105 ou maior em geral), os resultados obtidos usando o método de matriz de

transferência são equivalentes aos resultados obtidos usando o método de funções de Green 1D

e os valores de N no formalismo de renormalização são também semelhantes aos valores usados

na matriz de transferência. Vamos aplicar agora ambos os métodos de matriz de transferência



53

-4 -2 0 2 4

E

0

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005
 λ

/N
N=50000

N=1000000

a)

W=1

-2 0 2

E

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

 λ
/N

N=50000

N=1000000

b)

-4 -2 0 2 4

E

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

 λ
/N

N=250000

N=500000

α=3

 c)

Figura 5 – Comprimento de localização: a) modelo de Anderson unidimensional com desordem
diagonal não correlacionada, b) modelo de dímeros aleatórios e c) modelo de An-
derson com correlação de longo alcance na distribuição de desordem. No caso (a)
a desordem não correlacionada resulta em comprimento de localização pequeno no
limite termodinâmico. No caso (b) encontramos uma energia ressonante. No caso (c)
encontramos uma região em torno do centro da banda, onde o comprimento de locali-
zação é proporcional ao tamanho do sistema (estados metálicos). Cálculos realizados
usando o método de Green e a matriz de transferência.

quanto funções de Green em três sistemas unidimensionais desordenados. Vamos considerar

(i) o modelo de Anderson 1D com desordem diagonal não correlacionada; (ii) o modelo com

desordem diagonal com correlações tipo dímeros [12]; (iii) O modelo com correlações de longo

alcance na distribuição de desordem.

O modelo (i) é basicamente considerar o Hamiltoniano 1D (Eq.(93)) com termo diagonal

sendo números aleatórios não correlacionados uniformemente distribuídos dentro do intervalo

[−W/2,W/2], vamos considerarW = 1 (em unidades de J = 1). O comprimento de localização

calculado através do método de Green pode ser encontrado na fig.(5(a)), fizemos o gráfico de
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λ/N versus a energia E considerando N = 5 × 105 e N = 106. Observe que o comprimento

de localização reescalado tende a zero à medida que N cresce, este comportamento de escala

sugere estados localizados no limite termodinâmico.

Na figura fig.(5(b)) fizemos o gráfico dos nossos resultados para o caso (ii), neste sistema,

a desordem diagonal é composta de dois valores: εn = 0 com probabilidade p e εn = 1 com

probabilidade 1 − p, onde a probabilidade aqui será p = 0.5. A correlação tipo dímero é

introduzida considerando que os valores εn = 1 sempre aparecem em pares ao longo da cadeia.

Podemos observar que para E = 1 o comprimento de localização reescalado é uma constante

logo, nesta energia, o comprimento de localização é proporcional ao tamanho do sistema.

Portanto, este tipo de correlação tipo dímero promove o aparecimento de uma ressonância de

valor E = 1. Nesta ressonância o elétron propaga sem “perceber” a desordem.

Por fim, vamos mostrar outra aplicação destas técnicas resolvendo o modelo (iii), que

é basicamente o modelo de Anderson 1D considerando a desordem diagonal como sendo uma

sequência desordenada com espectro de potência S(k) ∝ k−α, onde já debatemos sobre este

problema no Cap.2 e mostramos que para α > 2 o sistema apresenta uma fase metálica em

torno do centro da banda. Na fig.(5(c)) podemos apreciar os resultados para o caso com α = 3 e

podemos observar a existência de uma região finita em torno de E = 0, onde o comprimento de

localização reescalado é constante, ou seja, existe uma transição metal-isolante neste modelo.

Existe uma fase de estados metálicos no centro da banda. Os resultados obtidos com a matriz

de transferência e o método de funções de Green foram equivalentes. Nestes cálculos também

usamos algumas amostras para fazer uma média estatística, em geral, usamos 20 amostras

diferentes para cada experimento numérico.

4.2.3 Método de Matriz de Transferência 2D

O formalismo de Matriz de Transferência também pode ser utilizando no cálculo do

comprimento de localização λ para o modelo de Anderson em dimensão D = 2. Existem

diversas vantagens em utilizar este método, mas sem dúvida alguma a maior delas é que não é

necessário calcular os autoestados do Hamiltoniano. Outro aspecto interessante do formalismo

de matriz de transferência é que a precisão numérica no cálculo de λ pode ser controlada

durante o procedimento. Entretanto, um dos pontos fracos dentro do contexto de usar matriz de

transferência em sistemas de dimensão alta é que a geometria considerada não é exatamente 2D.

O estudo começa considerando uma geometria tipo “fita” com comprimento N e largura

M , ver fig.(6). Em geral, se considera N � M (N = 107 ou maior e M < 1000), portanto,
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Figura 6 – Geometria tipo “fita” com comprimento N e largura M usada nos formalismos de
matriz de transferência 2D e funções de Green.

formalmente, o sistema não é exatamente 2D e sim “quasi-unidimensional”. Entretanto, é possível

fazer uma extrapolação através de uma análise de escala para diversos valores de M . O início do

procedimento consiste em escrever a equação de Schrödinger estacionária (H |Φ〉 = E |Φ〉):

Jn,n+1fn+1 = (E −Hn)fn − Jn−1,nfn−1. (100)

No caso unidimensional fn+1, fn e fn−1 representam respectivamente as amplitudes da função

de onda |Φ〉 nos sítios n+ 1, n e n− 1. Os termos Jn−1,n e Jn,n+1 representam o hopping entre

os sítios n − 1 e n; n + 1 e n, respectivamente. O Hn representa a energia do sítio. Como já

mencionamos anteriormente, vamos considerar que o sistema tem a geometria igual a uma tira

N ×M , onde N � M (ver fig.6). Então, vamos generalizar a Eq.(100) definindo a classe de

vetores ~fn, onde n = 1, ..., N . Um dado vetor ~fm contém as M amplitudes da função de onda

sobre a linha m do sistema. A equação Eq.(100) pode ser escrita como

Jn,n+1
~fn+1 = (EI−Hn)~fn − Jn−1,n

~fn−1, (101)

onde Jn,n+1 agora é uma matriz M ×M cuja diagonal representa os M termos de hopping entre

as linhas n e n + 1, Hn é uma matriz tridiagonal M ×M que representa o Hamiltoniano da

i-ésima linha isolada, como se ela não estivesse acoplada com o sistema. Podemos escrever esta

última equação da seguinte forma matricial:(
~fn+1

~fn

)
=

(
1

Jn,n+1
(EI−Hn) −Jn−1,n

Jn,n+1

I 0

)(
~fn
~fn−1

)
. (102)
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Desta forma, podemos definir a matriz de transferência para este sistema 2D:

Tn =

(
1

Jn,n+1
(EI−Hn) −Jn−1,n

Jn,n+1

I 0

)
, (103)

(
~fN
~fN−1

)
= TNTN−1TN−2...T1

(
~f1

~f0

)
=

N∏
n=1

Tn

(
~f1

~f0

)
. (104)

A matriz QN =
∏N

n=1 Tn é o produto de todas as matrizes de transferência do sistema. Observe

que, para se calcular cada matriz Tn é necessário inverter a matriz de hopping Jn,n+1, o que não

causa problema pois esta é diagonal. O teorema de Oseledets [5] se aplica a matriz QN e prevê a

existência da matriz limite Γ definida por

Γ = lim
N→∞

(Q†NQN)
1

2N , (105)

cujo logaritmo natural dos autovalores de Γ são os expoentes de Lyapunov da matriz de transfe-

rência QN e o menor expoente de Lyapunov é o comprimento de localização λ. Em princípio,

precisamos apenas calcular o produto de todas as matrizes de transferência para N grande,

calcular a matriz Γ e fazer uma diagonalização numérica. Infelizmente o procedimento numérico

é relativamente complexo, os autovalores de Q†NQN crescem em diferentes taxas, de modo que

o menor autovalor a partir do qual vamos calcular o comprimento de localização torna-se com-

parável a erros numéricos. Esta dificuldade pode ser removida aplicando-se um procedimento

de ortonormalização sobre as colunas Bi do produto matricial QN . O procedimento deve ser

aplicado a cada nM multiplicações:

B̄i = [Bi −
∑
j<i

(B̄j ·Bi)B̄j]/b
(i), (106)

onde

b(i) = |Bi −
∑
j<i

(B̄j ·Bi)B̄j|. (107)

Logo, cada coluna de QN é ortonormalizada em relação as outras. No limite de N grande

a primeira coluna converge para o autovetor correspondente ao maior autovalor, a segunda coluna

converge para o autovetor correspondente ao segundo maior autovalor e assim por diante. A

matriz QN apresenta um conjunto de M pares de autovalores [5, 101], por isso, a M-ésima

coluna da matriz QN representará o autovetor relacionado com o menor autovalor de QN .

O comprimento de localização λM para a faixa com largura M pode ser encontrado a

partir deste menor autovalor [5, 101], que pode ser calculado recursivamente:

fMn = ln bMn + fMn−1, (108)

λM = lim
N→∞

N

cMn
. (109)



57

Se N é finito, as expressões acima fornecem um valor aproximado de λM com erro estimado a

partir da seguinte equação [101]:

∆λM
λM

=

√
CM
n

(cMn )2
− 1

N0

, (110)

onde {Mn é calculado durante o processo recursivo usando a expressão

{Mn = (lnbMn )2 + {Mn−1, (111)

e o termo N0 que aparece na Eq.(110) é o número de vezes que o processo de ortonormalização

foi aplicado. O intervalo nM entre as ortonormalizações pode ser ajustado durante o cálculo

recursivo. Tipicamente nM é ajustado entre 5 < nM < 20 de maneira a obter um erro estatístico

aceitável (∆λM/λM < 5%). Este formalismo de matriz de transferência tem uma limitação

para o caso de hopping nulos, onde a matriz de hopping é não singular. Esta dificuldade foi

contornada por Mackinnon [5, 101] através de um método de funções de Green para calcular o

comprimento de localização de um sistema quasi-unidimensional que apresente hopping nulos.

Uma discussão mais detalhada sobre este método pode ser encontrada na Ref. [39].

4.2.4 Método de Funções de Green

O sistema sob estudo é a mesma tira longa N ×M mostrada na fig.(6), onde M é a

largura da tira e N � M é o seu comprimento. Denotando HN pelo Hamiltoniano da tira de

tamanho N ×M , o hamiltoniano resultante após a adição de mais uma fatia pode ser escrito

como [5, 101, 39]

HN+1 = HN + JN,N+1 + H0
N+1, (112)

onde JN,N+1 é a matriz dos hopping que acopla a (N + 1)-ésima fatia ao sistema com N

fatias e o termo H0
N+1 é o hamiltoniano da (N + 1)-ésima fatia isolada. A função de Green

para o sistema de tamanho N + 1, GN+1 é determinada a partir da função de Green para o

sistema do tamanho N (GN ) e da função de Green para a fatia isolada, G0. A matriz de Green

que relaciona a primeira fatia (1) e a (N + 1)-ésima fatia pode ser calculada pelas seguintes

equações [5, 101, 39]:

G
(N+1)
1,N+1 = GN

1,NJN,N+1G
N
N+1,N+1, (113)

G
(N+1)
N+1,N+1 = (EI−H0

N+1,N+1 − JN,N+1G
N
N,NV

T
N,N+1)−1, (114)

G1
1,1 = 1, (115)

G0
0,0 = 0. (116)
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O resolvente GN
1,N pode ser usado para definir o coeficiente de Lyapunov γM(E) (inverso do

comprimento de localização) para uma tira N ×M [5, 101, 39]:

γM(E) =
1

λM
= −1

2
lim
N→∞

1

N
ln Tr|GN

1,N |2. (117)

Este método não necessita de um procedimento de ortonormalização como no caso da

matriz de transferência, no entanto, requer a inversão de matrizes M ×M não esparsas a cada

interação. Isto torna o processo mais lento que a matriz de transferência e também pode acumular

erros numéricos se a rotina de inversão não for suficientemente precisa.

4.2.5 Coeficiente de Transmissão

Outra medida importante do grau de localização é o coeficiente de transmissão t(E),

esta quantidade pode ser calculada usando formalismo de matriz de transferência e tem um

papel importante dentro do estudo das propriedades de transporte. É importante salientar que

t(E) aparece no cálculo da corrente elétrica dentro da formulação de Landauer-Büttiker. O

formalismo neste caso exige que o modelo de interesse seja colocado entre duas cadeias puras

semi-infinitas. O Hamiltoniano do sistema completo pode ser escrito como [102]:

H1 =
n=1∑
n=−∞

J(|n〉 〈n+ 1|+ |n− 1〉 〈n|), −∞ < n ≤ 0,

H2 =
N∑
n=2

εn |n〉 〈n|+ [Jn,n+1 |n〉 〈n+ 1|+ Jn−1,n |n〉 〈n− 1|], 0 < n < N + 1,

H3 =
n=∞∑
n=N+1

J(〈n|n+ 1〉+ 〈n− 1|n〉), N < n <∞. (118)

Ou seja, entre os sítios 2 e N temos o modelo de Anderson e o restante do sistema é composto

de dois condutores perfeitos sem desordem. Os autoestados de H1 e H3 são ondas de Bloch que

podem ser escritas como

fn = Aeikn +Be−ikn, −∞ < n ≤ 1, (119)

fn = Ceikn +De−ikn, N + 1 ≤ n <∞

De acordo com o formalismo de matriz de transferência apresentado anteriormente, temos

que a amplitude da função de onda nos sítios N + 1 e N + 2 está relacionada com as amplitudes

nos sítios 0 e 1 através do produto de todas as matrizes de transferência:(
fN+2

fN+1

)
=

N+1∏
l=1

Tl

(
f1

f0

)
, (120)
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onde QN+1 =
∏N+1

l=1 Tl é o produto das matrizes de transferência. Substituindo as Eqs.(119) na

última equação, temos(
Ceik(N+2) +De−ik(N+2)

Ceik(N+1) +De−ik(N+1)

)
= QN+1

(
Aeik +Be−ik

A+B

)
. (121)

Para escrever a Eq.(121) de outra forma, vamos definir as seguintes matrizes S(k) e M(k,N):

S(k) =

(
e−ik eik

1 1

)
, (122)

M(k,N) =

(
e−ik(N+1) 0

0 eik(N+1)

)
. (123)

Utilizando estas matrizes podemos escrever facilmente as identidades a seguir:(
Aeik +Be−ik

A+B

)
= S(k)

(
B

A

)
(124)

e (
Ceik(N+2) +De−ik(N+2)

Ceik(N+1) +De−ik(N+1)

)
= M(k,N)S(K)

(
D

C

)
. (125)

Vamos substituir estas duas últimas identidades na Eq.(121),

M(k,N)S(K)

(
D

C

)
= QN+1S(k)

(
B

A

)
(126)

e multiplicar toda a equação por S(k)−1M(k,N)−1 para obter(
D

C

)
= P (k,N)

(
B

A

)
. (127)

A nova matriz de transferência P (k,N) pode ser escrita como

P (k,N) =

(
eik(N+1) 0

0 e−ik(N+1)

)
S(k)−1QN+1S(k). (128)

Para calcularmos a transmitância nós consideramos o elétron movendo-se de −∞ até∞

com energia E = 2J cos (k), no trecho n > N + 1 só existem ondas na direção positiva de n,

logo, D = 0. A razão entre as quantidades |C/A|2 é a transmitância t(E) do sistema e utilizando

a Eq.(127) podemos escrever t(E) como sendo

|t(E)| = | −P21(k,N)

P12(k,N)P11(k,N)
+ P22(k,N)|2. (129)

Como mencionamos anteriormente, t(E) tem um papel importante na teoria de transporte

de Landauer-Büttiker [103, 28, 104]. A teoria de Landauer-Büttiker considera um sistema com
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N sítios colocados entre dois eletrodos, os eletrodos vão funcionar como os sistemas semi-

infinitos introduzidos na Eq.(118). A diferença de potencial entre os eletrodos é V e a fórmula

de Landauer-Büttiker para a corrente é dada por [103, 28, 104] :

I(V ) =
2e

~

∫
|t(E)|(Fe(E)− Fd(E))dE, (130)

onde Fe(E) e Fd(E) são distribuições de Fermi-Dirac para os eletrodos a esquerda e a direita do

sistema de interesse, ou seja, Fe(E) está relacionado com o sistema semi-infinito localizado na

região −∞ < n ≤ 0 e Fd(E) está relacionado com o sistema semi-infinito localizado na região

N < n <∞. Fe(E) e Fd(E) podem ser escritos como:

Fe(d)(E) = {exp{[(E − EF ∓ eV/2)/kBT ] + 1}}−1, (131)

onde EF é a energia de Fermi e T é a temperatura.

4.2.6 Densidade de Estados

Nesta seção vamos apresentar o método de Dean [78], um potente formalismo baseado

no teorema dos autovalores negativos, que permite calcular a densidade de estados (DOS) em

qualquer sistema físico cujo Hamiltoniano H seja tridiagonal. Este formalismo foi bastante

utilizando para se obter as propriedades espectrais no modelo de Anderson 1D, em cadeias

Harmônicas e também pode ser utilizado no modelo de Heisenberg. A densidade de estados não

é uma medida direta do grau de localização, entretanto, dentro de uma faixa de energias para

as quais os autoestados sejam isolantes, a densidade de estado apresenta um perfil rugoso. Por

outro lado, estados metálicos apresentam uma DOS suave praticamente sem rugosidade. Em um

passado não tão distante, a flutuação no perfil da densidade de estados foi utilizada para aferir a

existência de uma transição de Anderson em sistemas magnéticos unidimensionais [105].

Para obter a densidade de estados precisamos resolver a equação característica para o

Hamiltoniano:

det(H− λI) = 0. (132)
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A equação anterior é equivalente a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(ε1,1 − λ) J1,2 0

J2,1 (ε2,2 − λ) J2,3 0 . . .

0 J3,2 (ε3,3 − λ) J3,4 0 . . .

JN−1,N (εN−1,N−1 − λ) JN,N

0 0 . . . . . . . . . 0 JN,N (εN,N − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Vamos considerar inicialmente a sequência de polinômios g0(λ) = 1, g1(λ), g2(λ), . . ., gN(λ),

onde

gi(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(ε1,1 − λ) J1,2 0

J2,1 (ε2,2 − λ) J2,3 0 . . .

0 J3,2 (ε3,3 − λ) J3,4 0 . . .

Ji−1,i (εi−1,i−1 − λ) Ji,i

0 0 . . . . . . . . . 0 Ji,i (εi,i − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e i = 1, 2, . . . , N . Observe que o polinômio gi(λ) = 0 para i = N é a equação secular que

desejamos resolver. Usando o método de cofatores podemos mostrar que os polinômios gi(λ)

obedecem a seguinte relação de recorrência:

gi(λ) = (εi,i − λ)gi−1(λ)− J2
i−2,i−1gi−2(λ), (133)

i = 1, 2, . . . , N . O teorema de Sturm estabelece que se a e b são dois números reais e b > a, o

número de soluções da equação gN(λ) = 0 (equação secular) dentro do intervalo a ≤ λ < b é

igual a ρ(b)− ρ(a), onde ρ(ξ) é o número de variações de sinal entre termos consecutivos da

sequência g0, g1(ξ), g2(ξ), . . ., gN(ξ). Portanto, podemos obter a densidade de estados integrada

(IDOS) como sendo:

IDOS = ρ(λ)− ρ(−∞) = ρ(λ). (134)

Para obter o número de variações de sinal entre termos consecutivos da sequência de polinômios

gi(λ), vamos reescrever a relação de recorrência (133) como

hi(λ) = (εi,i − λ)− J2
i,i+1/hi−1(λ) (i = 1, 2, . . . , N), (135)

onde hi(λ) = gi(λ)/gi−1(λ). Podemos obter todos os termos da sequência h0, h1(λ), h2(λ), . . .,

hN(λ) executando a relação de recorrência (135) numericamente. As mudanças de sinal entre
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termos consecutivos da sequência gi(λ) equivale a valores negativos de hi(λ). A densidade de

estados pode ser obtida através de uma simples derivação numérica. A densidade de estados

também pode ser obtida através da diagonalização do Hamiltoniano. Formalmente, a densidade

de estados é calculada usando a equaçãoDOS(E) =
∑

Ej
δ(E−Ej), ondeEj são os autovalores

do Hamiltoniano. Do ponto de vista computacional, este procedimento é equivalente a fazer um

simples histograma das autoenergias.
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5 Medidas do grau de localização: Quantidades dependentes do tempo

5.1 EVOLUÇÃO TEMPORAL

Se faz importante enfatizar que o comportamento dinâmico de um sistema quântico

desordenado pode indicar a existência (ou ausência) de estados estendidos no sistema. Vamos

exemplificar isso considerando o modelo de Anderson unidimensional com N sítios. Suponha

que, em t = 0, um elétron é colocado no sítio m de modo que |cm(t = 0)|2 = 1 e cn(t = 0) = 0

para n 6= m. A evolução temporal deste estado inicialmente localizado é obtida através da

solução da equação de Schrödinger dependente do tempo:

i~
dfn(t)

dt
= εnfn(t) + Jn−1,nfn−1(t) + Jn,n+1fn+1(t), n = 1, 2, . . . , N. (136)

Assumindo que é possível resolver este conjunto de equações, vamos examinar fm(t) para

t→∞. Se a probabilidade de encontrar o elétron no sítio m, após transcorrido um longo período

de tempo, for zero, isto é, fm(t → ∞) = 0, este resultado é um forte indício que, no limite

termodinâmico, o elétron é itinerante através da cadeia (estado estendido). Se fm(t→∞) 6= 0,

então o elétron não está difundido por toda a rede e pode ser encontrado apenas nas vizinhanças

de m (estado localizado). A quantidade |fm(t)|2 é chamada de probabilidade de retorno ao ponto

de partida. Uma maneira direta de obter |fm(t)|2 é efetuar a integração numérica do conjunto

de equações de movimento (Eqs.(136)). Existem diversos métodos numéricos que podem ser

aplicados na resolução da equação de Schrödinger dependente do tempo, vamos descrever

detalhadamente os principais métodos bem como as quantidades físicas de interesse.

5.1.1 Método do operador de evolução temporal

Uma das estratégias mais precisas para se encontrar numericamente a dinâmica de um

estado quântico é calcular o operador de evolução temporal [106]. Uma de suas vantagens é a

precisão numérica, uma vez que o processo é formalmente exato, entretanto, uma das dificuldades

é a limitação computacional, pois o cálculo exige a diagonalização total do Hamiltoniano do

problema. Portanto, como já discutimos anteriormente, este procedimento é bastante limitado.

Vamos construir a teoria de maneira geral, considerando um problema geral em Mecânica

Quântica com Hamiltoniano H . Formalmente, a evolução temporal do estado quântico deste

sistema é dada por

|Ψ(t)〉 = e−iH
t
~ |Ψ(0)〉 , (137)
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onde |Ψ(0)〉 é o estado no tempo t = 0 e e−iH
t
~ é o operador de evolução temporal do problema.

Considere que os estados |Ψ(t)〉 e |Ψ(0)〉 podem ser expandidos na base de orbitais |n〉 como

|Ψ(t)〉 =
∑
n

fn(t) |n〉 (138)

e

|Ψ(0)〉 =
∑
n

fn(0) |n〉 (139)

podemos então encontrar uma relação simples entre fn(t) e fn(0), para isso, façamos a substitui-

ção da Eq.(138) e (139) na Eq.(137), ficando com∑
n

fn(t) |n〉 = e−iH
t
~
∑
n

fn(0) |n〉 . (140)

Salientamos que {|n〉} é uma base do espaço de Hilbert do sistema de interesse, assim,

podemos usar {|n〉} para escrever uma representação matricial de H e/ou expandir os seus

autovetores. Seja então |E〉 um autovetor de H (e portanto, H |E〉 = E |E〉), podemos escrever

|E〉 =
∑
n

zEn |n〉 . (141)

Usando {|E〉} para expandir o estado inicial, ou seja,

|ψ(0)〉 =
∑
E

[〈E|ψ0〉] |E〉 (142)

|ψ(0)〉 =
∑
n,m
E

[
zE

∗

m fn(0)
]

(〈m|n〉) |E〉 .

Admitindo que H é real e Hermitiano e que 〈m|n〉 = δm,n, temos

|ψ(0)〉 =
∑
n,E

zEn fn(0) |E〉 (143)

|ψ0(0)〉 =
∑
E

[∑
n

zEn fn(0)

]
|E〉 . (144)

Assim, podemos usar |ψ(t)〉 = e−
iHt
~ |ψ(0)〉 para fazer a evolução temporal:

|ψ(t)〉 = e−
iHt
~
∑
E

[∑
n

zEn fn(0)

]
|E〉 (145)

e lembrando que e−
iHt
~ |E〉 = e−

iEt
~ |E〉, a evolução temporal fica

|ψ(t)〉 =
∑
E

[∑
n

zEn fn(0)

]
e−

iEt
~ |E〉 . (146)
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Sabendo que |ψ(t)〉 =
∑

n fn(t) |n〉 e que |E〉 =
∑

m z
E
m |m〉, temos

∑
n

fn(t) |n〉 =
∑
E

[∑
n

zEn fn(0)

]
e−

iEt
~
∑
m

zEm |m〉 . (147)

Fazendo Z(E) =
∑

n z
E
n fn(0), temos∑

n

fn(t) |n〉 =
∑
E,m

Z(E)zEme
− iEt

~ |m〉 . (148)

No lado direito, podemos eliminar um somatório fazendo a mudança de variáveis m→ n. Logo,

fn(t) =
∑
E

Z(E)zEn e
− iEt

~ . (149)

Como já foi mencionado anteriormente, este procedimento tem uma grande precisão

numérica dentro do contexto da conservação da norma da função de onda. Por outro lado,

o procedimento exige a diagonalização total do Hamiltoniano e este procedimento tem um

custo computacional em geral bem caro. Dentro do contexto do modelo de Anderson 1D este

formalismo é interessante considerando cadeias pequenas com N < 10000 por exemplo. Para

sistemas grandes, técnicas tradicionais como o Runge-Kutta ou o método de Taylor são mais

recomendáveis.

5.1.2 Runge-Kutta de 4a ordem

Vamos descrever o método de Runge-Kutta de 4a ordem (RK4) dentro do contexto do

modelo de Anderson 1D com hopping constante J = 1. Considerando que o estado do sistema

no instante t seja |ψ(t)〉 =
∑

n fn(t) |n〉, temos que a equação de Schrödinger dependente do

tempo pode ser escrita como:

i~
dfn
dt

= εnfn + fn+1 + fn−1, com n = 1, 2, 3, ... (150)

Como já mencionamos, a evolução temporal de um dado estado inicial |ψ(t = 0)〉 é obtida através

da solução deste conjunto de equações, vamos apresentar formalmente o procedimento de solução

numérica usando RK4. Considere que o estado inicial é dado por |ψ(t = 0)〉 =
∑

n fn(0) |n〉,

as componentes da função de onda ({fn}) no tempo t = ∆t podem ser encontradas através da

seguinte fórmula de quarta ordem:

fn(∆t) ∼= fn(t = 0) +
1

6

[
K1
n + 2(K2

n +K3
n) +K4

n

]
, (151)

onde K1
n, K2

n, K3
n e K4

n são definidos como

K1
n =

∆t

~i
[εnfn(0) + fn+1(0) + fn−1(0)] , (152)
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K2
n =

∆t

~i

[
εn

(
fn(0) +

K1
n

2

)
+

(
fn+1(0) +

K1
n+1

2

)
+

(
fn−1(0) +

K1
n−1

2

)]
, (153)

K3
n =

∆t

~i

[
εn

(
fn(0) +

K2
n

2

)
+

(
fn+1(0) +

K2
n+1

2

)
+

(
fn−1(0) +

K2
n−1

2

)]
, (154)

K4
n =

∆t

~i
[
εn
(
fn(0) +K3

n

)
+
(
fn+1(0) +K3

n+1

)
+
(
fn−1(0) +K3

n−1

)]
. (155)

O formalismo de RK4 tem erro da ordem de (∆t)5, para calcular as componentes da

função de onda no tempo t = 2∆t basta repetir o procedimento considerando o tempo “t = ∆t”

como sendo o ponto de partida, para calcular a função de onda no tempo “t = 3∆t” usamos o

tempo “t = 2∆t” como sendo o ponto de partida e assim sucessivamente, ou seja, para encontrar

a função de onda no tempo final TM precisamos aplicar o método RK4 TM
∆t

vezes. Esta é uma das

dificuldades deste formalismo, pois o erro numérico em cada aplicação é acumulado ao longo

do tempo, devido a isso, é recomendável manter algum mecanismo de "teste"para verificar se a

solução numérica está sendo feita com sucesso. Tradicionalmente, a norma da função de onda

N(t) deve ser acompanhada ao longo do tempo, onde ela é dada por

N(t) =
∑
n

|fn(t)|2. (156)

Se |N(t)− 1| < 10−7 temos, em geral, uma solução numérica aceitável. O RK4 consegue

manter tal condição para tempo longo (TM >> N ) se ∆t << 0.01 (em geral). Entretanto, para

N muito grande, o formalismo de RK4 requer um tempo computacional grande demais e assim

muitas vezes, métodos de mais alta ordem são mais interessantes.

5.2 MÉTODO DE TAYLOR

O método de Taylor é obtido através da expansão de Taylor para o operador de evolu-

ção temporal. Vamos construir o formalismo considerando novamente o problema da Eq. de

Schrödinger 1D com hopping J = 1:

i~
dfn
dt

= εnfn + fn+1 + fn−1, n = 1, 2, 3, . . . (157)

A expansão de Taylor para o operador de Evolução Temporal U(t) = e−
iHt
~ é dada por

U(t) = e−
iHt
~ ≈ 1 +

N0∑
k=1

(
−iHt

~

)k
1

k!
, (158)
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onde H representa o Hamiltoniano do modelo de Anderson 1D. n0 representa a ordem de

truncamento da soma (em geral, n0 > 10). Considerando que o estado inicial é |ψ(0)〉 =∑
n fn(0) |n〉, temos que o estado |ψ(t)〉 pode ser encontrado como

|ψ(t)〉 = e−
iHt
~ |ψ(0)〉 =

{
1 +

n0∑
k=1

(
−iHt

~

)k
1

k!

}
|ψ(0)〉 , (159)

lembrando que |ψ(t)〉 =
∑

k fn(t) |n〉 é o estado quântico do sistema no tempo t. Logo,

|ψ(t)〉 = |ψ(0)〉+

n0∑
k=1

(
−iHt

~

)k
1

k!
|ψ(0)〉 . (160)

Vamos considerar t = ∆t < 1 e fazer algumas considerações: O estado |ψ(∆t)〉 é obtido

através de uma soma de potências do Hamiltoniano aplicadas ao estado |ψ(0)〉. O termo do

somatório pode ser escrito de maneira clara como

∑
k

(
−iHt

~

)k
1

k!
|ψ(0)〉 = −iH∆t

~
|ψ(0)〉 (161)

+

[(
−i∆t
~

)2
H2

2!
+

(
−i∆t
~

)3
H3

3!
+

(
−i∆t
~

)4
H4

4!
+ · · ·

]
|ψ(0)〉 , (162)

ou seja, cada termo tem uma constante de valor
(−i∆t

~

)k 1
k!

multiplicada por Hk. Então, para

se calcular o estado |ψ(∆t)〉 temos que calcular Hk |ψ(0)〉, entretanto, calcular Hk não é tão

simples, principalmente se o número de átomos N for grande. Assim, podemos desenvolver

um procedimento recursivo para calcular Hk |ψ(0)〉. Em linhas gerais, H1 |ψ(0)〉 é simples de

calcular, para isso, podemos usar a forma da equação de Schrödinger inicial do problema, ou

seja,

H1 |ψ(0)〉 = H1
∑
n

fn(0) |n〉 =
∑
n

{εnfn(0) + [fn+1(0) + fn−1(0)]} |n〉 . (163)

Definindo H1 |ψ(0)〉 =
∑

nC
1
n |n〉, temos que C1

n = εnfn(0) + fn+1(0) + fn−1(0). Para calcular

H2 |ψ(0)〉 o procedimento é semelhante, H2 |ψ(0)〉 = H (H |ψ0〉), mas H |ψ0〉 já foi calculado

como H |ψ0〉 =
∑

nC
1
n |n〉, onde {C1

n} é uma relação simples dependente da forma da equação

de Schrödinger. Assim, definindo H2 |ψ(0)〉 =
∑

nC
2
n |n〉, tal que

C2
n = εnC

1
n + C1

n+1 + C1
n−1. (164)

Agora basta generalizar para Hk |ψ(0)〉. Definindo Hk |ψ(0)〉 =
∑
Ck
n |n〉, temos que

Ck
n = εnC

k−1
n + Ck−1

n+1 + Ck−1
n−1. (165)
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Assim, podemos calcular todos os produtos Hk |ψ(0)〉 e então obter a solução numérica

para o estado quântico do sistema no tempo t = ∆t. Para encontrar a solução numérica em um

tempo tm, basta aplicar o método de forma sucessiva. Neste tipo de procedimento, em geral,

devemos manter n0 ≈ 12 e ∆t = 0.05. Estes valores de n0 e ∆t são suficientes para resolver

a dinâmica com uma boa conservação da norma da função de onda. Quanto maior for o valor

de n0 melhor será a solução numérica encontrada, entretanto, o tempo computacional também

cresce à medida que n0 cresce, devido aos novos termos que devem ser somados. Sem falar que,

se n0 for muito grande, por exemplo n0 = 50 ou maior, teremos 1/k! praticamente zero dentro

da precisão da máquina. Desta feita, recomendamos que n0 seja escolhido dentro dos limites

10 < n0 < 20 . Nesta região, é possível resolver boa parte dos problemas envolvendo dinâmica

eletrônica dentro do contexto da teoria da localização de Anderson.

Outro aspecto importante é que este formalismo pode ser aplicado em qualquer dimensão.

Fizemos a dedução usando o caso 1D, mas o formalismo pode facilmente ser aplicado no caso

2D ou 3D. Os valores descritos para n0 e ∆t no caso 1D são suficientes para soluções numéricas

eficientes em dimensão elevada, em comparação ao método de RK4 o método de Taylor chega a

ser quase três vezes mais rápido (especialmente em sistemas 2D ou 3D).

Uma vez implementado um formalismo apropriado para se resolver a equação de Schrö-

dinger dependente do tempo, as medidas do grau de localização podem ser feitas seguindo um

procedimento semelhante ao caso independente do tempo. Podemos calcular a participação

dependente do tempo, dada por

ξ(t) = (
∑
n

|fn(t)|4)−1, (166)

a raiz quadrada do desvio médio quadrático dependente do tempo,

σ(t) =

√∑
n

(n− < n(t) >)2|fn(t)|2 (167)

bem como a entropia de Shannon definida por

S(t) = −
∑
n

|fn(t)|2 log (|fn(t)|2). (168)

O estudo da natureza localizada/estendida dos autoestados é feito novamente com base

na análise de escala bem como na evolução temporal destas funções. Para estados estendidos

em um sistema de dimensão D a participação ξ(t) é proporcional a tD e a raiz quadrada do

desvio médio quadrático σ(t) é proporcional a t1. Para estados localizados tanto ξ quanto σ
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Figura 7 – Raiz quadrada do desvio médio quadrático e participação versus tempo considerando
o modelo de Anderson unidimensional com desordem diagonal não correlacionada
de largura W . Para W = 0 ou seja, o caso cristalino onde os estados são estendidos,
temos que σ e ξ divergem linearmente. Para W > 0 temos que σ e ξ são constantes
para tempo longo indicando assim a presença de estados localizados (isolantes).

evoluem para uma constante i.e. ξ(t) ∝ t0 e σ(t) ∝ t0. Também é possível encontrar regimes

intermediários entre o caso localizado e o caso metálico. Em linhas gerais é possível encontrar

sistemas físicos onde σ ∝ tX . Se 0 < X < 0.5 temos que o sistema apresenta uma dinâmica

subdifusiva. Se X = 0.5 temos o regime difusivo. Se 0.5 < X < 1 temos o regime chamado

subdifusivo. Os regimes com 0 < X < 1 foram tradicionalmente obtidos em sistemas com

desordem tipo dímero [12] ou em sistemas contendo não-linearidade. Os casos onde ocorre

localização completa (X = 0) ou estados metálicos (X = 1) podem ser rapidamente verificados

considerando uma cadeia unidimensional contendo desordem diagonal não correlacionada de

largura W . Na fig. 7 mostramos nossos resultados para este sistema considerando W = 0 (caso

cristalino) e W > 0 (caso desordenado). A condição inicial do sistema foi o elétron inicialmente

localizado no centro da cadeia. Nossos resultados estão em total concordância com a teoria de

localização: No caso sem desordem W = 0, os estados metálicos promovem uma dinâmica

balística; no caso desordenado (W > 0) a localização dos autoestados é obtida através da

ausência de crescimento de σ e ξ à medida que o tempo cresce.

Analisar a evolução temporal destas funções (σ,ξ etc) visando aferir a dependência

temporal assintótica tem certas dificuldades computacionais. O ponto central destas dificuldades

consiste na integração numérica da equação de Schrödinger sem que a borda da cadeia esteja

presente. Ou seja, precisamos integrar o modelo para tempo razoavelmente longo sem que a

função de onda chegue nas bordas. Para obter tal resultado temos que resolver as equações em

sistemas com N grande (em geral N > 104). Este tipo de procedimento pode gerar severas
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Figura 8 – Participação e raiz quadrada do desvio médio quadrático reescalados versus tempo re-
escalado considerado o modelo unidimensional com desordem diagonal apresentando
espectro de potência S(k) ∝ k−α (ou seja, correlação de longo alcance). Para α = 0,
o sistema apresenta apenas estados localizados logo ξ/N e σ/N diminuem a medida
que N cresce. Para α = 3, o sistema tem estado metálico e assim tanto ξ quanto σ
propagam de forma balística.

dificuldades computacionais principalmente em casos com d > 1. Por exemplo, na fig. 7 para

conseguir resultados até um tempo tmax ≈ 104 tivemos que usar N = 50000. Se o sistema

for 2D ou 3D tal formalismo pode se tornar inviável pois o número de equações cresce com

ND. Uma forma de transpor tal dificuldade consiste em analisar ξ e σ usando sistemas menores

(N < 104) e considerando o limite de tempo longo (ou seja, tempo tmax >> N ). Para tempo

longo (t→∞) temos que ξ(t→∞) ∝ ND e σ(t→∞) ∝ N . Portanto uma outra estratégia

para se investigar a natureza dos autoestados de um sistema desordenado usando métodos

dependentes do tempo pode ser descrita da seguinte forma: considere uma condição inicial onde

o elétron esteja totalmente localizado no centro do sistema. Calcule ξ(t) e σ(t) para tempo longo

considerando diversos valores para N . Se faz importante mencionar que a condição inicial onde

o elétron está inicialmente localizado em um único sítio (tipo função delta) é uma condição
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espectralmente larga ou seja, contém todos os autoestados do Hamiltoniano. Assim, se existirem

autoestados estendidos dentro do pacote inicial, as curvas de ξ/ND versus t/N para diversos

valores de N devem colapsar em uma única curva. O mesmo deve acontecer com as curvas de

σ(t)/N versus t/N para diversos valores de N . Este comportamento colapsado nas curvas de

ξ/ND e σ(t)/N é um indicativo que o modelo contém estados metálicos. Vamos aplicar este

procedimento no problema unidimensional com desordem diagonal correlacionada.

Vamos revisitar o problema investigado na ref. [20] usando esta metodologia dinâmica.

Vamos considerar N = 1000,2000,4000 e 8000. Vamos resolver a equação de Schrödinger

unidimensional dependente do tempo (Eq.(150)) usando todos os métodos apresentados (operador

de evolução, RK4 e método de Taylor). A desordem diagonal εn são números aleatórios com

densidade espectral S(k) ∝ k−α ou seja, exatamente o modelo considerado na ref. [20]. Uma

síntese de nossos resultados pode ser encontrada na fig.(8). A condição inicial foi fn(t = 0) =

δn,N/2 ou seja, o elétron inicialmente localizado no centro da cadeia. Em linhas gerais os três

métodos obtiveram exatamente os mesmos resultados. Para α = 0 os resultados de ξ/N1 e

σ(t)/N não apresentaram o colapso. Este resultado está em total concordância com os resultados

encontrados na ref.[20] usando grupo de renormalização. O caso α = 0 é, basicamente, o modelo

de Anderson com desordem diagonal não correlacionada, todos os autoestados são localizados.

Os autoestados sendo localizados tanto ξ quanto σ são constantes no limite de tempo longo.

Assim temos que na presença de estados localizados ξ/N e σ/N devem diminuir à medida que

N cresce. Para α = 0 podemos observar este comportamento claramente em nossos dados. Para

α = 3 encontramos um colapso bem definido tanto para ξ/N1 quanto σ(t)/N . Este resultado

indica a existência de estados metálicos no modelo. Novamente, o formalismo dinâmico tem boa

concordância com os resultados obtidos na ref. [20]. Para α = 3 o sistema apresenta uma fase

de estados metálicos no centro da banda. Estes modos estendidos promovem um alargamento

balístico do pacote inicialmente localizado. Esta dinâmica balística pode ser observada no colapso

de ξ e σ versus tempo.
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6 Efeito do Campo Elétrico

6.1 MODELO DE ANDERSON COM EFEITO DO CAMPO ELÉTRICO 1D

Vamos considerar o problema de um elétron descrito na abordagem de Anderson e incluir

o termo de campo elétrico estático (campo DC). A interação com o campo elétrico dinâmico

também pode ser considerada posteriormente. A fig.(9) mostra um esboço do problema em

questão. Consideramos inicialmente o caso de uma cadeia com N sítios igualmente espaçados (a

é o espaçamento de rede). O campo elétrico ~E atua de forma paralela a cadeia conforme mostra a

figura (ou seja, ~E = E ~ex ,onde ~ex = ~x/|~x|). A energia potencial oriunda da interação do elétron

com o campo é dada por

PE
n =

∫ r

0

eE.d~x = aeEn. (169)

Considerando e = a = ~ = 1, temos que o termo diagonal do Hamiltoniano de Anderson

na presença do campo elétrico é dado por εn = PE
n + ε∗n = En+ ε∗n, onde E é o valor do campo

e ε∗n representa a desordem diagonal do modelo de Anderson. Logo, ε∗n são números aleatórios

uniformemente distribuídos na região [−W/2,W/2]. Assim, a equação de Schrödinger 1D pode

ser descrita como

i~
dfn
dt

= (En+ ε∗n)fn + fn+1 + fn−1, (170)

onde fn é a amplitude da função de onda no sítio n. Vamos debater inicialmente o caso sem

desordem, ou seja, a desordem diagonal ε∗n tem largura W = 0. Neste caso o problema se resume

a um elétron se movendo em um cristal unidimensional submetido a um campo elétrico estático

paralelo ao sistema. Este problema pode ser investigado através de uma simples abordagem

semiclássica, para isso, vamos considerar que o Hamiltoniano geral do problema cristalino com

n n+1n-1... ...

ea

E

Figura 9 – Ilustração do modelo de Anderson unidimensional sob a ação de um campo elétrico
paralelo ao sistema.
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campo elétrico é dado por

H =
p2

2m
+ V (x) + nE (171)

e considerando o sistema cristalino, temos que V (x) é constante para cada posição x = an,

assim, podemos calcular

ṗ = −dH
dx

= E. (172)

Integrando esta última equação no tempo, temos

p = Et+ p0. (173)

Considerando que p = ~k e ~ = 1, temos que o número de onda k pode ser escrito como

k = Et+ k0, (174)

ou seja, considerando que no tempo t = 0 o elétron tenha número de onda k0 observamos

que, para um tempo T = 2π
E

, o número de onda percorre toda a 1a zona de Brillouin. Podemos

analisar um diagrama simples que explica detalhadamente a dinâmica eletrônica dentro da zona

de Brillouin (ver fig. 10), para isso, vamos considerar que o número de onda inicial (t = 0)

é dado por k0, após um dado tempo t1, o momento k cresce linearmente até o valor máximo

π(a = 1) (limite superior da zona de Brillouin). Neste instante, o elétron não pode mais crescer

o momento k, uma vez que chegou no valor máximo permitido, assim, em um instante posterior

(t = t1 + ∆t) o elétron é “reinjetado” no extremo esquerdo da zona de Brillouin, portanto, o

momento agora passa a ser −π. No tempo t2 o elétron tem seu momento k igual k0 novamente e

o tempo total (t1 + t2) é igual a 2π
E

, assim o elétron fica oscilando dentro da zona de Brillouin e a

frequência de oscilação é dada por ω = 2π
T

= E.

Observe que, no espaço real, o elétron também fica oscilando, uma vez que no instante

no qual o elétron chega no limite (+π) da zona de Brillouin ele acaba sendo reinjetado no

lado esquerdo e, portanto, muda seu momento para (−π). Esta inversão no sinal do momento

representa uma mudança no sentido do movimento dentro do espaço real, assim, um elétron

inicialmente com momento k0 em uma dada posição x0 da cadeia vai apresentar um movimento

oscilatório em torno de x0. Como mencionamos anteriormente, a frequência deste movimento

é proporcional ao campo elétrico, em um sistema de unidades onde e = a = ~ = 1, temos

então que ω = E. Este comportamento oscilatório com uma única frequência ω = E é chamado

de “Oscilação de Bloch” [72] e podemos verificar numericamente se este comportamento

oscilatório obtido através desta abordagem semiclássica pode ser encontrado usando a equação

de Schrödinger discreta (eq. 170).
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zona de Brillouin, onde o elétron inicia seu movimento com momento k0. O momento
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linearmente até chegar novamente ao valor inicial k0. Este movimento oscilatório é
chamado de Oscilação de Bloch.

Para fazer um comparativo direto com a formulação semiclássica vamos focar inicial-

mente no caso sem desordem (ou seja, W = 0). A equação de Schrödinger 1D sem desordem

(W = 0) na presença de campo elétrico fica

i~
dfn
dt

= (nE)fn + (fn+1 + fn−1)t. (175)

Em alguns textos é comum encontrar o campo elétrico como sendo
(
n− N

2

)
E. Formal-

mente, somar ou subtrair uma constante no termo potencial não impetra quaisquer mudanças
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qualitativas aos resultados. Vamos escolher uma condição inicial tipo Gaussiana, ou seja,

|ψ(t = 0)〉 =
∑
n

fn(0) |n〉 , (176)

onde,

fn(0) =
1

A
e−

(n−N
2 )

2

4Σ2 (177)

Σ é a largura inicial do pacote e A é uma constante de normalização definida como A =∑
n e
−

(n−N
2 )

2

2Σ2 .

Vamos calcular a posição média 〈n〉 do elétron ao longo do tempo
(
〈n〉(t) =

∑
n n |fn|

2).
Na fig. 11 temos 〈n〉 × tempo para Σ = 1, E = 0.25 e 0.5. A equação de Schrödinger foi

resolvida usando método de Runge-Kutta de 4a ordem (RK4) com dt = 0.002. A figura mostra

claramente o padrão oscilatório do elétron, onde a frequência de oscilação em ambos os casos foi

obtida como sendo ω ≈ E, ou seja, está em plena concordância com a abordagem semiclássica

que utilizamos.

No caso desordenado o comportamento oscilatório não é obtido, pois a desordem espalha

a função de onda promovendo interferência destrutiva e, portanto, localização. Na fig. 12

calculamos a posição média do pacote de onda em uma cadeia desordenada (W = 2) sob



76

0

4

8

12

0 200 400

t

0

2

4

<
n

>
(t

)

0 0.4 0.8

 ω

0

0.5

1

1.5

2

<
n

>
( 

ω
)

E=0.25

E=0.5

E=0.25

E=0.5

W=2
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a ação de um campo elétrico E = 0.25 e 0.5. O conjunto de equações diferenciais eq.(170)

foi resolvido usando RK4 com ∆t = 0.002. O padrão oscilatório típico de uma Oscilação

de Bloch é totalmente ausente, observamos claramente que existem diversas frequências no

movimento eletrônico quando calculamos a transformada de Fourier da posição eletrônica,

esta localização do pacote de onda na presença de desordem e campo elétrico é chamada de

“localização dinâmica”.

6.2 MODELO DE ANDERSON 2D E 3D COM EFEITO DE CAMPO ELÉTRICO

O efeito do campo elétrico estático pode facilmente ser generalizado para geometrias em

dimensão D = 2 ou 3. Do ponto de vista de formalismo, as equações são bem semelhantes e a

fenomenologia também tem suas semelhanças. Computacionalmente, a resolução da equação

de Schrödinger para sistemas de dimensão D = 2 ou 3 tem um custo bem maior, o número

de equações diferenciais é N2 (D = 2 ) e N3(D = 3). Comparando com o caso D = 1, que

tem apenas N equações, podemos claramente perceber que numericamente sistemas com d > 1

são bem mais complexas de tratar. Neste tipo de sistema, o formalismo de Taylor é bem mais

eficiente que o RK4.



77

m

1

2

3

4
.
.
.

N

n
1    2     3    4   .  .  .      N

E

y

x

Figura 13 – Geometria bidimensional consistindo de uma rede N ×N submetida a um campo
elétrico ~E paralelo ao plano.

Vamos construir passo a passo o formalismo e voltar a debater alguns aspectos da precisão

numérica posteriormente. Vamos iniciar considerando o modelo de Anderson bidimensional,

ou seja, o elétron se movendo em uma rede N × N contendo desordem diagonal. Como já

debatemos no cap.4, neste caso cada sítio da rede vai ser indexado pelos inteiros n e m (ver fig. 3

e eq. 65 no cap.4). O estado do sistema no tempo t pode ser expandido usando a base de orbitais

como |ψ(t)〉 =
∑

n,m fn,m |n,m〉. Desta forma, a equação de Schrödinger dependente do tempo

pode ser escrita como

i~
dfn,m
dt

= εn,mfn,m + fn+1,m + fn−1,m + fn,m+1 + fn,m−1, (178)

onde εn,m contém a desordem diagonal do modelo, ou seja, números aleatórios uniformemente

distribuídos no intervalo [−W
2
, W

2
]. A banda do caso cristalino é nossa referência para se escolher

os limites da intensidade da desordem W . No caso D = 2 sem desordem, a largura B da

banda cristalina é dada por 8J , onde J é a energia de “hopping”. Em geral, o limite W > B é

considerado o limite de desordem forte no caso D = 2, W � B é o limite de desordem fraca e

W ≈ B é o limite de desordem intermediária. Lembrando que, independentemente do valor de

W , sabemos pela teoria de escala que se W > 0, todos os estados são localizados.

Para incluir o efeito do campo elétrico neste caso vamos iniciar definindo um campo

elétrico geral paralelo ao plano N ×N :

~E = Exêx + Eyêy. (179)
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A figura 13 mostra um campo ~E atuando no plano N×N e a energia de interação do elétron com

tal campo é dada por PE
n,m = nEx + mEy. Assim, podemos escrever o conjunto de equações

para fn,m na presença do campo elétrico e desordem como sendo

i~
dfn,m
dt

= (εn,m + nEx +mEy) fn,m + (fn+1,m + fn−1,m + fn,m+1 + fn,m−1) . (180)

A solução numérica pode ser feita tanto usando RK4 quanto o método de Taylor. Uma vez

resolvido o conjunto de equações (180), podemos calcular diversas quantidades físicas. A

posição média agora é um vetor ~R = 〈n〉êx + 〈m〉êy, onde 〈n〉 =
∑

n,m n |fn,m|
2 e 〈m〉 =∑

n,mm |fn,m|
2. Outras medidas do grau de localização podem ser feitas dentro do contexto da

dinâmica do estado quântico, como por exemplo a participação dependente do tempo que pode

ser facilmente calculada como

ξ(t) =

(∑
n,m

|fn,m|4
)−1

. (181)

Outra função importante é a raiz quadrada do desvio médio quadrático σ(t) do pacote de onda, o

cálculo pode ser feito através da fórmula:

σ(t) =

√∑
n,m

[
(n− 〈n〉)2 + (m− 〈m〉)2] |fn,m|2. (182)

A entropia de Shannon também pode ser calculada seguindo um procedimento semelhante ao

formalismo aplicado em D = 1:

S(t) = −
∑
|fn,m|2 log

(
|fn,m|2

)
. (183)

Adicionalmente, a probabilidade de retorno é definida como

r(t) = |fn0,m0|
2 , (184)

onde (n0,m0) é a posição inicial do elétron. Um estudo interessante envolvendo a probabilidade

de retorno é o cálculo da função de auto-correlação temporal C(t) definida como:

C(t) =
1

t

∫ t

0

r(t)dt (185)

Tradicionalmente a função de auto-correlação tem comportamento C(t → ∞) ∝ 1/t para

estados estendidos. Para estados localizados temos que C(t→∞)→ constante. Formalmente,

todas as funções do caso D = 1 podem ser adaptadas para o caso D = 2 e também D = 3.

No caso D = 3, o Hamiltoniano é escrito em uma geometria cúbica (N ×N ×N), onde cada
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sítio é descrito por três parâmetros (n,m, l). Assim, o estado |ψ(t)〉 do sistema é descrito como

|ψ(t)〉 =
∑
fn,m,l |n,m, l〉. |n,m, l〉 é o orbital localizado no sítio (n,m, l). Seguindo o mesmo

procedimento usado no caso D = 2, a equação de Schrödinger fica:

i~
dfn,m,l
dt

= εn,m,lfn,m,l+(fn+1,m,l+fn−1,m,l+fn,m+1,l+fn,m−1,l+fn,m,l+1 +fn,m,l−1). (186)

O termo diagonal neste caso é dado por εn,m,l = ε∗n,m,l + Exn+ Eym+ Ezl, onde ε∗n,m,l

é a desordem diagonal do sistema e Ex, Ey, Ez são as componentes do campo elétrico. Tanto no

caso D = 2 quanto no caso D = 3, a resolução numérica da equação de Schrödinger dependente

do tempo é uma estratégia interessante para medir o grau de localização dos autoestados. Como

já mencionamos anteriormente, em problemas D = 2 e 3, o número de equações cresce consi-

deravelmente em comparação ao caso unidimensional. Neste tipo de problema é recomendável

o uso do método de Taylor. Na fig.(14) mostramos o resultado de nosso estudo para o caso

bidimensional. A eq.(180) foi resolvida no limite sem desordem (W = 0), considerando campos

elétricos do tipo ~E = Exêx + Eyêy com Ex = 0.5 e Ey = 0.75. Usamos neste cálculo o

método de Taylor com N0 = 12 e ∆t = 0.02. O vetor posição média do pacote foi calculado

seguindo a definição ~R = 〈n〉êx + 〈m〉êy. Para calcular a frequência de oscilação e fazer um

comparativo com a abordagem semiclássica consideramos a posição média escalar definida

como 〈R〉(t) = ~R ·
[

1√
2
(êx + êy)

]
.

Observando a fig.(14), podemos perceber que a posição média (centroid) do pacote oscila

com a frequência prevista pela abordagem semiclássica ω = E. Novamente encontramos uma
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boa concordância com a teoria semiclássica, portanto, em sistemas bidimensionais sem desor-

dem (W = 0) um campo elétrico paralelo ao plano promove oscilações de Bloch com a mesma

frequência fundamental prevista pela teoria semiclássica, o mesmo resultado é encontrado no

caso 3D. Incluindo o termo de desordem (W > 0), vamos novamente encontrar a fenomenologia

da localização dinâmica, similar ao que foi encontrado no caso 1D. No caso tridimensional, para

desordem fraca, o sistema pode apresentar uma espécie de oscilação de Bloch para tempo curto.

Em linhas gerais, para desordem W pequena, em comparação com a largura da banda cristalina

3D, o sistema apresenta estados metálicos em torno do centro da banda. Se a condição inicial

usada na evolução temporal conter uma fração macroscópica destes estados metálicos, o pacote

de onda na presença de um campo ~E = Exêx +Eyêy +Ez êz, vai apresentar uma oscilação para

tempo curto. Para tempo longo, como não existem estados de Bloch reais, o padrão oscilatório

perde a coerência e desaparece.
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