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Prefacio

Estas Notas de Aula de Fisica Estatistica surgiram da necessidade de reunir, em um tunico texto,
os conceitos fundamentais e os métodos matematicos essenciais que sustentam a transi¢ao entre a
descricao microscopica e macroscopica dos sistemas fisicos. A obra foi concebida com o objetivo de
servir tanto como material de apoio para disciplinas de graduacao e pés-graduagao quanto como
referéncia introdutoéria para estudantes e pesquisadores interessados em compreender a estrutura logica
e formal da Mecanica Estatistica. As notas foram elaboradas com base em referéncias classicas da
area, como Reif, Salinas, Kubo, Pathria, entre outros, procurando condensar o contetido de forma

acessivel e didatica.

O texto segue uma progressao natural: inicia-se com os principios da estatistica e da contagem de
estados, introduzindo o conceito de espaco de fases e de funcao de distribuicao, e culmina com a
formulagao dos ensembles estatisticos e suas implicagdes termodindmicas. Sempre que possivel, a
énfase recai sobre a compreensao conceitual e a interpretacao fisica dos resultados, sem abrir mao do

rigor matematico que caracteriza a Fisica.

Manifesta-se aqui um sincero agradecimento aos estudantes que, ao longo dos semestres, contribuiram
de forma valiosa com perguntas, criticas e sugestdes que ajudaram a aprimorar estas notas. Agradecgo
também ao Instituto de Fisica da universidade & qual pertenco, pelo ambiente académico fértil e pelo
apoio institucional, e aos colegas e colaboradores, cujo didlogo constante tem sido fundamental para o

desenvolvimento deste material.

Francisco Anacleto Barros Fidelis de Moura
Instituto de Fisica, UFAL

30 de outubro de 2025



Agradecimentos

A realizagao deste trabalho s6 foi possivel gragas a contribuicao, direta ou indireta, de muitas pessoas
e instituigoes que, ao longo dos anos, estiveram presentes nesta jornada académica e pessoal. Expresso
aqui minha sincera gratidao a todos que colaboraram para a construcao destas Notas de Aula de Fisica

FEstatistica.

Agradeco, em primeiro lugar, aos estudantes que participaram das disciplinas de Fisica Estatistica
que ministrei, cujas perguntas instigantes, criticas e sugestoes perspicazes foram fundamentais para
aprimorar a clareza e a didatica do texto. As discussoes em sala de aula e os desafios propostos pelos

alunos serviram de inspiragao direta para muitos dos exemplos e exercicios aqui apresentados.

Sou igualmente grato ao Instituto de Fisica da universidade & qual pertenco, pelo apoio institucional
e pelo ambiente intelectual estimulante que tornou possivel o desenvolvimento deste material. A
convivéncia com colegas e colaboradores, marcada por debates produtivos e troca constante de ideias,

foi essencial para o amadurecimento desta obra.

Agradeco ainda aos amigos e familiares, pelo incentivo e paciéncia ao longo das muitas horas dedicadas &
escrita e & revisao destas notas. Em especial, & minha familia, por compreender a natureza absorvente
do trabalho académico e oferecer o suporte afetivo necessario para que este projeto pudesse ser

concluido.
Por fim, dedico um agradecimento especial aos meus orientadores e mestres, cujas licoes e exemplos

de rigor cientifico continuam a inspirar meu modo de pensar e ensinar a Fisica.

Francisco Anacleto Barros Fidelis de Moura
Instituto de Fisica, UFAL

30 de outubro de 2025



Parte 1

Fundamentos da Fisica Estatistica



Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e contexto

A mecénica estatistica é uma das trés grandes areas da fisica que fundamentam nossa com-
preensao da natureza, ao lado da mecéanica cléssica/quantica e do eletromagnetismo. Sua
importancia decorre da capacidade de descrever sistemas com um niimero muito grande de graus
de liberdade — como gases, s6lidos ou liquidos — a partir do comportamento microscépico de
seus constituintes.

Enquanto a mecéanica classica ou quantica descreve com exatidao a evolugao de sistemas
com poucos corpos, ela se torna impraticavel quando lidamos com 10?3 particulas. A mecanica
estatistica entra nesse ponto, permitindo-nos fazer previsoes probabilisticas sobre
propriedades macroscopicas de sistemas extensos, mesmo sem saber o estado de
cada particula.

Além disso, a mecéanica estatistica fornece a ponte entre a fisica microscopica (regida pelas
leis da mecénica) e as leis da termodinamica. As leis do calor, como a segunda lei e o conceito
de entropia, emergem naturalmente de uma descri¢ao estatistica.

Historicamente, a teoria se consolidou no final do século XIX com os trabalhos de Maxwell,
Boltzmann e Gibbs, e foi posteriormente reformulada para incluir principios da mecéanica
quantica no século XX. Hoje, ela é fundamental tanto em fisica tedrica quanto aplicada, com
aplicagoes que vao da estrutura da matéria a informacgao quantica, da cosmologia a biofisica, e

da computagao a inteligéncia artificial.

1.2 Conceitos fundamentais

Para estabelecer as bases da mecanica estatistica, precisamos introduzir alguns conceitos-chave:

1.2.1 Espaco de fases

Um sistema cléssico com N particulas é completamente descrito pelas coordenadas generalizadas

¢; ¢ momentos p; de cada particula, totalizando 2N varidveis. O conjunto de todos os pontos



1. Introducdo

(¢1,---,qn,P1,---,pN) constitui o espaco de fases do sistema. Cada ponto nesse espago
representa um estado microscopico possivel.

A din&mica classica define uma trajetoria nesse espaco de fases via as equagoes de Hamilton:

At dp;  dt  Og (L1

1.2.2 Estados micro e macroscopicos

Um microestado é uma configuracao especifica no espago de fases. Um macroestado, por
outro lado, é caracterizado por grandezas macroscopicas como energia, volume, pressao e

temperatura. Diversos microestados podem corresponder ao mesmo macroestado.

1.2.3 Funcao de distribuicao e ensembles

Em vez de acompanhar uma tnica trajetoria no espaco de fases, a mecanica estatistica trabalha
com uma fungao de distribuigao p(q, p,t) que fornece a densidade de probabilidade de encontrar

o sistema em um dado microestado. A evolucao de p obedece & equagao de Liouville:

Ao _ o

dt_8t+{p’H}:O (1.2)

Conjuntos de sistemas descritos por uma mesma distribuigao sao chamados de ensembles.

Os principais sao:
e Microcandnico: energia, volume e numero de particulas fixos;
e Canoénico: temperatura, volume e niimero de particulas fixos;

e Grande candnico: temperatura, volume e potencial quimico fixos.

1.2.4 Postulado fundamental da mecanica estatistica

No ensemble microcandnico, todos os microestados compativeis com as condi¢oes macroscopicas

sao igualmente provaveis. Esse postulado é central para a deducao da entropia:
S =kglnQ (1.3)

onde 2 é o nimero de microestados acessiveis e kg é a constante de Boltzmann.

1.3 Breve revisao da mecanica classica e quantica

1.3.1 Mecanica classica

A mecénica classica pode ser formulada via as leis de Newton, o formalismo Lagrangiano ou o

formalismo Hamiltoniano. Este tltimo é o mais adequado & mecanica estatistica:

10



1.4. Resultados Matemadticos Fundamentais para a Mecdinica Estatistica

N 2
Z b;
i=1 v

A equagao de Liouville, que vimos anteriormente, deriva das equagoes de Hamilton e garante

a conservagao do volume no espaco de fases — o teorema de Liouville.

1.3.2 Mecanica quantica

Na mecéanica quantica, o estado do sistema é descrito por um vetor [¢)) em um espago de Hilbert,
ou mais geralmente por uma matriz densidade p. Observaveis sao operadores hermitianos A, e

a expectativa é dada por:

(A) = Tr(pA) (1.5)
A evolugao temporal da matriz densidade é governada pela equacgao de von Neumann:

dp 1.~
— _—"[H. 1.

No limite de equilibrio, p se torna independente do tempo. No ensemble candnico quantico,

temos: A
e BH

P = 7
onde Z ¢é a funcao de partigao e § = 1/(kgT).

7 = Tr(e ?H) (1.7)

1.4 Resultados Matematicos Fundamentais para a Meca-

nica Estatistica

A Mecanica Estatistica apoia-se em um conjunto compacto, porém profundo, de resultados
matematicos que permitem conectar o comportamento coletivo de sistemas com muitos graus
de liberdade as leis deterministicas da Termodinamica. Nesta se¢ao, reunimos os principais
instrumentos analiticos que serao utilizados ao longo do livro para o tratamento de somas,
integrais e distribui¢coes de probabilidade que surgem naturalmente no estudo de sistemas
microscopicos. Entre eles destacam-se as propriedades das progressoes aritméticas e geométricas,
a expansao de Taylor, a féormula de Stirling, a integral gaussiana, as fungoes gama e zeta, a
transformada de Legendre, o método do ponto de sela e o Teorema Central do Limite. Esses
resultados constituem a base técnica que sustenta a passagem do discreto ao continuo, o
tratamento assintético de grandes ntmeros e a descrigao estatistica das flutuagoes em sistemas

fisicos reais.

11
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1.4.1 Progressao Aritmética (PA)

Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia de nimeros em que a diferenga entre termos
consecutivos é constante. Denotando por a; o primeiro termo e por d a razao aritmética, os
termos sao

ar =a; + (k—1)d, k=12 ...

Soma dos primeiros N termos. Definimos

N
SN:Zak:a1+a2+---+aN.
k=1

Uma forma classica de obter a soma ¢é escrever a soma em ordem direta e inversa e soma-las:
Sy=a1+ (a1 +d)+ -+ (a1 + (N = 1)d),
Sy = (a1 + (N = 1)d) + (a1 + (N = 2)d) + -+ + aj.

Somando termo a termo e observando que cada par soma a; + ay, obtemos

N
QSN:N(a1+aN) = SN:E(CM—FGN).

Usando ay = a; + (N — 1)d obtemos a forma equivalente

dN(N -1

Sy = Nay + Y=,
2
Exemplos uteis.
e Soma dos inteiros de 1 a V:

i L NV

-—F
k=1

e Soma dos primeiros N termos de uma progressao de niveis de energia igualmente espacados
€k = & + kA:

N
N(N +1
Zék =(N+ 1)60+A%.

k=0

Aplicagao em mecanica estatistica. Se os niveis de energia sao igualmente espagados, a
fungao de particao finita (sem degeneracao) pode ser escrita como uma soma geométrica (ver
segao seguinte) multiplicada por um fator exponencial inicial — 1til ao estudar cadeias lineares

de niveis discretos ou truncamentos de espectros.

12



1.4. Resultados Matemadticos Fundamentais para a Mecdinica Estatistica

1.4.2 Progressao Geométrica (PG)

Uma progressao geométrica (PG) é uma sequéncia em que o quociente entre termos consecutivos

é constante. Dado o primeiro termo a e a razao r, temos

Soma finita. A soma dos primeiros N termos é

2
L

Sy = ar® =a+ar+ar® +--- +ar
0

i

Multiplicando por r e subtraindo:

rSy =ar +ar* + - +ar’,

(1—7r)Sy=a—ar" (ser #1),

portanto
1—rN
SN = a .
1—r

Soma infinita (convergéncia). Se |r| <1 entdao 7Y — 0 quando N — o e

= <1).
Sark=—t (<)

k=0

Exemplo classico em estatistica quantica. Considere um tnico nivel de energia € no
ensemble canonico gran-candnico, com fugacidade z = e’#. Para boésons (ocupacao n =
0,1,2,...) a soma das contribuigdoes ao somatorio do nimero de ocupagao é uma PG com razao

r = ze %%, A particao grand-canonical do nivel é

o0 1
_ —Be\" _ —Be
Z. = ngzo (ze ) g (se |ze 7] < 1).

A ocupacao média resulta em

oy — Snomr” /0=t e 1 |
n) = — _ _ _
Sooort  1/(1—=r) 1—r rt-1 eflemm 1

que é a distribui¢ao de Bose-Einstein para um tunico nivel. Para férmions (ocupagao n = 0, 1)

a soma ¢ truncada e conduz a distribui¢ao de Fermi-Dirac:

T 1

T l+r ePem 1

Z. =1+, (n)

13
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1.4.3 Séries de Taylor e Maclaurin

A expansao em séries de Taylor é uma ferramenta central para aproximar fungoes suaves
por polindmios — essencial em aproximacoes de baixas flutuagoes, limites termodinamicos e

métodos assintoticos.

Teorema de Taylor (forma com resto de Lagrange). Se f én + 1 vezes diferenciavel

num intervalo que contém a e x, entao

") (g
1) =3 T a4 R),
k=0 ’

onde o resto R, (z) na forma de Lagrange é

F(E)

Fn@) = 0,

(z —a)"*

para algum & entre a e x. A expansao em torno de a = 0 é chamada série de Maclaurin.

Forma integral do resto. Uma forma alternativa e tutil é
1 ’ (n+1) n
Ro(x) = — [ [0 —1)"dt,

que permite estimar o erro quando se tem uma cota para f"+1).

Cota pratica do resto. Se |f"*)(t)] < M em todo o intervalo entre a e z, entdo

M n
[ R (2)] < m!fﬂ — "

Séries e raios de convergéncia (comentario). Nem toda série de Taylor converge para
f(z) para todo x; o raio de convergéncia depende singularidades complexas da fungdo. No

entanto, para fungdes analiticas (p.ex. €”,sinx,cosz) a série converge para a func¢ao em todo
R.

14



1.4. Resultados Matemadticos Fundamentais para a Mecdinica Estatistica

Expansoes frequentemente usadas

ok
e’ = Z %, (converge para todo z),
k=0
. —r
(1) = S <,
k=1
R WA a\ ala—1)---(a—k+1)
arar =3 (D (7) - . el <1,
k=0
. 0 L a2k o0 L a2k
smx:Z(—l) Ik Cosa::Z(—l) R

Exemplos e aplicagoes em mecéanica estatistica.

1. Limite exponencial: para provar limy_,..(1 +2/N)Y = e® use

1.2

T 1

Multiplicando por N e exponenciando obtém-se e tO1/N) 5 eo.

2. Limite classico (fugacidade pequena): para r = ze ”° < 1,

2

In(l1+7r)=r— % +O0(r%),

o que leva & aproximagao de Maxwell-Boltzmann quando z < 1 (regime classico) —

permite linearizar a fungao de parti¢ao e obter (n) ~ r.

3. Aproximacgao de integrais e método do ponto de sela: expandir o expoente ao
redor do ponto de méaximo (ou minimo negativo) é a esséncia do método de Laplace /

saddle-point e conduz a aproximacoes assintoticas de integrais de particao em grande N.

Exemplo concreto — expansao de In(1 + x) e uso pratico. Para |z| < 1,

x?  ad

In(1 T
n(l+z)==x 2+3

Se em uma soma de parti¢do aparece ) . ln(l + ze‘ﬂgi) e ze 7% « 1 para os niveis dominantes,

Zln(l + ze‘ﬁei) ~ Zze_ﬁe"

i

pode-se aproximar

o que reconecta diretamente a estatistica classica.

15
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Formulas resumidas uteis

N
N 1—7rN
Z(al—l—(kz—l)d) = —(a1 + an), art =aq=——" ,
2 1—r
k=1 k=0
Sart= <0, f@)=3 a1 R,
k=0 k=0 '
1.4.4 Aproximagao de Stirling
A férmula de Stirling na forma multiplicativa é
n! ~V2mnn"e™", (n — 00),

onde o simbolo “~” indica que a razao entre os dois lados tende a 1 quando n — oo. Tomando

logaritmos obtemos a forma mais usada em mecanica estatistica:

Inn! = nlnn —n+ 3 In(27n) + o(1) ,

ou, de forma mais refinada com termos de corre¢ao:

1
Inn! = nlnn —n+ Ln(2mn) + —— —
nn!=nlnn —n+ 3 In(2mn) + Ton " 3607 +

Esta é a chamada ezpansdo de Stirling ou série de Stirling—FEuler (série assintotica em poténcias

impares de 1/n).

Derivacao via método de Laplace

Partimos da representacao integral da funcao Gama,
nl=In+1)= / the tdt = / emint=t g,
0 0

g(t) =nlnt —t.

Defina o expoente

O ponto estacionario de g satisfaz ¢'(t) = % — 1 = 0, portanto ¢y = n. Expandindo g(¢) em

série de Taylor em torno de ¢y até segunda ordem:

9(t) = g(n) + 39" ()(t — n)* + ggD () (t —n)* + -+,

com

gm)=nlnn-n, ¢d'n)=-—  ¢¥n)==
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A aproximagao de segunda ordem (gaussiana) retém somente o termo quadratico e leva a

oo
I'n+1)~ eg(")/ e*% dt = e"™" "/ 27n,
—o0

o que produz a féormula de Stirling principal. A inclusao sistematica dos termos de ordem
superior no expoente gera as corregoes 1/(12n), —1/(360n?), ... por meio de uma expansao
assintotica (ponto de sela refinado). A expanséo de Stirling com termos 1/(12n), —1/(360n3), ...
é uma série assintotica — isto é, truncar a série ap6s um numero fixo de termos fornece uma
aproximacao cujo erro ¢ menor do que o ultimo termo retido, para n grande. Em geral a série é
divergente (fatorialmente crescente dos coeficientes), mas é altamente ttil: os primeiros termos
melhoram a precisao e truncamentos adequados minimizam o erro. Existem formulas mais
refinadas com termos de resto explicitados; por exemplo, para todo n > 1 existem constantes

que permitem escrever

1
— 1
Inn! =nlnn —n+ 5In(27n) + T, TEm

com |e,| < C/n?® para some C' > 0. (Varias formas de estimativas de resto sao classicas na
literatura — ver referéncias padrao.) Em mecénica estatistica, fatores n! aparecem frequente-
mente na contagem de microestados (por exemplo, na corregao de Gibbs 1/N! para particulas
indistinguiveis).

Observacoes finais e utilizagao pratica

e Para calculos praticos e comparacoes numéricas, usar a forma logaritmica é mais estavel

numericamente do que calcular n! diretamente (que cresce muito rapido).

e Paran 2 10 ja a forma principal nlnn — n + 3 In(27n) fornece boa precisao; incluir o

termo 1/(12n) melhora substancialmente a precisao para n moderados.

e A série é assintotica: nao se deve somar termos indefinidamente esperando convergéncia

— normalmente apenas poucos primeiros termos sao usados.

Demonstragao da aproximagao de Stirling via féormula de Euler—Maclaurin
A aproximacao de Stirling fornece, para n > 1,
n! ~v2rnn"e ",

e, na forma logaritmica,

1 1
Inn! ~nlnn —n+ §1n(27m) +0 <—) :
n

Comecaremos deduzindo a expressao para Inn! a partir da formula de Euler-Maclaurin.

17
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Passo 1: Partindo da definicao de Inn! Sabemos que

Inn! = Z In k.
k=1

Essa soma pode ser aproximada por uma integral mais corregoes, via formula de Euler—

Maclaurin.

Passo 2: Formula de Euler—-Maclaurin Para uma funcao f suficientemente suave,

P
/ F(z) do + LS +Z B FE Y (n) — D (m)]
p=1

onde By, sao os nimeros de Bernoulli: By = 1 By = —1L etc. Aplicaremos com m =1 e

30°
f(z) =Inx.

Passo 3: Integral principal Temos

/ Inzdr =[rlnz —z]] = (nlnn—n)—(1-0—-1)=nlnn—n+1.
1

fm)+fA) .
2 e

Passo 4: Correcao de ponto médio O termo

Inn+1Inl _lnn
2 2

Passo 5: Primeira corregao de Bernoulli Temos f'(z) = %, logo

O termo com By é

B2 / /
D27 (m) ~ (1) =

[\')|m|»—-

Passo 6: Segunda correciao de Bernoulli Temos f®(z) = 2. Assim,

O = ) = = -2

O termo com By = — &+ ¢
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Passo 7: Agrupando os termos Somando tudo:

Inn! ~ [nl St i = (L L (2 _5) 4
nn < |ninn n 2nn 2 \n

=nln —i—ll +11(27r)( C nstantes) + ! ! +
= — —In —In reagrupar n —_— =
nlnp—n+slnn+ o apOs reagrupar constantes o 3603

Passo 8: Forma assintotica Negligenciando termos de ordem O(1/n) e menores:
1
Inn!~nlnn—n+ 51n(27m).

Exponentiando ambos os lados:

nl~vV2mnn"e .

1.4.5 Integral Gaussiana

A integral unidimensional:

I:/ e dx

nao pode ser expressa em termos elementares, mas seu quadrado pode:

I? = (/ e_“”de) (/ e_yZdy> = // e~ (@ +y?) dx dy.
—00 —00 R2

Em coordenadas polares (12 = 22 + y?):

27 fe’e)
I? :/ d@/ e dr.
0 0

A integral radial d&:

Logo:

1.4.6 A funcao gama

A fungao gama I'(z) é uma generalizacao da fatorial para nimeros reais e complexos (com

parte real positiva). Ela é definida pela integral impropria:
['(z) = / e tt* 1 at, Re(z) > 0.
0
Propriedade de recorréncia: A funcao gama satisfaz a relacao:

F(z+4+1) =2T(z),
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que é analoga a propriedade n! = n - (n — 1)! para fatoriais.

Ligacao com fatoriais: Para n € N, vale:

Em particular:
r=o0=1 Tr@2=1=1 TB)=2'=2, etc.

Valores nao inteiros: A funcao gama permite calcular “fatoriais fracionarios”, por exemplo:

1
F <_> B ﬁ’
2
resultado obtido usando a integral gaussiana.

Extensao analitica: Embora a defini¢ao por integral valha apenas para Re(z) > 0, a fungao
gama pode ser estendida para quase todo o plano complexo (exceto nos inteiros nao positivos,

onde possui polos simples) através da formula de recorréncia e da reflexdo de Fuler:

™

M)l —2) =

sin(7z)’

Relevancia em mecanica estatistica: A funcao gama surge naturalmente em integrais
de particao e no calculo de volumes e areas em espacos de alta dimensao, especialmente
quando fazemos mudancas para coordenadas esféricas ou integramos sobre distribuigoes do

tipo Maxwell-Boltzmann.

Resumo.

['(z) :/ e """ 1dt, Re(z) >0,
0

I(z+4+1) =2I(z2),
Fn)=(m-1), neN,

1.4.7 Volume e area de uma hiperesfera em D dimensoes

Vamos calcular a drea da superficie e o volume de uma hiperesfera em D dimensoes. Para isso,

consideremos a integral gaussiana em D dimensoes:

Ip :/ e gl
RD

20
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Como a funcao se separa em D integrais unidimensionais, temos:

Ip— (/_Oo e"”zdx)D _ (VAP = 7P,

o0

Passando para coordenadas esféricas: Em coordenadas esféricas D-dimensionais, o

elemento de volume ¢ dado por
dPx = rP L drdQp_,

onde df)p_; representa o elemento de angulo sélido em D dimensoes e

Sp_1 = /dQD—l

é a drea da superficie da hiperesfera unitdria em D dimensoes (isto é, o “hiperperimetro” da

esfera de raio 1). Assim, a integral Ip pode ser escrita como:

o
_p2 _
ID:Spl/ e " rPLar.
0

Integragao radial: Efetuando a mudanca de variavel u = r? (du = 2r dr), obtemos:

/ e PP gy = 1/ e Tt dy = 1F<2) )
0 2 /o 2 2

onde usamos a definicao da funcao gama:
['(2) —/ e "u” ! du.
0

Determinando Sp_;: Comparando com o resultado anterior I, = 7P/2

1 (D
b2_gqg, . .ZT(=
™ D—-1 2 (2>7

, temos:

o que nos fornece a féormula geral para a area da superficie da hiperesfera unitaria:

o D/2
Sp_1 = :
L)

Volume da bola D-dimensional: O volume de uma bola de raio R em D dimensoes é

obtido integrando o elemento de volume radial:

v, _ f D—-1;. Sp-1 D
D(R)— SD_l’l“ d?"—TR .
0
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Substituindo Sp_1:
Vp(R) = ——— RP.

Resumo dos resultados:

onD/2 ) .. oL
Sp_q = . ( 5 ) (area da superficie unitaria),
2
D/2
Vb(R) = W—D RP (volume da bola de raio R).
r(1+%4)

Assintota para D —

Para R =1 e D grande, use Stirling com v = D/2:

D [ D (D\??
I'f14+— ) ~/2r— | — e D/2,
2 2 2

N wP/2 B (2me/D)P/?
Vp(1) ~ /D (D/2)P72e-Dr2 = D

Isto mostra que Vp(1) — 0 muito rapidamente quando D — oo.

Logo:

1.4.8 Limite de (1 +z/N)N

Counsidere:
) Tz \N
b (0 3)"
Tomando logaritmo:

. X
1nL_Nh§;ON1n<1+N>.

Usando a expansao In(1 +u) = u — “—22 +--+ comu=z/N:
L= lim N| &2 4=
PETRETV T aae -

Portanto:
L =¢€".

1.4.9 Identidades combinatorias e binomiais

Definimos o coeficiente binomial por
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Binémio de Newton:

Identidades 1teis:
N N N
N N N
=N k = N2N-! k2 = N(N +1)2V2,
Z(k) - () k() =y

Identidade “hockey-stick”:

Multinémio:

N N N
(m+ o)V = ) (k;lkm)xl T (kl,...,k:m>_]_[ik;i!'

i >0

1

Aplicagoes em ME: as identidades combinatorias sao ferramentas fundamentais para a
contagem de microestados. Por exemplo, em um sistema de N spins 1/2, a expansdo binomial

. , ~ . . . N
fornece diretamente o ntiimero de configuracoes com k spins para cima e N — k para baixo: ( k)

Do mesmo modo, a identidade do multinémio generaliza esse raciocinio para sistemas com

mais de dois estados possiveis, como em modelos de spins com m niveis ou em distribuigoes de

N
klv“’vkm

particulas em m grupos de ocupagoes {k;}. Essas expressoes entram naturalmente nas fungoes

particulas em varias caixas. O resultado ( ) dé o numero de formas de particionar N
de particao, que podem ser reescritas como séries binomiais ou multinomiais, e permitem
identificar termos dominantes via aproximagoes assintoticas (Stirling) para grandes N, o que

conecta diretamente a combinatoria com a entropia estatistica.

1.4.10 Séries de funcoes elementares

Exponencial (Maclaurin):
!

z Xz
et = Z; (Vz € R).
n=0

Essa série é absolutamente convergente para todo x e fornece uma das expansoes mais usadas
em mecanica estatistica, pois a funcio de particio Z = > e #Fi ¢ essencialmente uma soma de
exponenciais.

Logaritmo (raio de convergéncia |z| < 1):

o0

(L.’I'L
In(1 =) (-1 — —l<z<1 —1.
ol +0) =3 (M r<1a#
Essa série é fundamental na expansao da energia livre F' = —kgT In Z, quando se deseja obter

correcoes perturbativas em torno do limite de gés ideal.
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Poténcia fracionaria (binomio generalizado, |z| < 1):

teap S () (7)ol Damny

n=0

Esse resultado permite expandir expressoes como (1 + &)Y ou (1 — )7}, muito frequentes na
analise de aproximacoes de altas temperaturas ou baixas densidades.

Desigualdades tteis:
e* > 1+ux, In(l+z) <z (x>-1).

Tais desigualdades sao tteis para obter estimativas de entropia ou para limitar o crescimento
de funcgoes de particao em aproximacoes assintoticas.
Resto (Lagrange): se f ¢ C"'1,

k) (Q (n+1)
o= it 4 o

para algum £ € (0, x). Esse termo de resto garante um controle matematico sobre a precisao
da aproximacao, algo importante ao truncar séries viriais ou ao estimar a validade de uma
expansao em parametros pequenos.

Aplicagoes em ME: expansoes em séries sao onipresentes: permitem desenvolver o
logaritmo da funcao de partigao (levando & série virial), expandir fatores de Boltzmann e=#Y
para interagoes fracas (aproximagao de Mayer) e analisar limites de alta ou baixa temperatura
via aproximacoes assintoticas. Além disso, a expansao exponencial é a base para conectar
distribuigoes classicas (Maxwell-Boltzmann) com suas versoes quanticas (Bose-Einstein e

Fermi-Dirac), frequentemente exploradas como séries de poténcias.

1.4.11 Delta de Dirac

Defini¢ao (funcional): para f continua,

A funcao delta nao é uma funcao no sentido usual, mas sim uma distribuicao que “seleciona” o
valor da funcao teste no ponto a.

Escalonamento:

g’ ()|

%
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Essa identidade ¢ essencial para tratar integrais onde aparecem vinculos nao-lineares, como
conservacao de energia em colisoes.

Representacoes:

1 [~ 1 1
o(x) / ¢k dk = lim ——— = lim e w1

27 J_ o e—0t T2+ €2 om0t \/TO

Essas formas sao tteis em diferentes contextos: a integral de Fourier em céalculos espectrais, a
lorentziana em teoria de resposta, e a gaussiana em regularizacoes numéricas.

Aplicagoes em mecéanica estatistica:

e Imposicao de vinculos: em ensembles microcanonicos, a densidade de estados envolve
um termo §(E — H(p,q)), que forca as configuracoes a satisfazerem a conservagao de
energia. Analogamente, em colisoes de particulas, aparecem fatores d(p; + p2 — Ps — P4)

impondo a conservacao de momento.

e Integracao em hipersuperficies: a presenca de uma delta permite reduzir integrais
de grande dimensionalidade a integrais sobre subvariedades do espago de fases (ex.:

superficie de energia constante).

e Transformadas de Fourier: a identidade de Fourier para d(z) é usada para expressar
correlagoes temporais ou espaciais em termos de espectros de frequéncias e momentos.

Isso aparece, por exemplo, em fatores de estrutura dindmicos S(q, w).

e Limite de regularizagao: representacoes de d(x) por gaussianas ou lorentzianas sao
usadas em simulacoes e métodos numéricos, quando se substitui o delta por uma fungao

estreita mas bem-comportada para computar integrais.

1.4.12 Transformadas de Fourier e deltas discretas

Transformada de Fourier (convengao fisica):

f(k) = /OO f(x) e~ du, f(z) = % /Oo f(k) ok

Convolugao:

—

Tr9)(k) = FR)ak),  (f*g)(x) = / f(&—y)9y) dy.

Parseval /Plancherel:

/\f($)|2d$=%/|f(k)|2dk.

Somatoéria exponencial (identidade de “peigne”):

i el =21 i d(0 — 2mm).

n=—oo m=—0Q
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Ortogonalidade discreta (série de Fourier em N pontos):

=

-1
1 ) 2m
ez(k k)Nn:N(Skk/.

3
I
o

Aplicagoes: analise espectral de flutuacoes, fungoes de correlagao, modos normais em redes,

DFT e condigoes periodicas.

1.4.13 Identidade de Euler e trigonometria complexa

Identidade de Euler:

e =cosx +isinz.
Trigonometria em forma exponencial:

elfl‘ + 67@1‘ ) 6133 _ e*lﬁ
_ sing = ———
21

cos T =
Produtos — somas (uteis em integrais):

cosa cosb = 1[cos(a — b) + cos(a+ b)], sina sinb = 1[cos(a —b) — cos(a +b)].

Integrais gaussianas oscilatorias (a > 0):

/ e~ cos(bx) do = \/?ebQ/(‘l“).
o a

Aplicacgoes: reescrita de hamiltonianas quadraticas, avaliacao de integrais por completar

quadrados, resposta linear e propagadores.

1.4.14 Integrais Beta e relacao com a Gama

Definigoes (Rex,Rey > 0):

1 o
B(x,y):/ "1 — )yt dt, I‘(z):/ *~letdt.
0 0

Relagao fundamental:

Propriedades de I":

[(z+1)=2T(2), I(3)=vm T(n+1)=n!(neN)
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Exemplo (normalizagdo gaussiana em D):

Lo
RD N (0 '

Aplicagoes: volumes hiperesféricos, normalizagoes de distribuicoes, integrais angulares e

particoes de energia.

1.4.15 Funcao zeta de Riemann

Definicao (Res > 1):

=1 1
C(S):;E: 11 —

p primo

A segunda expressao, em produto sobre primos, conecta a zeta a teoria dos niimeros e é util
em técnicas de regularizacao.

Valores notaveis:

Derivadas e somas logaritmicas:

) AW
¢(s) -2 n®

n=1

onde A é a funcao de von Mangoldt, usada em métodos de regularizagao e somas divergentes.

Polilogaritmo (extensao frequente em ME quantica):

[e.9]

. z"
Lis(z) = Z vt |z] <1,
n=1
que generaliza a zeta (Lis(1) = ((s)) e aparece naturalmente em somas sobre estados ocupados
de particulas quanticas.

Aplicagcoes em mecanica estatistica:

e Distribuicoes de Bose e Fermi: a func¢ao de ocupagao média (n) = m leva, ao

integrar sobre niveis de energia, a somas do tipo Li,(e’#).

e Radiacgao de corpo negro: a energia total de um féton ideal em D dimensoes pode ser
escrita em termos de ((D + 1).

e Leis de poténcia e dimensoes baixas: propriedades de gases quanticos em dimensoes
reduzidas (1D, 2D) envolvem Lig(1) ou ((s) em calculos de densidade de estados e

capacidade térmica.
e Regularizacao de somas divergentes: a zeta de Riemann permite definir somas

27



1. Introducdo

infinitas de energia ou niamero de estados usando a reqularizacao zeta, técnica tutil em

energia do vacuo e problemas de Casimir.

1.4.16 A transformada de Legendre

Na anélise matematica e fisica, frequentemente lidamos com fungées f(x) cuja variavel natural
x pode nao ser a mais conveniente para descrever o sistema. A transformada de Legendre surge
como uma ferramenta poderosa justamente para realizar a troca da variavel x pela sua varidvel
conjugada, de modo que a nova fungao carregue a mesma informagao, mas expressa em termos
diferentes. De forma geral, seja f(z) uma fungdo suave e estritamente convexa de uma
variavel real z. A transformada de Legendre £ de f é definida como uma nova fungao f*(p)

dada por:
fr(p) = Sgp{px — f(2) }. (1.8)

O significado dessa expressao é o seguinte: para cada valor de p, tomamos o supremo (ou seja,
o maior valor possivel) da quantidade px — f(x) ao variar z. Esse procedimento substitui a
descri¢ao de f em termos de x por uma descri¢ao alternativa em termos de p. A nova variavel

p é chamada de variavel conjugada a z, e é obtida impondo a condi¢ao de extremo

p=f'(2). (1.9)

Ou seja, p representa a inclinagdo (derivada) da fungao original no ponto x. Assim, para

construir a fungao transformada f*(p), deve-se:
1. Calcular a derivada p = f'(z) e resolver para z = x(p);
2. Substituir z(p) na expressao pr — f(x);
3. O resultado ¢é a fungao f*(p), que depende unicamente da variavel conjugada p.

Em resumo, a transformada de Legendre realiza uma mudanga completa de representagao:
troca-se a dependéncia original em z pela dependéncia em p, preservando toda a informacao

essencial da fungao.

Exemplo elementar

Considere f(z) = tax?

sar® com a > 0. Temos p = f'(x) = ax = = = p/a. A transformada é

f*(p) ZpZ—?—la (1—9)2 =L (1.10)
Note que (f*)*(z) = Ltax? = f(z) (involutividade).

2
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Interpretacao Geométrica

Geometricamente, f*(p) representa o intercepto no eixo y da reta tangente a curva f(x) com
inclinacao p. A transformacao é uma troca da descricao da curva pelo envelope das suas retas
tangentes . A convexidade é crucial, pois garante que cada inclinagao p corresponde a um

tnico ponto de tangéncia x.

Propriedades Essenciais

A Transformada de Legendre é uma ferramenta poderosa devido a suas propriedades de

reversibilidade e inversao de derivadas.

e Involutividade (Transformada Dupla): Se f é convexa e adequada, a transformada

dupla recupera a fungao original:

(f)y=r
e Convexidade: Se f é convexa, entao sua transformada f* também é convexa.

e Derivadas (Regra de Inversao): Se f*(p) = pxr — f(x) com p = f'(x), as derivadas
de f* fornecem as varidveis originais:
df* dzf* 1
= =
dp 7 dp  f"(x)

. (1.11)

Note que a segunda derivada (que na termodinamica se relaciona com a capacidade
térmica ou a compressibilidade) tem seu sinal preservado (e, portanto, a convexidade),

pois d®f/dp* e f”(x) tém o mesmo sinal.

Aplicacao em Termodinamica e Potenciais

A Termodinamica é o cenério natural para a Transformada de Legendre, onde a troca de
variaveis extensivas (X, p.ex., S, V, N) por intensivas (P, p.ex., T, P, 1) gera os Potenciais

Termodinamicos.

A Energia Interna e a Estabilidade

A Energia Interna U(S,V,N) é a fungdo fundamental na representagdo energética. Seu

diferencial é

ou ou ou

dU = [ — ds — dVv — dN =T7dS — PdV dN. 1.12
(85>V,N *(aV)S,N *(azv)sv G (1.12)

No equilibrio, U é minimizada para um sistema com S, V, N fixos. A estabilidade do sistema

requer que U seja uma fungao convexa de suas variaveis extensivas S, V, V.
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Potenciais pela Transformada Parcial

Um potencial termodinamico ¥ é obtido aplicando uma Transformada de Legendre parcial na

Energia Interna U sobre um subconjunto de variaveis X;:

V(P X;) = Lx,—p, [UX, X)) =Y PX;—U.

Energia Livre de Helmholtz (F'): Troca S <+ T

O Potencial de Helmholtz ¢ a Transformada de Legendre parcial em relagao a entropia S:

F(T,V,N)=U-TS. (1.13)

Diferenciando, obtemos
dF =dU —d(TS) =(T'dS — PdV + udN) — (T'dS + SdT) (1.14)
=-S5dT — PdV + udN. (1.15)

Isto estabelece T, V, N como as variaveis naturais de F', com as derivadas:

oF oF oF
S—‘(a—T>V,N’ P—‘(W)T,N’ “—(a—N)T,V‘ (1.16)

2

O potencial F' é o apropriado para o Ensemble Canonico (onde T',V, N sao controlados) e é

minimizado no equilibrio .

Entalpia (H): Troca V <> P
A Entalpia é a transformada parcial em relagao ao volume V':
H(S,P,N)=U—-(—PV)=U+ PV. (1.17)

Seu diferencial dH =TdS + V dP + pdN mostra que suas variaveis naturais sao S, P, N.

Energia Livre de Gibbs (G): Troca S« T eV + P
O Potencial de Gibbs é a transformada completa sobre S e V:
G(T,P,N)=U-TS+ PV. (1.18)

Seu diferencial dG = —SdT + VdP + udN estabelece T, P, N como varidveis naturais. G
é o potencial minimizado para o cenario experimental mais comum (temperatura e pressao

constantes).
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Grande Potencial Canénico (2): Troca N < p

A transformada de Legendre em relagao ao ntumero de particulas NV define o Grande Potencial

Canonico:
AT, V,u)=F —uN=U—-TS — uN. (1.19)

Seu diferencial dQ2 = —SdT — PdV — N du estabelece T, V, u como variaveis naturais (apro-

priado para o Ensemble Grande Canénico ).

Relagoes de Maxwell: A Consequéncia da Transformada

A Transformada de Legendre, ao garantir que os potenciais sejam fung¢oes de estado exatas,
implica que as segundas derivadas parciais cruzadas comutem (o Teorema de Schwarz). Isto
gera as Relagoes de Maxwell . Considerando a Energia Livre de Helmholtz, dF' = —SdT —

PdV + pdN:
PF OPF
oTovV — oVoT

O (0PN _ 0 [ OF
T\ OV )y OV \ 0T /)y

Que resulta na importante Relacao de Maxwell:

(3,

As Relacoes de Maxwell sao, portanto, uma consequéncia direta e inevitavel da aplicacao

da Transformada de Legendre a fungao fundamental. Elas permitem calcular derivadas
termodinamicas dificeis de medir (envolvendo S) a partir de quantidades mensuraveis (como

PV, T).

Potencial Definigao Diferencial Variaveis Naturais
U U(S,V,N) TdS — PdV + pdN S, V,N
F U-TS -SdT — PdV + pdN T,V,N
H U+ PV T7dS+VdP + pdN S,P,N
G U-TS+PV | =SdT'+VdP + pdN T,P,N
Q U-TS—uN | =SdT — PdV — Ndu TV, u

Tabela 1.1: Resumo dos potenciais termodinadmicos e suas variaveis naturais.

Exemplos didatico

Vamos considerar o modelo didatico (simplificado) da Energia Interna:
U(S) =aS* a>0. (1.21)

Onde a > 0 garante a convexidade U”(S) = 2a > 0, necesséria para a estabilidade. A variavel
conjugada ¢ a temperatura 7' = dsU = 2aS = S = T/(2a). O Potencial de Helmholtz
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1. Introducdo

F(T)=U-TS ¢

T\? T T2 T2 T2
FT)=al—) -T(=)="—-"=—-". (1.22)
2a 2a 4q 2a 4a

A involutividade é confirmada, pois F”(T) = —1/(2a) é negativo, e a transformada dupla
recuperaria U(S). O sinal negativo da segunda derivada de F' é esperado (se U é convexa, F
em T é concava, mas F' é a transformada de U, que é convexa. A convexidade de F' é em

relacdo as variaveis X; nao transformadas, como V' e N). Verifique que
dF T T
(=)= () = = = 1.2
(dT) ( 2a) 2a 5 (1.23)

A transformada foi introduzida por Adrien-Marie Legendre no século XIX no estudo da mecénica

como deve ser.

analitica, e s6 depois se consolidou como a ferramenta matematica central da termodinamica.
Sem duvida ela é , em esséncia, o motor matemético que impulsiona a Termodinamica Moderna.
Ela formaliza a mudanga de ensemble, garante a consisténcia das Rela¢oes de Maxwell e, ao
exigir a convexidade/concavidade, incorpora a condigao de estabilidade termodinamica do
sistema. A conciliagdo entre a defini¢ao formal de f*(p) = sup,{pxr — f(x)} e os potenciais

termodinamicos ¢é o elo que unifica a formalizagao matematica e a interpretacao fisica.

1.4.17 Meétodo do Ponto de Sela (Saddle-Point Method)

O Método do Ponto de Sela (ou Método da Descida Mais Ingreme — Steepest Descent
Method) constitui uma das ferramentas assintoticas mais importantes da Mecanica Estatistica
e da Fisica Matematica. Ele formaliza a ideia fundamental de que, no limite termodinamico
(N — 00), o valor de uma integral ou soma de muitos termos é dominado pela contribuigao de
uma regiao extremamente estreita em torno do ponto onde o integrando atinge seu maximo.
Essa técnica fornece a base conceitual para diversas aproximacoes da Fisica Estatistica, como a
deducao da formula de Stirling e a equivaléncia entre ensembles candnico e microcanénico. Em
termos matematicos, o método esté intimamente relacionado ao chamado método de Laplace e,

quando aplicado a integrais complexas, a técnica da descida mais ingreme.

Formulacao Geral

Consideremos a integral de contorno
I(N) = / Nz, (1.24)
c

onde N é um parametro real e grande (por exemplo, o nimero de particulas de um sistema),
C' é um caminho de integragao no plano complexo, e f(z) é uma funcao analitica.

Para N > 1, o integrando e™N/(*) & extremamente oscilatorio ou exponencialmente concen-
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trado em torno dos pontos onde Re[f(z)] é méaximo. Assim, apenas uma vizinhanga muito

pequena desses pontos contribui significativamente para o valor da integral.

Condicao do Ponto de Sela

Um ponto de sela z; é definido como o ponto onde a derivada primeira de f(z) se anula:
f'(z0) = 0. (1.25)

Em termos geométricos, zy ¢ um ponto estacionario do campo escalar Re[f(z)] no plano

complexo.

Nos problemas tipicos da Mecanica Estatistica, a integral é sobre o eixo real, e f(z) é real.

Nessa situagao, o ponto de sela coincide com o ponto de méaximo de f(z):

f(xo) =0, f"(x) <O.

Expansao em Torno do Ponto de Sela

Expande-se f(z) em série de Taylor em torno de zy:

f(2) = [(=) + %f”(?«“o)(z — 20)" + O((z — 20)*). (1.26)

Desprezando os termos de ordem superior (valido porque a contribui¢ao principal vem de uma

vizinhanga pequena de zp), a integral se aproxima de

I(N) ~ eNV/(=0) /00 g2 ()20 g (1.27)

— 00

Se f"(z9) < 0, entdao 2y ¢ um ponto de maximo e a integral é convergente. Definindo

A = —f"(2) > 0 e introduzindo a variavel adimensional u = (z — zp)/NA/2, obtém-se

2 oo
I(N) ~ eNf<ZO>,/m/ e du. (1.28)

A integral acima ¢é a integral Gaussiana fundamental,

/ e~ du = VT,

[e.9]

de modo que o resultado assintético final é

~ 2 (20)
TN) ~ A\ | N7 NI, (1.29)
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Corregoes de Ordem Superior

O termo acima constitui a aproximagao de primeira ordem (gaussiana) do método do ponto
de sela. Se for necessério incluir corre¢oes de ordem superior em 1/N, basta expandir f(z)
até termos cubicos ou quérticos e avaliar as integrais correspondentes. Essas corregoes sao
importantes em contextos onde as flutuagoes tém papel relevante, como em transi¢coes de fase

continuas, onde o ponto de sela torna-se raso (f”(zo) — 0).

Aplicagoes Fundamentais na Mecanica Estatistica

O método do ponto de sela permeia praticamente toda a estrutura da Mecanica Estatistica

moderna:
e Aproximacao de Stirling: A conhecida aproximacao
InN'~NInN - N

decorre diretamente da aplicacao do ponto de sela a representacao integral da Funcgao

Gama:

(N +1) = N! :/ tNe tdt.
0

Nesse caso, f(t) =Int —t/N, e o ponto de sela é tg = N.

e Equivaléncia de Ensembles: A Funcao de Particao Canonica é dada por

Z(B) = / Q(E)e PP dE.

No limite termodinamico, o integrando é extremamente concentrado em torno de Ejy, que

satisfaz
i[ln Q(E) — BE]

dE =0

E=Ey

Assim, o método do ponto de sela conecta diretamente as formulagoes microcanoénica
e canodnica, mostrando que a energia média no ensemble candnico coincide com o valor

mais provavel no microcandnico, Ey = (E).

1.4.18 Teorema Central do Limite (TCL)

O Teorema Central do Limite (TCL) é um dos resultados mais fundamentais da Probabili-
dade, e constitui a base estatistica da Termodinamica. Ele garante que a soma de um grande
nimero de variaveis aleatorias independentes e de mesma distribuicao tende, sob condigoes
amplas, a uma Distribuicio Normal (ou Gaussiana), independentemente da forma original
das distribuicoes individuais. Na Mecéanica Estatistica, isso explica por que as flutuagoes
de grandezas macroscopicas — como energia, volume ou magnetizacao — sao descritas por

distribuicoes gaussianas em torno de seus valores médios.
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Formulacao do Teorema

Sejam X1, Xo, ..., Xy variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.),
cada uma com média p = F[X;] e variancia finita 0 = Var[X;].
Definindo a soma

Sn=X1+Xo+---+ Xy,

temos

E[Sy] = Npu, Var[Sy]= No>.
A variavel aleatéria normalizada

N = SN—E[SN] _ SN—N,M
Var[Sy] oV N

(1.30)

converge em distribuigao para a Normal Padrao N(0, 1):
1 N 2
: < — _ —t /2 .
Jm P(Zy <2) = 0(2) = o= /_Oo 12 g, (1.31)
onde ®(z) é a fungao de distribui¢ao acumulada da Normal Padrao.

Esboco da Prova via Fungao Caracteristica

A prova mais elegante utiliza a funcao caracteristica
¢X(k) = E[eikXL

que é o analogo da transformada de Fourier da distribuicao de probabilidade de X.

1. Funcao caracteristica da variavel normalizada: Como Sy =), X;, tem-se

Oz, (k) = E[e*2) = ¢ ol (E [ekm])N (1.32)

2. Expansao em torno de k£ = 0: Expandindo a func¢ao caracteristica de X; em série de

Taylor:
2

ox, (k) =14 ikp — %(/ﬁ + %) + O(k%). (1.33)
Substituindo k/(ov/N):

kp KPP+ 0%
g\/N 202N

E [ek%] — 14 + O(N32), (1.34)

3. Limite N — oo: Substituindo no produto e tomando o limite:

kZ(UZ + 02) + O(N_3/2) N . (1.35)

. pVN . k,u
k) = e * % |1 _
¢ZN( ) € |: +ZO’\/N 202N
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Usando a variavel centrada X; = X; — i, de média zero e variancia o2, a expressao simplifica-se.

No limite N — oo, obtém-se:

lim ¢z, (k) = 7, (1.36)

que é exatamente a fungdo caracteristica da distribuicao N (0, 1).

Implicagoes Fisicas

O TCL fornece a base estatistica para a estabilidade das propriedades macroscopicas:

e Variaveis Extensivas: A energia total, o volume e a magnetizacao sao somas de
muitas variaveis microscopicas. O TCL garante que, para N > 1, suas distribui¢oes sao

essencialmente gaussianas em torno dos valores médios.

e Flutuacgoes no Ensemble Canénico: No ensemble canonico, a probabilidade de o
sistema ter energia E é proporcional a Q(E)e ?F. O método do ponto de sela mostra
que essa probabilidade é fortemente concentrada em torno da energia média U, e o TCL

assegura que as flutuagoes em torno de U seguem uma distribuicao aproximadamente

R

2
204,

Gaussiana:

Assim, a Termodindmica emerge naturalmente como uma teoria dos valores médios, com

flutuagoes negligiveis para sistemas macroscopicos.

Neste capitulo, introduzimos os conceitos fundamentais da mecéanica estatistica, comecando
pelo espaco de fases e pela distincao entre estados micro e macroscopicos, até a formulacao dos
ensembles e o postulado fundamental da teoria. Revisamos brevemente a mecénica classica e
quantica, destacando as diferencas e como elas influenciam a estatistica de sistemas fisicos. Em
seguida, exploramos resultados matematicos essenciais, desde progressoes e séries de Taylor, até
integrais gaussianas, fungoes gama e volumes hiperesféricos, além de identidades combinatorias,
funcoes especiais e transformadas de Fourier. Esses instrumentos mateméticos sao ferramentas
indispensaveis para a contagem de microestados, a avaliacao de func¢oes de particao e a analise
de distribuicoes de energia e ocupacao. A compreensao dessas bases permite abordar com
seguranca problemas mais avangados de mecéanica estatistica, preparando o caminho para
o estudo de gases ideais, interagoes fracas e fendmenos de transicao de fase nos capitulos

seguintes.
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Capitulo 2

Principios da Estatistica

2.1 Espaco de fases

O conceito de espago de fases é central na descrigao estatistica de sistemas fisicos. Em
mecanica cléassica, um sistema com N particulas possui 3N coordenadas de posi¢do {¢;} e 3N
coordenadas de momento {p;}. O conjunto dessas 6N variaveis define um ponto no espago de
fases de dimensao 6/V.

Cada ponto no espago de fases representa um estado completamente determinado do
sistema. A trajetoria do sistema é entao uma curva nesse espaco, determinada pelas equagoes
de Hamilton:

dg; 0H dp; o0H
— = , =—— (2.1)

onde H(g;, p;) é a hamiltoniana do sistema.

O volume de uma regiao I' no espaco de fases é dado por:

3N
/dqdp:/qui dp;. (2.2)
r izt

Segundo o teorema de Liouville, esse volume é conservado sob a evolugao temporal
do sistema. Essa propriedade tem consequéncias profundas para a descrigao estatistica, pois
garante que a densidade de probabilidade de sistemas em um ensemble se conserva ao longo do

tempo.

2.2 Funcoes de distribuicao

Ao invés de descrever um tunico sistema evoluindo no tempo, a mecénica estatistica considera
um ensemble de copias do sistema, cada uma em um microestado possivel. A distribui¢ao de
probabilidade sobre o espago de fases é descrita por uma fungao de distribuicao p(q, p, t), tal
que:

p(q,p,t) dgdp (2.3)
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2. Principios da Estatistica

representa a fragao de sistemas com coordenadas no intervalo (¢, ¢+dq) e momentos no intervalo

(p, p + dp) no instante ¢.

A funcao de distribuicao é normalizada:
/p(q,p, t)dgdp =1. (2.4)

Sua evolucao temporal é regida pela equagao de Liouville:

dp

onde {-,-} denota o colchete de Poisson:
3N

B of dg  Of Jg
W.oh= Z <a%‘ opi Op; 3%‘) ' (2:6)

=1

Em equilibrio estatistico, p é estacionéria, i.e., dp/0dt = 0, e deve comutar com a hamiltoni-

ana sob o colchete de Poisson:
{p,H} = 0. (2.7)

As médias de observaveis A(q, p) sao dadas por:

(A) = / A(g,p) p(q,p) dg dp. (2.8)

2.3 Entropia e informacao

A entropia estatistica mede o grau de incerteza ou desordem associado a distribuicao de
probabilidade de microestados. Em termos da fungao de distribui¢do continua p(q,p), a

entropia de Gibbs ¢ definida por:
S = —kB/p(q,p) In p(q,p) dg dp. (2.9)

Essa definicao é analoga a entropia de Shannon na teoria da informagao, que mede a incerteza

associada a uma distribuigdo de probabilidade discreta {p; }:

S =—kp Zpi Inp;. (2.10)

No ensemble microcanonico, a distribuigao é constante sobre a superficie de energia H(q,p) = E:

plq,p) = ﬁ(S(H(q,p) - L), (2.11)
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onde Q(F) é o namero (ou densidade) de microestados compativeis com a energia F:

O(E) = [ 3(H(a.0) - E)da . 2.12)
A entropia é entao:
S(E) = kpIn Q(E), (2.13)

o que justifica o postulado fundamental da mecénica estatistica: todos os microestados
acessiveis sao igualmente provaveis.
Em ensembles onde p nao é uniforme, a entropia de Gibbs generalizada é mais adequada, e

fornece um elo com o conceito de informacao faltante sobre o estado real do sistema.

2.4 Conceito de ensemble

Um ensemble é uma cole¢ao hipotética de um grande ntimero de sistemas idénticos, preparados
sob as mesmas condigoes macroscopicas, mas com diferentes microestados. Os ensembles
permitem uma descrigao probabilistica coerente com os fundamentos da termodinamica. Os

principais ensembles sao:

2.4.1 Ensemble microcandnico

Corresponde a sistemas isolados, com energia total E, volume V' e nimero de particulas N

ﬁXOS. A dlStI‘lblllQéO é: 1
(5 H E . 2-14

Observaveis sao obtidos por médias sobre a superficie de energia constante.

2.4.2 Ensemble candénico

Corresponde a sistemas em contato térmico com um reservatorio a temperatura 7. A energia

pode flutuar, mas V' e N sao fixos. A distribuigdo de Boltzmann é:

1
pla,p) = e P, 7 = / e~ 1D dg dp, (2.15)

onde = 1/(kgT) e Z é a fungao de particdo canodnica, que codifica toda a informagao

termodindmica.

2.4.3 Ensemble grande canénico

Permite flutuacoes tanto de energia quanto do nimero de particulas. E adequado para sistemas

abertos, como atomos trocando particulas com um reservatorio. A distribuicao é:

1
pN(q’p) = EG_B(HN(‘LP)_MN)y (216)

—
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onde i é o potencial quimico, e a fungao de particao grande candnica é:

(1]

_ 1 / —B(Hn(g,p)—pN)
E e ’ dq dp. (2.17)
3N NI

— h3NN!

2.5 O Teorema Central do Limite

O Teorema Central do Limite (TCL) ¢ um resultado fundamental da teoria da proba-
bilidade, que explica por que muitas grandezas macroscopicas em sistemas fisicos tendem a
apresentar distribui¢goes gaussianas, independentemente da distribuicao individual das variaveis
microscopicas. Considere uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas (i.i.d.) {X;}Y,, cada uma com média finita u e variancia finita o2, definidas por:

p=E[X]= /xfx(x) dx, (2.18)

o? = E[(X, — p)?] = / (2 — ) fx(x) d, (2.19)

onde fx(z) é a fungao densidade de probabilidade de cada variavel Xj.

Definimos a soma dos N termos como

Sy=> X (2.20)

Para analisar o comportamento de Sy quando NN cresce, é conveniente normalizi-la para

que tenha média zero e variancia unitaria, definindo a variavel

_SN—N,u
oV/N

Note que essa normalizacao desloca a soma para ter média zero, pois

Zn (2.21)

E[SN] = N/L,

e escala a dispersao para ter variancia um, pois

Var(Sy) = No?.
O Teorema Central do Limite afirma que a distribuigao de Zy converge para a distri-
bui¢ao normal padrao A (0,1) & medida que N — oo:
lim P(Z o L [" 5
] < = = — T2 .
Aim (Zn < 2) (2) m/_ooe 7 dt, (2.22)

onde ®(z) é a fungao de distribui¢ao acumulada da normal padrao.
Em outras palavras, mesmo que a distribuigao original de cada X; seja arbitraria (desde

que com média e variancia finitas), a soma normalizada tende a uma distribuigao gaussiana,
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2.5. O Teorema Central do Limite

universalizando muitos fendomenos estatisticos.

A demonstracao do TCL se baseia no estudo da funcao caracteristica de Zy:

o7y (t) =E [e"V].

Como os X; sao independentes, a func¢ao caracteristica de Zy é o produto das funcgoes

caracteristicas dos termos normalizados individuais:

. N
ey (t) = [E () |7
Denotemos por

X; —
v, =28
g

que tem média zero e varidncia 1. Entao,

Py (t) = [E (‘BWY)}N - {W (x/LN)}N

Agora, usamos a expansao em série de Taylor da funcao caracteristica y (u) ao redor de

u=0:

oy(u) =1— — +o(u?), quando u — 0,

pois E[Y;] =0 e Var(Y;) = 1.
. . _ t .
Substituindo u = ik

Elevando a poténcia NV:

No limite N — oo, usando que (1 + x/N)Y — e*, obtemos:

]\}Enoo YPZy (t) =e 2,
que é a fungdo caracteristica da distribui¢ao normal padrao A (0,1).

Pelo Teorema da continuidade das fungoes caracteristicas, esta convergéncia implica que

Zn % N(0,1),

ou seja, Zy converge em distribuicao para a normal padrao quando N — oo.
No contexto da mecénica estatistica, muitas grandezas extensivas, como energia total, nimero

de particulas, magnetizacao, etc., podem ser interpretadas como somas de muitas contribuicoes
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independentes ou fracamente correlacionadas, provenientes de microestados do sistema. O
TCL justifica por que as distribui¢oes dessas grandezas tendem a ser gaussianas em sistemas
com grande ntimero de particulas, explicando o porqué da prevaléncia de distribui¢coes normais
para descrever flutuacoes termodinamicas em equilibrio. Essa propriedade é crucial para
fundamentar aproximacoes lineares e a analise de flutuagoes em ensembles candnicos e grande
canonicos. Embora o TCL classico exija independéncia e identicidade das variaveis, existem
extensoes que permitem dependéncias fracas, sendo assim aplicavel a muitos sistemas fisicos

reais.

Resumo do Capitulo

Ensembles Estatisticos

Cada ensemble esta associado a um conjunto diferente de variaveis termodinamicas naturais, e
cada um define uma distribuigao distinta no espago de fases. A tabela a seguir resume suas

principais caracteristicas:

Ensemble Variaveis Fixas | Distribuicao

Microcanénico E, VN pxo(H—FE)
Canonico T,V,N pox e PH

Grande Canonico TV, i p oc e PUH—1N)

Cada ensemble possui uma funcgao de particao distinta, a partir da qual é possivel derivar as

propriedades termodindmicas fundamentais, como energia média, entropia e pressao.

Teorema Central do Limite

e O Teorema Central do Limite (TCL) assegura que a soma de muitas variaveis aleatorias

tende a uma distribuicao normal, independentemente da forma original das variaveis.
e Justifica a descri¢ao estatistica macroscopica de sistemas fisicos por médias e varidncias.

e Fundamenta o uso de distribui¢oes gaussianas para flutuagoes em sistemas fisicos com

grande nimero de particulas.

Este capitulo estabeleceu as ferramentas estatisticas fundamentais necessarias para descrever
sistemas fisicos em equilibrio térmico. Nos capitulos seguintes, aplicaremos esses conceitos a

modelos concretos e situagoes praticas.

42



Capitulo 3

Fundamentos da Termodinamica

3.1 Postulados da termodinamica

A termodinamica é uma teoria macroscopica que descreve o comportamento de sistemas fisicos
em equilibrio. Sua estrutura é baseada em poucos postulados fundamentais, que derivam de

observagoes empiricas. A seguir, enunciamos os principais postulados da termodinédmica:

Postulado 1: Existéncia de estados de equilibrio

Para qualquer sistema macroscopico isolado, existe um conjunto de variaveis macroscopicas
que definem o estado de equilibrio do sistema. Essas variaveis sao chamadas de variaveis de

estado e incluem, por exemplo, a energia interna U, o volume V' e o nimero de particulas V.

Postulado 2: Existéncia da funcao entropia

Existe uma funcgao de estado S, chamada entropia, que satisfaz:

e S ¢ extensiva, continua e diferenciavel;
e Para sistemas isolados, o valor de S é méximo no equilibrio;

e A entropia é aditiva para sistemas compostos: Siora = S1 + Sa.

Postulado 3: A terceira lei da termodinamica

A entropia de um sistema tende a uma constante (que pode ser tomada como zero) quando a

temperatura absoluta tende a zero:
lim S = .5p. (3.1)

T—0

Isso implica que, a temperaturas muito baixas, a variacao de entropia também tende a zero.
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3. Fundamentos da Termodindmica

3.2 Variaveis termodinamicas

As varidveis termodinamicas se dividem em duas classes:

e Extensivas: escalam com o tamanho do sistema (ex: energia U, volume V', entropia S,

niumero de particulas N);

e Intensivas: independem do tamanho do sistema (ex: temperatura T', pressao P, potencial

quimico ).

A energia interna U é uma fun¢ao das variaveis de estado:
U=U(S,V,N). (3.2)

A partir dessa expressao, define-se a temperatura 7', a pressao P e o potencial quimico

4 como derivadas parciais:

oU oU oU
(aS)V,N’ (aV)S,N’ g (azv)s,v (3:3)

A primeira lei da termodinamica expressa a conservagao da energia:

dU = TdS — PdV + pdN. (3.4)

3.3 Potenciais termodinamicos

Diferentes processos termodinamicos ocorrem sob diferentes condi¢oes. Para cada condigao
natural de controle, define-se um potencial termodinamico, que é uma funcao da energia

interna U obtida por transformagoes de Legendre.

3.3.1 Energia de Helmholtz

Para processos a temperatura constante (7" fixo), define-se a energia livre de Helmholtz:
F=U-TS. (3.5)

Diferencial:
dF = —-SdT — PdV + pudN. (3.6)

O equilibrio a temperatura constante ocorre quando F' é minimizado.

3.3.2 Energia de Gibbs

Para processos a temperatura e pressao constantes (7', P fixos), define-se a energia livre de
Gibbs:
G=U-TS+ PV. (3.7)
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3.4. Conexdo com estatistica

Diferencial:
dG = —=SdT'+V dP + pdN. (3.8)

O equilibrio sob T', P fixos ocorre quando G é minimizado.

3.3.3 Potencial grande cano6nico

Em sistemas onde o ntimero de particulas pode variar (ex: troca com reservatorio), define-se o

potencial termodinamico associado ao ensemble grande candnico:
®=U-TS5— uN. (3.9)

Diferencial:
d® = —-SdT" — PdV — Ndpu. (3.10)

3.3.4 Resumo dos potenciais

Potencial Definicao Variaveis naturais
U (Energia interna) U S, V.N
F (Helmbholtz) U-TS T,V,N
G (Gibbs) U-TS+ PV T,P,N
¢ (Grande canonico) | U =TS — uN TV, u

3.4 Conexao com estatistica

A mecénica estatistica fornece a base microscopica para todos os conceitos da termodinamica.

Os potenciais termodinadmicos derivam das funcoes de particao dos ensembles estatisticos.

3.4.1 Ensemble canodnico

A funcao de particao canonica é:

1
Z(T,V,N) = SN / e PHAP) g dp. (3.11)

A energia livre de Helmholtz é dada por:
F=—kgTInZ. (3.12)
Derivadas de F' fornecem as quantidades termodinadmicas:

oF oF
5“(%%’ P—‘(W)T,N' (3.13)
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3. Fundamentos da Termodindmica

3.4.2 Ensemble grande canénico

A funcao de partigao grande canodnica é:

- | _ _
=E(T,V,p) = Z TN N /e BN @) =1N) g0 dp. (3.14)
N=0 ’
O potencial termodinamico correspondente é:
& =—kgTInz. (3.15)

A energia média, nimero médio de particulas e outras grandezas podem ser obtidas por

Oln= Ooln=
W= (8<ﬁu>>T,V’ V=" (3.16)

3.4.3 Ensemble microcandénico

derivadas de In=:

A fungao Q(F) representa o nimero de microestados com energia entre E ¢ E+JFE. A entropia
é:

S(E) = kpIn Q(E), (3.17)

e as relagoes termodinamicas sao recuperadas via derivadas:
1 aS P 08
— == e ) (3.18)
T OE )y T oV ) pn

Este capitulo unificou os fundamentos macroscopicos e microscopicos da termodinamica,
estabelecendo os vinculos formais com a teoria estatistica. Os potenciais termodinamicos sao

ferramentas essenciais para derivar propriedades fisicas de sistemas em equilibrio.
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Parte 11

Ensembles Estatisticos
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Capitulo 4

Ensemble Microcanénico

4.1 Definicao e hipoteses

O ensemble microcanénico é considerado o mais fundamental dos ensembles estatisticos,
pois descreve a situacao fisica mais simples: um sistema isolado. Nesse caso, as grandezas

macroscopicas sao fixadas e nao variam no tempo. Especificamente, temos:

e Energia total E fixa;
e Volume V' constante;

e Numero de particulas N constante.

O ensemble corresponde a uma cole¢cao imaginaria de muitas copias idénticas de um mesmo
sistema fisico, todas caracterizadas pelos mesmos valores macroscopicos (E,V, N), mas que

podem estar em diferentes configuragoes microscopicas (microestados).

Hipoéteses fundamentais

1. Isolamento: o sistema nao troca energia nem particulas com o ambiente externo. A

energia total £ ¢ uma constante de movimento.

2. Ergodicidade: ao longo de tempos suficientemente longos, o sistema percorre todos os
microestados acessiveis compativeis com (F,V, N). Ou seja, a média temporal de uma

observavel é igual & média de ensemble.

3. Postulado da equiprobabilidade: todos os microestados compativeis com a energia
E sao igualmente provaveis. Assim, a fungao densidade de probabilidade no espago de

fases (¢,p) &

p(q,p) = @ 6(H(q,p) — E), (4.1)
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4.2. Cdlculo da entropia

onde H(gq,p) ¢ o Hamiltoniano do sistema e Q(F) representa a densidade de estados,

definida como o ntimero de microestados com energia exatamente igual a E:

o(E) = [ 8(H(a.p) - B) dodp (42)

4.2 Calculo da entropia

A grandeza termodindmica fundamental no ensemble microcanénico é a entropia. Segundo o

postulado fundamental da mecénica estatistica, temos:
S(E,V,N)=kpInQ(E,V,N). (4.3)

Em muitos casos, é mais conveniente introduzir a funcao de volume de fase ou nimero

acumulado de estados, definida como
I'(E) = / dq dp, (4.4)
H(q,p)<E

isto é, o volume de fase total acessivel com energia menor ou igual a E.

A densidade de estados Q(F) é obtida como derivada desse volume acumulado:

dI'(E)
QF)= ——. 4.
(B) = == (1.5)
Dessa forma, a entropia pode ser expressa também como:
dr’

4.3 Temperatura e demais variaveis

A defini¢ao de temperatura no ensemble microcanénico surge da relacao fundamental da

termodinamica, via derivada da entropia:

1 08
— == . 4.
r=(58),., 0
Usando a expressao de S, temos:
11 dQ(E)
T QE) dE (48)

De maneira andloga, as demais variaveis termodinamicas conjugadas sao obtidas das

derivadas de S: P 95 95
1
= 27— == . 4.
T (8V>E,N’ T (aN)E,V (49)
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4. Ensemble Microcandnico

Essas expressoes mostram que, no ensemble microcandnico, todas as grandezas termodina-

micas derivam de uma tnica fun¢ao fundamental, a entropia S(E,V, N).

4.4 Exemplos:

4.4.1 Gas ideal classico

Considere um gés ideal de N particulas idénticas, nao interagentes, de massa m, em volume V

e energia total . A hamiltoniana é puramente cinética:

H:i i) (4.10)

O espago de fases total tem dimensao 6N (trés coordenadas e trés momentos para cada
particula). A fungao I'(E), que representa o volume do espago de fases com energia menor ou

wgual a E. é:
1
I'(E) = —/ dNpd*Nyg, 4.11
) NTRN H(p)<E ( )

onde: - o fator 1/N! corrige a contagem para particulas indistinguiveis; - o fator A3 normaliza

as unidades, tornando I'(E) adimensional.

Integracgao sobre as coordenadas

Como as particulas nao interagem e o potencial é nulo, a integral sobre todas as coordenadas é

fora- (o)

Integracao sobre os momentos

simplesmente:

A condigao H(p) < E implica:
N
Z P < 2mkE.
i=1
No espaco de momentos 3N-dimensional, esta desigualdade define uma hiperesfera de raio

R=+vV2mkE.

O volume Vp(R) de uma hiperesfera de raio R em dimensao D ¢ conhecido(Demonstrar

Vbo(R) = mpﬂ



4.4. Exemplos:

No nosso caso, D = 3N e R = v2mkFE, logo:
3N/2

/H(p)<E L (% +1)

Juntando os resultados

Substituindo as integrais de coordenadas e momentos na expressao de I'(E):

VN g3N/2 (2mE)3N/2
3

FE) = gan L (3N +1)

Muitas referéncias escrevem 73V/2 = (27)3N/2 /23N/2 " de forma que:

VY 2mmE)PN2
CONIRN T (1)

I'(E)

Entropia microcanoénica

No ensemble microcanoénico, a densidade de estados Q(F) é:

dar
QF)=—.
(B)=—%
Assim, a entropia é:
ar
E)=kpgnQ(FE)=kgln|— |.
S(FE)=kglnQ(FE) k:Bn(dE)

Para N > 1, aplicamos as aproximagoes de Stirling:
InN!'~NInN—-N, Inl'(z)~zlnz—=z.
Depois de alguma algebra, obtemos a férmula de Sackur—Tetrode:

(Y (4mmE 3/2 +§
N SYANETE 2|

S(E,V,N) ~ kN

valida para gases classicos diluidos.

Temperatura e pressao a partir da entropia

Partimos da expressao de Sackur-Tetrode:

S(E,V,N) ~ kN

W[V (AmmE 3/2 +5
"V 3z 2|
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4. Ensemble Microcandnico

No ensemble microcanoénico as relacoes termodinamicas sao:
1 [0S P [0S
T \OE),y’ T \OV)py

Temperatura. Primeiro calculemos 0S/0E. Escrevendo

temos

Portanto

1 3 Nkg 3
- E = °NkuT
T 385 SRR

que é o resultado da equiparticao para um gas ideal monoatoémico cléssico.

Pressao. Agora calculemos 0S/0V:

oS 0 V 1
— =kgN—1In— =kgN - —.
(av) =keNogyIng = kel 5
Assim P Nk NkgT
B B
_— = P —
T v T Vo
ou, rearranjando,
PV = NkgT,

a lei dos gases ideais. Portanto, a partir da expressdo microcanoénica de S(E,V, N) (Sac-
kur—Tetrode) obtemos, de forma direta e consistente, tanto a relagao de equipartigdo E =
(3/2)NkgT quanto a lei dos gases ideais PV = NkgT'. Essas relagoes valem no regime classico

diluido onde a derivacao de Sackur—Tetrode é valida.

4.4.2 Osciladores harmonicos classicos

Considere um sistema de N osciladores harmoénicos unidimensionais independentes e idénticos,
cada um com massa m e frequéncia angular w. A Hamiltoniana total do sistema é dada pela

soma das energias de todos os osciladores:

H({q:}. {p:}) Z( 2 -2>, (4.12)

onde ¢; e p; sao, respectivamente, a posicao e o momento do i-ésimo oscilador.
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4.4. Exemplos:

Volume de fase acessivel

O volume de fase acessivel, I'(E), representa o nimero de microestados com energia total

menor ou igual a E. Ele é calculado através da integral no espaco de fase:

1 N, N
['(E) = NN /H<Ed qd”p, (4.13)

onde o fator 1/hY garante que o volume de fase seja adimensional, e o fator 1/N! é introduzido
para corrigir a contagem de microestados quando tratamos os osciladores como indistinguiveis.
Neste tipo de problema, como os osciladores estao fixos este termo pode até ser retirado.

Entretanto, em muitos textos, € comum encontrar este termo presente.

Mudanca de variaveis adimensionais

Definimos as variaveis adimensionais x; e y;:

h
%% =\ — Ty, pi = Vmhw y;. (4.14)
mw

O jacobiano da transformacao é:
d¥qdVp = (h)NdNx dVy. (4.15)

Cada termo da Hamiltoniana se torna:

%—i—%muﬂqf = %( F+y7). (4.16)
Logo, a condicao H < E se traduz em:
al 2
> () < (4.17)

=1
Geometria da regiao acessivel

A desigualdade acima descreve uma hiperesfera em 2N dimensées. O raio ao quadrado é:

2F
R? ==, 4.18
O volume de uma hiperesfera D-dimensional é:
<D/2 5
= —— RP. 4.1
Vo(R) T(D/2 + 1)R (4.19)
Para D = 2N, resulta:
™ 2B\~
=—|— . 4.2
vx(i) = 7 (52 (4.20
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4. Ensemble Microcandnico

Calculo final de I'(E)

Combinando os fatores:

D(E) = 2 - (1) - Vax(R)

0 5 (i)

EN
— (N ()N
Densidade de estados
A densidade de estados ¢ a derivada:
r NEN-1
Q(E) = d— =

dE ~ (N ()N

Entropia

A entropia microcanonica é:

S(E) = kplnQ(E).

Portanto:
S(E)=kg[InN+ (N —1)InE — In(N!) — N In(fw)] .

Limite termodinamico

Para N > 1, usamos Stirling:
InN!'~ NInN — N.

Substituindo:

S(E)~kg[InN + (N —1)InE — (NInN — N) — N In(/w)]

=kg[InN+NInE—-NInN+ N — N In(hw)].

O termo In N é subdominante em N. Assim:

E
N hw

S(E) ~ kgN {ln( > + Constantes} :

Mostrando que a entropia é extensiva.

o4

(4.21)
(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.30)



4.4. Exemplos:

Temperatura e energia média

A temperatura microcanonica, para N > 1, é:

1 oS kp(N)
—=(ZX=) = ) 4.31
T (8E)N E (431)
ou seja:
1 Nkp
T~ g E ~ NEkgT. (4.32)

Logo, a energia média por oscilador é:

(E) _
) ko, (4.33)

em acordo com o teorema da equipartigao (dois graus de liberdade por oscilador, cada um

contribuindo com $kgT).

Pressao

A pressao no ensemble microcandnico é:

por (%) (4.34)
V) ng
Como S(F) nao depende de V', segue:
P=o. (4.35)

Isso reflete o fato de que os osciladores estao localizados e nao exercem pressao como em um

gas ideal.

4.4.3 Sistema de spins paramagnéticos

O paramagnetismo é um tipo de comportamento magnético observado em certos materiais cujos
atomos ou fons possuem momentos magnéticos permanentes, geralmente originados do spin dos
elétrons. Diferente de materiais ferromagnéticos, os paramagnéticos nao exibem magnetizacao
espontanea: seus momentos magnéticos tendem a se orientar aleatoriamente na auséncia de um
campo externo, devido a agitagao térmica. Quando aplicamos um campo magnético externo,
esses momentos magnéticos se alinham parcialmente com o campo, gerando uma magnetizacao
proporcional a intensidade do campo e inversamente proporcional & temperatura.

O modelo que sera estudado nesta se¢ao representa justamente essa situagao. Consideramos
um conjunto de spins independentes, cada um podendo assumir duas orientagoes possiveis
— paralela ou anti-paralela ao campo magnético externo. Embora simplificado, esse modelo
captura de maneira essencial o fenémeno do paramagnetismo: mostra como a competicao entre
o alinhamento induzido pelo campo e a desordem térmica determina a magnetizacao do sistema.

Além disso, ele permite calcular de forma clara grandezas termodinamicas como entropia,
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4. Ensemble Microcandnico

temperatura e capacidade calorifica, oferecendo uma visao direta de como a microestrutura do

sistema se relaciona com suas propriedades macroscopicas.

Considere um sistema de N spins % independentes e idénticos, sujeitos a um campo magnético

uniforme B. Cada spin possui um momento magnético u e pode se alinhar (o; = +1) ou se

anti-alinhar (o; = —1) com o campo. A energia total do sistema é dada por
N
E=—-uB Z Oi,
i=1
onde B = |B|. O somatoério dos spins pode ser expresso em termos do nimero de spins

alinhados para cima, N, , e para baixo, N_, como:

N
> oi=N.-N_.
i=1

Como o ntimero total de spins é N = N, + N_, podemos escrever o somatorio como:
N
> oi=Ny—(N-N,)=2N, - N.
i=1

Substituindo esta expressao na formula da energia, obtemos uma relagao entre a energia do

sistema e o ntiimero de spins para cima:
E =—uB(2N, — N).

Isolando N, temos
N E

T2 ouB’

Para um dado valor da energia F (fixo), o numero N, fica determinado; a questao é contar
de quantas maneiras distintas podemos escolher quais /N, entre os /N spins estarao orientados
para cima. Escolher exatamente N, spins para cima entre N é um problema classico de
combinatoéria: estamos escolhendo um subconjunto de tamanho N, dentro de um conjunto de

N objetos. O ntimero de escolhas (microestados) é dado pelo coeficiente binomial

QE) = <]\]>:> = N+!(J\JIV!— N

Intuitivamente, €2 conta todas as permutacoes distintas dos spins que levam ao mesmo valor

macroscopico N, (e portanto & mesma energia E).

A entropia microcanonica é definida por
N
S(E,N)=kglnQ(E) =kgln ( )
N,
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4.4. Exemplos:

Substituindo a expressao combinatoria obtemos a expressao exata

N
N (N =N

S(E,N) = kgn

Para N > 1 é usual utilizar a aproximacao de Stirling
InN!'~ NInN — N (N >1).
Aplicando Stirling a cada fatorial:

N
In ( ) =InN!—InN,!—In(N — N,)!
N,

~(NInN—-N)—(N,InN, — N,) — [(N— N )In(N — N,)— (N — N+)].
Repare que os termos lineares —N, +N, e +(N — N, ) se cancelam:

Portanto resta

N
In (N ) ~NInN—-N,InN, — (N —N;)In(N — N,).
Jr

Multiplicando por kg obtemos a entropia aproximada:
S(E,N) ~ kB[NlnN —NyInNy — (N — N,)In(N — N+)].

Vamos organizar melhor esta equagao. Defina a fracao de spins para cima

N N-N
s l—-p=—1".

P="N N

Substituindo Ny = pN e N — N, = (1 — p)N na expressao anterior e abrindo os logaritmos:

S(E,N) ~ ks|NInN — pNIn(pN) — (1 — p)NIn ((1 — p)N)]

— kg :N InN — pN(lnp+InN) — (1 — p)N(In(1 — p) + In N)]

= kg NI N —pNInN —(1—p)NInN —pNlnp— (1 —p)NIn(1 —p)}.
Os trés primeiros termos somam zero:
NInN—-pNInN —(1—-p)NInN =0,

logo
S(E,N)~ —kgN[plnp+ (1 —p)In(1 —p)].
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4. Ensemble Microcandnico

A magnetizagao por spin ¢ definida por

N,—N_ 2N,—N
N N

m

da qual segue

N N

Assim a fragao p pode ser escrita como

N+ 1+m 1—m

P=N 2 2

Substituindo em S(E, N) obtemos a forma final e compacta:

1+m. 14+m 1-m. 1—m
~ — |
S(E,N) kg N 5 n 5 + 5 In 5

Esta expressdo mostra que a entropia é maxima para m = 0 (energia nula) e minima para

m = £1 (energia extrema), refletindo o grau de desordem do sistema.

Temperatura microcandnica

No ensemble microcanonico, a temperatura ¢ definida pela derivada da entropia em relagao a

energia. Utilizando a regra da cadeia, podemos relacionar a derivada de S(E) com a derivada

de S(m):
v~ (or), = (n), (58),, (430

A magnetizacdo m esta linearmente relacionada a energia E pela expressao m = —E/(NuB).

Portanto, a derivada de m em relacao a E é:

om 1
(a_E)N et (4.37)

A derivada da entropia em relacao a magnetizagao m é

oS 0 1+m. 1+m 1—-m. 1—m
(_8m)N = kBN_ﬁm [— 5 In 5~ 3 In 5 } (4.38)
1 1—m

Combinando os resultados, a expressao para a temperatura é:

l_ o N lln 1—m B 1 __kB n 1—mY\ kg n 14+m
T P2 \1+m NuB)  2uB \1+m/) 2uB \1-m)"

(4.40)
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4.4. Exemplos:

Isolando a temperatura, obtemos:

2uB

(4.41)

A magnetizacao m pode ser expressa em func¢ao da temperatura. Vamos resolver isso de forma

detalhada. Defina inicialmente que:

ubB
kT’

de modo que a Eq. (4.41) pode ser reescrita como

1
lnﬂ = 2x.
1—m
Exponenciando ambos os lados,
I+m 4,
1—m

Resolva para m:

L+m=(1—-m)e*

14+m=e* —me*®
m(l + eQz) — e2:E - 1
2 1
m = 62 = tanh z.
e 4+ 1
Substituindo x retorna a forma usual:
uB

T) = tanh| —— | . 4.42
() = tann (1) (1.42)

Interpretacao dos sinais de £/, me T

Da relacao £ = —NuBm segue imediatamente:

1 1
e Se ¥ < 0 entao m > 0. Para m > 0 temos +m>lelnl+m>O,entzioT>0pela

—m —m

Eq. (4.41).
1 1

e Se F > 0 entao m < 0. Para m < 0 temos 1+m<1eln1+m<0,logoT<O.
—m —m

Temperaturas negativas ocorrem porque o espaco de energia do sistema de spins é finito
e truncado superiormente: ao inverter a populagdo (mais spins em niveis de energia mais
altos) a entropia decresce com a energia, o que implica S/0F < 0 e, portanto, T < 0. Este
é um comportamento permitido termodinamicamente para sistemas com espectro limitado
superiormente, e nao corresponde a uma "temperatura mais fria"do que T'= 0 — em vez disso,

representa uma inversao de populacao.
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4. Ensemble Microcandnico

Capacidade calorifica microcanonica

A capacidade calorifica a volume (e nimero de particulas) constante ¢ definida como C' =

(OE/OT)y. Podemos calcular isso usando a regra da cadeia e a relagdo que acabamos de

oF oF om
O=(Z2Z) = (2= — . 4.43
(o).~ (), (7). )
Das relagoes anteriores, temos:
oF om 0 uB o [ 1uB uB
— | =—-NuB — = — h(-—= )| =sech — : 4.44
(am>N HZ% 9r T or {tan (kBT)] " (k;BT)( kpT? (444)
Substituindo na expressao para C, obtemos:
B uB
— (=NuB) - [sech? [ X2} (- 4.4
i et () ()]
2
pB 2 ( 1B
= Nk | — h* | — 4.4
B(kBT) sec (kBT) (4.46)

= Nkp (l{f;—]gj,)Q (1 — tanh? (k’;—i» : (4.47)

Este resultado mostra que a capacidade calorifica é zero no limite de alta e baixa tempera-

derivar:

tura, atingindo um pico em uma temperatura intermediaria. Isso reflete o fato de que, em
temperaturas muito baixas, os spins ja estao alinhados, e em temperaturas muito altas, eles
estao desordenados, entao em ambos os casos a energia do sistema nao muda muito com a

temperatura.

E interessante analisar com mais detalhes o comportamento da capacidade calorifica micro-
candnica obtida para o sistema de spins paramagnéticos nos limites de temperatura baixa e
alta, e comparar com os resultados classicos e quanticos conhecidos na literatura. No limite
de temperaturas muito baixas, todos os spins tendem a se alinhar com o campo magnético
externo, ou seja, m — 1 (para E' < 0). Nesse regime, a magnetizacao esta saturada e o sistema

atinge seu estado de menor energia possivel. A capacidade calorifica microcanonica é dada por:

2
_ pB 2 ( 1B
C(T) = Nkgp (_kBT) sech (_kBT> :

Como sech?(z) ~ 4e~%" para x > 1, temos

B\?2
C(T) ~ Nkg L2 ) ye2uB/haT para T — 0.
kgT
Portanto, como ja foi mencionado anteriormente, a capacidade calorifica tende rapidamente a
zero, refletindo que nao ha mais estados acessiveis energeticamente: todos os spins ja estao
alinhados. Esse comportamento é consistente com a fisica esperada para sistemas de spins 1/2

e reflete o congelamento dos graus de liberdade magnéticos.
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No limite de altas temperaturas, a energia térmica domina sobre a interacao magnética, de
modo que os spins estao quase aleatoriamente distribuidos e m — 0. Expandindo a func¢ao

hiperbdlica para argumentos pequenos:

uB uB 1 ([ uB 3
tanh| — | — — = | —
an (kBT> kT 3 (kBT *

A capacidade calorifica entao se comporta como

l

B\’ B B\’
C(T) = Nkgp i sech? il ~ Nkg il para T > uB/kp.
kBT kBT

Este resultado mostra que C(T) decai como 1/T? em altas temperaturas. Esse comporta-
mento é exatamente o previsto por Wolfgang Pauli no estudo do paramagnetismo de elétrons
livres (paramagnetismo de Pauli) e também estd em linha com a lei de Curie classica, segundo
a qual a susceptibilidade magnética x ~ 1/T e a contribuigdo magnética para a energia se

torna desprezivel para T' grande.

Breve revisao historica. A lei de Curie (1895) estabeleceu que a susceptibilidade magnética
de sistemas paramagnéticos classicos é inversamente proporcional a temperatura, x o 1/7.
Esse resultado foi obtido considerando dipolos magnéticos classicos interagindo com um campo
externo, e mostrou que, a medida que a agitacao térmica cresce, a orientacao dos momentos
magnéticos se torna cada vez mais aleatoria. Mais tarde, Pierre Weiss aperfeicoou a teoria,
introduzindo o campo molecular e explicando fenémenos de ferromagnetismo. No contexto
quantico, Wolfgang Pauli (1927) analisou o comportamento do géas de elétrons livres sujeito
a um campo magnético e derivou a chamada lei do paramagnetismo de Pauli. Nesse caso, o
magnetismo resulta do alinhamento dos spins eletronicos com o campo externo, e a teoria
previu corretamente o decaimento da capacidade calorifica e da susceptibilidade magnética em
altas temperaturas, como C(T) ~ 1/T? e x ~ 1/T. Assim, as contribui¢oes de Curie e Pauli
estabeleceram as bases classica e quantica, respectivamente, para a compreensao moderna do

paramagnetismo.

4.4.4 Sistema de particulas em uma caixa com niveis de energia

discretos no ensemble microcanonico

Considere um sistema isolado composto por N particulas idénticas e nao interagentes confinadas
em um recipiente de volume V fixo. Este sistema esta regido pelo ensemble microcanonico,
o que significa que, além de N e V| sua energia total (F) é estritamente fixa. Devido ao
confinamento quéantico, os niveis de energia acessiveis a uma tunica particula sao discretos,
representados pela sequéncia {¢;}, onde ¢ = 1,2,3,... indica o estado quantico. O objetivo
da anélise é conectar a descrigao microscopica (contagem de estados) com as propriedades

macroscopicas, determinando o nimero de microestados Q(E, N) que satisfazem exatamente a
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4. Ensemble Microcandnico

conservacao da energia total:
E n;e; = E,
i

sujeito a restricao de conservacao do ntumero de particulas:
E n; = N,
i

onde n; é o niimero de particulas que ocupam o nivel de energia ¢;. Este é o ponto de partida

para a mecanica estatistica do sistema.

Contagem de microestados : Para particulas classicas distinguiveis, o nimero de microes-
tados compativel com a distribui¢ao {n;} é dado pelo nimero de permutagdes das particulas

nos niveis de energia, que ¢é

N!
[1;na!

O numero total de microestados com energia total exatamente E é a soma sobre todas as

W({ni}) =

distribuigoes {n;} que satisfazem as duas restri¢oes:

0 (S )i (£ )

7

onde 0 representa a funcao delta de Dirac (no limite continuo) ou a fungao delta discreta,

garantindo as restri¢oes exatas.

Aproximacgao para grandes N e energia E Para sistemas grandes, a contagem direta do
nimero de microestados torna-se impraticavel. Utilizamos, portanto, o método da entropia
maxima (ou método dos multiplicadores de Lagrange) para determinar a distribuigao {n;} que
maximiza In W, sujeita as restri¢coes fixas de nimero de particulas e energia.

Comegamos com a expressao para o numero de microestados associada a distribui¢ao {n;}

(para particulas classicas distinguiveis):

N!

Aplicando a aproximacao de Stirling para grandes niimeros,

W({ni}) =

InN!'~ NInN — N,
temos

InW = lnN!—Zlnni! ~ (NlnN—N)—Z(nilnni —n;) = NlnN—N—Z(nilnni —n;).

i
Vamos explicar de forma detalhada o processo de maximizacao que seré utilizado. Nosso objetivo
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¢ encontrar a distribui¢ao de ocupagoes {n;} que maximiza o ntmero de microestados W ({n;}),
ou equivalentemente, a entropia S = kgInWW. Fisicamente, a distribuicao mais provavel é
aquela que corresponde ao méximo de entropia, pois é essa que domina o comportamento
macroscopico do sistema. Entretanto, a maximizagao nao é livre: devemos respeitar as duas

restricoes fundamentais do ensemble microcanoénico:

Z n; = N (ntmero fixo de particulas),

Z ne; = E  (energia total fixa).

Esse ¢ um problema tipico de otimizacao com restricoes. O método matemaético apropriado para
lidar com isso é o dos multiplicadores de Lagrange. A ideia central é transformar o problema de
maximizagao com restrigoes em um problema equivalente de maximizagao irrestrita. Para isso,
introduzimos variaveis auxiliares (os multiplicadores de Lagrange) que incorporam as restrigoes

na func¢ao a ser otimizada. No presente caso, definimos a func¢ao

L{n;},a,p) =InW({n;}) — « an —N| -7 Zniai - F

Nessa expressao:
e InWW é a quantidade que desejamos maximizar;
e o ¢é o multiplicador associado a restricao de conservacao do ntiimero de particulas;
e 3 ¢é o multiplicador associado a restricao de energia.

O raciocinio é o seguinte: qualquer variagao dn; que viole as restrigdes fard com que os termos
7
proporcionais a « ou 3 tornem a funcao £ menor, de forma que o méximo s6 pode ocorrer
quando ambas as restri¢oes forem respeitadas. Assim, encontrar o méximo de In W sujeito as
restri¢coes é equivalente a encontrar o ponto estacionario de £. Matematicamente, a condi¢ao
de maximo é
oL

— =0 para todo 7.

Essa condigao garante que estamos em um ponto estacionério da entropia, respeitando simul-
taneamente as restrigoes de particulas e energia. Do ponto de vista fisico, a solucao obtida
descreve o estado de equilibrio do sistema. Calculamos a variacao de £ em relacao a cada n;,

impondo 0L = 0:

oL
—=—Inn;—1—a—F¢ =0
(97%'
Dali, isolamos n;:
—nn;—1l—-a—-PFg=0 = hn=-1—-a—PFs = n=e  >F
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4. Ensemble Microcandnico

Definindo
A= e—l—oz7

podemos escrever
n; = Ae "%,

Os multiplicadores a e 3 sao entao determinados pelas condi¢oes impostas:

Zni = ZAei’BEi = N,
Zniai = ZA&'ieiﬁsi =F.

A entropia microcanonica é definida por
S(E,N)=kpInQ(E,N),

Na aproximagao de grandes N, utilizando a distribui¢ao de ocupagao que maximiza In W,

temos

S=kglnW = kg [NlnN - N - Z (n;lnn; — ni)] .
Substituindo a forma de n; = Ae™?%, obtemos |
S =kg [N InN—-N— Z (Ae P (—Be; +In A) — Ae‘ﬁai)] .
Simplificando,
S = kg [NlnN - N+Bzmei - lnAZni + Zn] .

Como ) ,n; =N e ), n,; = E, temos
S=kg[NInN—-N+BE—-InAN+ N|]=kg[NInN + SE —InAN].

Agora, para relacionar § a temperatura, usamos a defini¢ao termodinamica da temperatura no

1 (s
T \OE)yy
Calculando a derivada:

05 08 _OmA ON

ensemble microcandnico:

Como N é fixo (nao depende de F) e considerando que os multiplicadores « e § ajustam-se
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para satisfazer as restri¢oes, o termo dominante é

1
? - kBB?
Em linhas gerais, os termos g—g e ag]l;A sao pequenos porque, no limite termodinamico, a energia

E e o ntimero de particulas /N sao muito grandes e as variacoes relativas dessas grandezas sao
pequenas. Assim, as fungoes 5(F) e In A(F) mudam de forma suave e lenta com £, permitindo
desconsiderar essas derivadas em calculos de ordem principal. Portanto, podemos escrever a

temperatura da seguinte forma:

1

P T

Portanto, o multiplicador de Lagrange [ relacionado a restricao de energia no problema de
maximizacao da entropia corresponde a inversa da temperatura termodinamica multiplicada
pela constante de Boltzmann.

A distribui¢do que maximiza o nimero de microestados com energia fixa ¢ uma distribui¢ao do
tipo Boltzmann, mostrando a ligacao entre os ensembles microcanénico e canonico em grandes

sistemas. A temperatura do sistema pode ser identificada com

1, ([0S
nr =0 (58),.
Assim, o ensemble microcanénico permite derivar as distribuigoes termodinamicas tipicas
a partir da contagem de microestados com energia fixa, ilustrando um ponto fundamental
da mecéanica estatistica. Este exemplo demonstra como o ensemble microcanénico impoe
uma restricao exata a energia, e como a maximizagao da entropia com essa restricao leva as

distribuicoes de ocupacao tipicas da mecanica estatistica, conectando a descricao microcandnica

a canonica.

Pressao no ensemble microcanonico

No ensemble microcanénico podemos definir a pressao termodinamica por
oS
= 7=
g (aV)EN

__(9E
P \ov) gy

Para um sistema de N particulas nao interagentes confinadas numa caixa de aresta L (volume

ou, equivalentemente,

V = L?), os niveis de energia de uma particula livre escalam como &; oc L™2 = V~2/3, Esta,
relagdo entre a energia de uma particula em uma caixa e o tamanho da caixa (L) pode ser

deduzida de forma répida usando, por exemplo, o Principio da Incerteza de Heisenberg.
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4. Ensemble Microcandnico

1. Incerteza na posicao: Para uma particula confinada em uma caixa de comprimento L,

a incerteza em sua posi¢do (Az) é da ordem do tamanho da caixa. Ou seja, Ax =~ L.

2. Incerteza no momento: De acordo com o Principio da Incerteza de Heisenberg
(Az - Ap > h/2), se a posi¢ao é restrita, o momento da particula ndo pode ser zero. A

incerteza minima no momento (Ap) é inversamente proporcional & incerteza na posi¢ao:

. . , . L L. 2
3. Energia: A energia de uma particula livre ¢ puramente cinética, dada por £ = 2—. A
energia quantizada do estado fundamental corresponde ao momento minimo, que é da

ordem de Ap. Substituindo a expressao para Ap:

(Ap)* (WL

F =~ ~ —
2m 2m 2ml?

A dependéncia 1/L? surge naturalmente deste raciocinio: confinar uma particula em um
espago menor (diminuir L) aumenta a incerteza no momento (Ap), o que, por sua vez, eleva

sua energia cinética minima.

Assim temos que:

682‘ 2 E;

v 3V’
A energia total ¢ E' =), n;e;, portanto

861' 2 2
= — ity = orr i€ = oL,
b "oV :ﬂ/;”8 3V
ou seja
V—2E
PY =3

No limite termodinamico, para um gas classico monoatémico vale a relacao de equiparticao
FE= %NkBT, de modo que

2
pV = §E = N]{?BT,

recuperando a equacao de estado do gas ideal.

4.4.5 Gas ideal microcandénico com correcoes de campo médio: deri-

vacao da equacgao de van der Waals

Consideremos um gas de N particulas idénticas, com massa m, contido em um volume V' e

com energia total E fixa, ou seja, no ensemble microcandnico. No gas ideal nao ha interagoes
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entre particulas, e a energia é puramente cinética:

Correcoes de campo médio

Para aproximar efeitos de interacoes de forma simples:

1. Atragao entre particulas: cada par de particulas atrai-se com energia média ~ —a/V

no volume V. Somando sobre todos os pares, a energia de interagao média é

aN?
Uatr - _77

onde a > 0 é uma constante caracteristica da interagao. Esse é o termo de campo médio

que reduz a energia efetiva das particulas.

2. Volume excluido: cada particula ocupa um volume b, de modo que o volume disponivel

para o movimento das particulas é reduzido:
V:afetivo =V — Nb.

Esse termo simula o efeito repulsivo de curto alcance (ndo permite que particulas se

sobreponham).

Assim, a energia cinética efetiva do sistema é

alN?
Ekian—Uatr:E‘f'T-
Numero de microestados
O numero de microestados no microcandnico é
1 p?  aN?
QE,N, V)= — 43N /d3N 5(}3— i —>
(E,N,V) N!h3N/ r p om Vv

efetivo 7

e A integral sobre posi¢oes da (V — Nb)V.

e A integral sobre momentos é a mesma do gas ideal, mas com energia cinética efetiva
Fyn = E +aN?/V:
2

/dsz 5<Ekin - ZZ: 21)7:’],) ~ (Ekin)SN/2-
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Portanto, para grandes N, a entropia microcanonica é

3N aN?
S(E,N,V)=kglnQ(E,N,V) ~ kg Nln(V—Nb)jLTln E+T + constante | .

Temperatura e pressao no microcanénico com corregoes de campo médio

No ensemble microcanonico, a temperatura é definida a partir da derivada da entropia em

relacao a energia, mantendo volume e ntmero de particulas fixos:

1_ (o8
T \OE/),\

Considerando um gas com energia total

aN?
Etot = Ekin + Uint = Ekin — Tyr
V
onde Ey, ¢ a energia cinética e Uy, = —alN?/V representa a energia média atrativa (campo
médio), temos
aN?
Ekin = Etot + 7

Para particulas cléssicas, a entropia cinética do gas ideal fornece

S _ 3N kp
OF 2 B,

S~kgNIME +... =

Assim, a temperatura microcanoénica fica explicitamente:

2 Ekin_ 2 E+aN2/V

T = =
3kp N 3kp N

A pressao também pode ser obtida a partir da entropia, usando

oS
P=1(5),.0

Agora, a entropia depende implicitamente do volume de duas maneiras: pelo **volume
disponivel efetivo™* Vg = V — Nb (devido ao volume excluido) e pelo termo de energia de

interagao Uy = —aN?/V. Explicitamente:
3
S(E,V,N) ~ kgNIn(V — Nb) + §kBN1n (E 4+ aN?/V) + constante.
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Diferenciando em relacao a V' a energia E sendo fixa:

S 1 3.9 aN?

D kgN——— 4+ 2kpN- L [ B+ &

gy~ FeNyTg T oke avn( * v)

1 3 —aN?/V?
kN L7

v TN ey

N 3NaN?Y/(2V?)

V-Nb  E+aN/V |

— kp

Vamos trabalhar o ultimo termo que aparece na derivada acima ou seja, o termo :

3N aN?/V?
2 E+aN?/V

Vamos detalhar sua simplificagdo no limite termodindmico. No limite termodinamico e para

energias térmicas tipicas, temos:

E ~ NkgT.
Assumindo densidade nido muito alta, F > aN?/V | entdo podemos aproximar:

alN?
E+ —~ NkgT.
+ % B

Substituindo no denominador:

3NaN?/(2V?) _3NaN?/(2V?)
E+aN?/V ~  NkgT

Cancelando o fator N:

3aN?/(2V2)
kT

Em ordem de grandeza, este termo é proporcional a

alN?
V2kgT"

Multiplicando a derivada da entropia em relagao a V' pela temperatura 7' temos a equacao da

pressao P dada por:

NkgT  aN?

P= .
V-Nb V2

Reorganizando, podemos escrever de forma cléssica a equagao de van der Waals:

alN?
<P+W) (V — Nb) = NkgT |
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Esta derivagao mostra que, mesmo partindo do ensemble microcanénico, é possivel incorporar
de forma consistente corregoes de interacao média (campo médio) e exclusao de volume,
chegando exatamente a forma cléssica da equagao de van der Waals. No limite a - 0e b — 0
recuperamos o gas ideal classico, como esperado. A inclusao de corregoes de campo médio no
tratamento microcanénico do gas ideal permite compreender, de maneira simples e didatica,
os efeitos das interagoes entre particulas sobre as propriedades termodinamicas do sistema.
O termo aN?/V? surge naturalmente ao considerarmos que cada par de particulas interage
atrativamente com energia média proporcional a densidade do gas, representando, portanto,
a contribuicao de campo médio de longo alcance que reduz a energia efetiva disponivel para
movimento cinético. Por outro lado, o termo V' — Nb reflete a exclusao de volume causada
pelo tamanho finito das particulas, simulando uma repulsao de curto alcance que limita o
espaco disponivel para as particulas se moverem livremente. Dessa forma, a equacao de estado
derivada, P = NkgT/(V — Nb) —aN?/V? mostra que tanto as interagoes atrativas quanto
o volume excluido influenciam a pressao, e que tais efeitos podem ser tratados de forma
consistente no ensemble microcanénico sem recorrer diretamente ao formalismo canénico. Além
disso, essa abordagem evidencia que o formalismo de campo médio é capaz de reproduzir
a famosa equagao de van der Waals, fornecendo uma ponte entre a descrigao do gas ideal
e sistemas reais com interacoes simples. No limite em que a — 0 e b — 0, recupera-se
exatamente o comportamento do gas ideal classico, mostrando que o formalismo microcanénico
é suficientemente flexivel para incorporar tanto casos ideais quanto correcoes de interacao,
permitindo discutir propriedades como saturacao de pressao, efeitos de compressibilidade e até
limites de estabilidade termodindmica de forma clara e quantitativa. Assim, este tratamento
evidencia a poténcia do formalismo microcanonico com campo médio, fornecendo uma visao

unificada do comportamento de gases reais e ideais a partir de principios estatisticos basicos.

4.4.6 Sistema de Mistura Gasosa no Ensemble Microcanonico

Vamos considerar um sistema termodinamico isolado que consiste em uma mistura gasosa
classica ideal contida em um volume fixo, V. A energia total do sistema, E, é mantida
estritamente constante, caracterizando o ensemble microcanénico. O sistema é composto

por duas espécies distintas de particulas, sem interagao entre si (gas ideal):

e A Espécie 1 contribui com N; particulas, cada uma de massa m;.
e A Espécie 2 contribui com N, particulas, cada uma de massa ms.

O numero total de particulas é denotado por N = N; + N,. Nosso objetivo fundamental
na Mecéanica Estatistica é conectar o estado microscopico com a Termodinamica. Para isso,
devemos calcular o volume de fase acumulado, I'(E), que representa a regiao no espago de fase
cujas configuracoes de coordenadas (¢) e momentos (p) resultam em uma energia total H(q, p)

menor ou igual a E. Para garantir a coeréncia com a mecanica quantica e o Principio de
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Indistinguibilidade, a contagem de estados deve incorporar os fatores de correcao apropriados:
os fatores de indistinguibilidade (para Ni! e Ny!) e a unidade de volume elementar h no espago
de fase. Uma vez determinado I'(E), calculamos a densidade de estados §2(E), através da
sua derivada em relagao a energia. A partir de Q(FE), obteremos a Entropia Microcandnica
do sistema, S = kgIlnQ(FE), o que nos permitira analisar as propriedades termodinadmicas da

mistura, como a entropia de mistura.

Hamiltoniano e forma da integral

Como o gés ¢ ideal (sem intera¢ao), o Hamiltoniano ¢ puramente cinético:

Na

H({a}, {p}) = Z P Z P, (4.48)

2m2

A integral no espago de fase é (incluindo fatores de indistinguibilidade e normalizagao por h3Y):
1
[(E)= ———— d*N / d*Ng. 4.49
()= Srgio® fo, o7 [ 4 (4.49)

Integracao sobre as coordenadas

Como nao ha potencial, a integral sobre as coordenadas factoriza e vale simplesmente

/d3Nq:VN.

Substituindo em (4.49) obtemos

I'(E) = v d*N (4.50)
Nl'N2'h3N { }) P ’

Integracao sobre os momentos: mudanga de variaveis
A condigdo H({p}) < E ¢
2
P; b;
i <P,
1 2m1 + ]Zl 2m2 -

Para transformar essa regido em uma bola euclidiana, definimos variaveis escaladas (separadas

por espécie):

yW =P i1 N,
2m1
@ _ _Pj .
, =1,...,Ns.
Y, g J 2
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Com essas mudangas de variavel:

2 2
Py B @)y
2m1 ( (3 ) ? 2m2 (yj ) ‘
Portanto a desigualdade do hamiltoniano torna-se
N1 N2
1)(2 2)12
D+l < B
i=1 j=1

Isto é, uma bola em dimensdo D = 3N de raio R = v/E no espaco das variaveis {y}.

A jacobiana da transformacao para cada momento tridimensional é
d’p = (2m)*”* dy,
logo, agrupando todas as particulas:
AN p = (2my )PN2 (2, )3Ne/2 @3Ny,

Assim a integral sobre momentos em (4.50) é
[ = m e m [y, (451)
H({p})<E > y*<E

A integral final é o volume de uma bola D-dimensional (com D = 3N) de raio VE:

D/2
VD(R) - hRD
2

Substituindo D = 3N e R = VE:

3N w2 3N/2
ANy = 3_N—E )
S y?<E L% +1)

Substituindo em (4.51) obtemos a integral sobre momentos fechada:

3N/2
/ dNp = o [3N/2g3N/2 3N /2, 3Na2 (4.52)
H({p)<E L +1) o
Expressao final para I'(E)
Substituindo (4.52) em (4.50):
VN 7T3N/2 I
o /2 . 3N1/2__3N2/2 123N/2
L(E) = Ny FE T 93N/2 N2y 3212 N2 | (4.53)
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Observagdo: muitas referéncias combinam 73V/223V/2 = (27)3N/2 para escrever a expressao

numa forma anéloga ao caso monoespécie.

Densidade de estados e entropia

A densidade de estados é

_dI'  3NT(E)
WE =9~ 3 B
Logo a entropia microcandnica é
3N
S(E,V,N1,Ny) = kplnQ(E) = kg |InT'(F) + In - In E} . (4.54)

Substituindo (4.53) da uma expressao explicita, ainda exata (mas com fungoes fatoriais/gama):

N
S = kB{va ~In(N,!) — In(Na!) — 3N Inh + 37 In(27)

3N 3N 3N
+ S nmy+ = nmy + S E -l (% 4+ 1) + %~ B,

Limite termodinamico N > 1: aproximacao tipo Sackur—
Tetrode

Para obter uma forma simples aplicamos as aproximagoes de Stirling:

Usando estas aproximagoes e simplificando (ver os passos algébricos abaixo), podemos reescrever

a entropia na forma:

S~ kBN[ln<% <%>3/2> n g] — k;BNizi;xi Inz; |, (4.55)

onde z; = N;/N sao as fragdes molares e
_ xX X
Mgeom = M7 M3 (4.56)

¢ a média geométrica ponderada das massas (isto é, a média que surge naturalmente do produto

mjlvlméVQ).

Comentarios sobre (4.55):

e A dependéncia em energia continua sendo E*Y/2, como no caso monoespécie.
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4. Ensemble Microcandnico

e A massa que aparece na expressao ¢ a média geométrica ponderada Mgeom — portanto,

na pratica, pode-se "trocar"m por mgeom para estimativas de ordem de grandeza.

e O termo —kgN ). x;Inx; ¢ o termo de entropia de mistura (positivo quando as fragoes

sdo nao-triviais), que surge da presenga de Ni! Ny! em vez de N!.

Esbogo dos passos algébricos para chegar em (4.55)
Comecamos de
S = kB{Nln V—In N;!—In No!—=3N In h-+38 In(27) 4208 Inmy +252 Inmy+3Y In E—In T (3 4+1)+1In(3Y) —

Aplicando Stirling e reorganizando termos (agrupando termos proporcionais a N e usando

x; = N;/N) obtém-se, a ordem dominante em N,

2
|4 3 4T Mgeom B 5

Os detalhes algébricos sao diretos (substituir as aproximagoes de Stirling, cancelar termos

x NIn N, e recolher logaritmos semelhantes).

Em linhas gerais, o tratamento estatistico de um sistema composto por dois gases ideais
distintos, mas com massas moleculares proximas (m; &~ my), revela que a distingao entre usar
a média geométrica ou a média aritmética ponderada das massas no calculo do volume de
fase e da entropia é, para fins préaticos, insignificante. Contudo, o formalismo exige o uso da
média geométrica (Mgeom) para garantir que o volume de fase seja calculado corretamente,
especialmente quando as massas diferem por ordens de grandeza. O resultado obtido para a
entropia, que é uma extensao da formula de Sackur-Tetrode para o caso de mistura, é essencial
para analisar o fenémeno de mistura e a validade do Paradoxo de Gibbs. Esta abordagem
confirma que a entropia de mistura é nao-nula apenas para particulas distinguiveis , o que esta

em total acordo com a Termodinamica.

4.4.7 Modelo de Debye para uma rede cristalina

Considere uma rede cristalina composta por N atomos, cada um vibrando em trés dimensoes,
totalizando 3N modos normais de vibragao (fénons). No modelo de Debye, os modos vibra-
cionais possuem frequéncias w distribuidas continuamente até uma frequéncia de corte wp

(frequéncia de Debye), de modo que a densidade de estados vibracionais seja

%w27 0 <w < wp,
g(w) =
0, W > wp.
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A energia total do sistema é a soma das energias cinética e potencial dos modos harmonicos:

3N o2 1
k 2 2
E = —— 4+ —Mmypwiq
k=1
onde ¢y e pi sao as coordenadas generalizadas e momentos conjugados do modo k. Cada modo
se comporta como um oscilador harmonico cléssico, portanto a energia de cada modo é positiva

e continua.

No ensemble microcandnico, todos os microestados com energia total exatamente E sao
igualmente provaveis. O nimero de microestados Q(E, N) é proporcional ao volume do espago

de fases compativel com a energia total:

1 3N W 1
Q(EaN):W/Hkodpk(S(E_ —k—gmszqz>,
k=1 k=1

onde h é uma constante de normalizacao com dimensoes de acao, garantindo que () seja

adimensional, e o fator 1/N! leva em conta a indistinguibilidade dos modos (se necessério).

A integral acima corresponde ao volume de uma esfera em 6N dimensoes (considerando
coordenadas e momentos), com raio v/ 2E em unidades apropriadas. Para 3N > 1, podemos

usar o resultado conhecido para osciladores harmonicos cléssicos:

3N-1

Q(E,N) x BN

A entropia microcandnica é

S(E,N)=kgInQ(E,N)~ kg [(3N —1)In E — In(3N — 1)! + constante] .

Para grandes N, usando a aproximacgao de Stirling, In(3N — 1)! &~ 3N In3N — 3N, obtemos

E
S(E,N) ~ 3Nkg {ln 3N + 1] + constante.

No limite classico, cada modo harmonico contribui com energia média (Ey) = kgT', portanto a
energia total é
E =3NkgT,

recuperando a lei de Dulong-Petit para o calor especifico de sélidos.

Dessa forma, o modelo de Debye ilustra como, no ensemble microcanénico, a entropia é
diretamente relacionada a contagem de microestados de energia fixa, e como a termodinamica

classica de uma rede cristalina pode ser obtida a partir de principios estatisticos.
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4.4.8 Sistema de spins paramagnéticos de spin 1

Até agora consideramos o caso mais simples, no qual cada particula possui apenas dois estados
possiveis de spin (o0 = £1/2), levando a energias £uB. Uma variante natural, igualmente
tratavel no ensemble microcandnico, é o sistema de spins spin-1, no qual cada particula admite

trés orientagdes em relagdo ao campo magnético externo: o € {—1,0,+1}.

Neste modelo cada spin tem energia
e(o) = —uBo, oe{-1,0,+1}.

Portanto os niveis individuais sao: estado “para cima” (o0 = 41, energia —uB), estado “para

baixo” (o = —1, energia +uB) e estado “neutro” (o = 0, energia 0).

Para um sistema de N spins independentes, seja N, o ntimero de spins em ¢ = +1, N_ o

numero em 0 = —1 e Ny o namero em o = 0. Essas quantidades satisfazem

Ny +N_+ Ny = N.

A energia total do sistema é
E=—-uB(N,— N_).

Contagem de microestados e entropia

Dado um conjunto (N, Ny, N_), o ntimero de microestados compativeis é dado pelo coeficiente

multinomial
NI

QN No, No) = 3oy

e a entropia microcanonica é

S(E,N) = kglnQ(N,, No, N_)

Aproximacao de Stirling e fragoes
A entropia microcanonica é entao

S =kplnQ(Ny, No, N_) = kg [In(N!) — In(N,!) — In(Ny!) — In(N_1)].
Para N > 1 utilizamos a aproximacao de Stirling,

Inn!~nlnn —n, n> 1.
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Aplicando esta aproximagcao a cada termo, obtemos

In(N!) x NInN — N,
In(N )~ Ny In N, — N,
In(Np!) = Nyln Ny — Ny,
In(N_)~N_InN_ — N_.

Q

Q

Substituindo na expressao da entropia:

% ~ (NN — N) — (Ny In Ny — Ny) — (NoIn No — )

—(N_InN_ - N_).

Note que os termos lineares em N, N, Ny, N_ se cancelam, pois

N =N, + Ny+ N_.
Assim, obtemos

kﬁ ~NInN—N,InN, — NyInNy — N_In N_.
B

Agora introduzimos as fracoes

N, N, N
p+—N7 pO_N’ pf_Na

que satisfazem p, +pg+p_ = 1.

Escrevendo N, = p,.N, temos

N,.InN, = (p,N)In(p,N) = (p.N)(Inp, + In N).
Substituimos na expressao da entropia:

S
P NInN — [(p+N)(lnp+ +InN) + (poN)(Inpy + In N)
B

+ (p_N)(Inp_ +1In N)} .

Agrupando termos em In N:

S
— A NN = NIN(ps +po+p-) = N(py Inpy +polnpo +p-Inp.).
B
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4. Ensemble Microcandnico

Como py + po+p- =1, o termo com In N se cancela, restando

S
P —N (ps Inpy +polnpe +p-Inp_).
B

Portanto, a entropia por particula é

S
Nkg

~ —(pyInpy +polnpo +p_Inp_).

Maximizacao da entropia com restricoes

A energia por particula é

E
N = KB+ —p)=-pBm,  m=p.—p-.

No ensemble microcandnico, F é fixado. Isso impoe duas restri¢des para os p,:
p++potp-=1,  pr—p_=m.

A forma correta de encontrar a configura¢do mais provavel (isto é, a que maximiza a entropia)
é resolver o problema de otimizacao com restricoes. Para isso usamos multiplicadores de
Lagrange. Eles entram como variaveis auxiliares que impoem as restri¢coes de normalizacao e

energia. Em linhas gerais queremos maximizar a entropia (por particula, em unidades de kp)

S
s(p4,po,p-) = N —(p+Inpy + polnpy +p_Inp_),

sujeito as duas restricoes lineares
Ci:py+pot+p-=1, Co: py—p-=m.

Para aplicar Lagrange, introduzimos multiplicadores escalares A\; e Ay e formamos a Lagrangiana

(note que maximizar s é equivalente a minimizar —s):

L(p+,po, P—s A1, A2) = — Z prInp, +)\1<Zpr — 1) + Xo(py —p- —m).
re{+,0,—} r

Aqui A\; impo6e a normalizagdo e Ao impoe a magnetizagao (ou energia).

Condicgoes de estacionariedade. Derivamos £ em relagao a cada p, e igualamos a zero:

oL
opr

0 (r=+,0,-).
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Calculo explicito:

oL

—:—(lnp+—|—1)+)\1+)\2:0 — lnp+:)\1—|—)\2—1,
Ip+

oL

—:—(lnp0+1)+)\1:0 - 111])0:/\1—17

Ipo

oL

W:—(lnp_%—l)—k)\l—)\g:() — Inp_. =M\ -l —1

Exponentiando cada relagao obtemos as formas exponenciais:

— e>\1+)\2—1 A1—1

_ _  A1—Xo—1
) Po=¢€ ’ b-=¢€ .

b+

Definindo A = e*~! (fator comum), escrevemos de modo compacto

po = A, Py = Ae’\2, p_ = Ae™ |,

Determinagao de A (ou \;) pela normalizagao. Aplicando p, + pg + p_ = 1 obtemos

1

Al +1+4e™M)=1 —= A=—"
(e tite ) 1+ 2 cosh A\

Logo

A =1—1In(1+2cosh),).

Expressao da magnetizagao e equagao determinante para \;. A magnetizagao (restrigao)

é
Nr 6_/\2) B 2 sinh Ay

=p, —p_=A ="
m=p+—P <6 1 4+ 2 cosh A\g

Esta é uma relagao implicita m = m(\y) . Para inverter explicitamente, facamos a substituigao
y = e > 0. Usando sinh \y = (y — 1/y)/2 e cosh \y = (y + 1/y)/2 obtemos

_y—1/y
m=———--—.
1+y+1/y

Multiplicando numerador e denominador por y:

y -1
m=—"————.
v +y+1

Rearranjando:
my’+y+1) =y’ -1 = (m-1)y*+my+(m+1)=0.
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Isto é uma equacao quadratica em y. Aplicando a formula de Bhaskara:

_—mE/m?—4(m—1)(m+1)  —m+V4—3m?
v= 2(m — 1) T 2(m—1)

Escolhemos a raiz que da y > 0 (fisica). Uma forma algebraicamente mais conveniente é

_ m+ V4 — 3m?
— 2(1—-m)

Y

m+ 4 — 3m?
= M =lhy=1In .

2(1—m)

(Verifique os limites: para m — 0 temos y — 1 e Ay — 0; para m — 1~ o denominador tende a

zero e Ay — +00; para m — —1 obtém-se Ay — —00.)

Vamos debater em detalhes a dependéncia de Ay com a temperatura. Antes de fazer isso

vamos estudar uma forma de de obter a relacao:

dSmax

dm lotimo

= —Nkphs,

onde Syax(m) é a entropia maxima (avaliada no 6timo dos p,.) sujeita as restrigdes p, +po+p_ =
lepy—p_ =m,e Ay éomultiplicador de Lagrange associado a segunda restrigao (que desejamos
encontrar sua dependéncia com T). Existem na verdade duas maneiras de demonstrar esta
relagao acima, uma delas é o uso do "teorema do envelope". Definimos a entropia por particula

(em unidades de kp)

S

S<p+7p07p—) = N—k?B - - Z Pr 1np7‘7
re{+,0,—}

e a Lagrangiana (com dependéncia explicita em m)
L(p+,po, P, A1, Ad2;m) = s(py., po, p-) + Al(ZPT - 1) + )\2(p+ —P-— m).

Para cada valor fixo de m existe um ponto 6timo

(p*(m), A" (m)) = (p%(m), p5(m), p~(m), A (m), A3 (m))

que satisfaz as equagoes de estacionariedade 0L /dp, = 0 e as restrigoes IL/IN; = 0. A entropia

méxima pode ser escrita avaliando a Lagrangiana no 6timo (as restri¢oes anulam):

Smax(m) = Nkg s(p*(m)) = Nkg L(p*(m), \*(m); m).

]

Pelas equagoes de 6timo, os primeiros dois somatorios sao nulos: 9L/9p,|. =0 e L/ON;|. = 0.

Diferenciando em relagao a m e usando a regra de cadeia:

dp; oL
a2

i

dx:  oc

dSmax oL
dm Nks [Z op,
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Logo permanece apenas o termo parcial direto

dSmax oL
— Nkp 2=
dm kB 3m *

Como L depende de m somente através do termo —\, m, tem-se

oL
Rdadi |
am 2
avaliado no 6timo. Portanto
d max
5 = —Nkg )\
dm

o que provou a relacao pretendida. Esta é a aplicacao do teorema do envelope ao problema de

maximizagao com restrigoes.

Outra forma possivel consiste na solugao explicita partindo de S : Partimos da expressao por

particula

& = —(p+Inpy +polnpy+p_Inp_),
Nkpg

e usamos as solugoes

1
=A = Ae™ = Ae™ A= —— .
DPo ; b+ S p € ) 1+2COSh)\2

Substituindo e reunindo termos obtemos

S
Nkg

= —[pr(InA+X) +polnA+p_(InA— )]
= - |:(p+ +po+p-)InA+ (py —P—)Az}-

Como py +po+p-=1ep,. —p_ =m, isto reduz-se a

S
Nkg

=—InA—m,.

Finalmente, usando A = 1/(1 4 2cosh A2) (logo In A = —In(1 + 2 cosh Ay)),

Nin = ln(l + 2COSh)\2) —Aam |

onde Ay = A\y(m) é determinada implicitamente por

2 sinh )\2
Ay) = ——F—.
m(a) 14 2cosh Ay
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Diferenciando S em relagao a m (considerando Ay fungao de m):

1 dS d d

— = —1In (14 2cosh Ay) — —(Aam).
Ny dim i ™ (1 2000 A2) = 0 (Qam)
Aplicando a regra da cadeia,
d 2sinh )\2 d)\Q d)\Q
—In(l14+2cosh)y) = —"= "= —m—_—=
dm n( +ecos 2) 1+ 2cosh Ay dm am
e
d dAs

Substituindo essas expressdes obtemos o cancelamento dos termos com dAg/dm:

1 dS dXo dAs
— =m—-— — — 4+ X ==A
Nkgdm _“dm (s +22) ==
ou seja
a5 _ —NkpAs,
m

confirmando a mesma expressao por uma checagem direta.

3. Identificacao com a temperatura. Usando £ = —NpuBm e a definicao termodinamica
1 0S
T OF

obtemos, pela regra da cadeia,

S dS dm kAo
= " _(_N _ 1\ _ .
OE — dmdE (= Nkso)( - 7:5) 1B
Portanto
1 kg _ uB
T~ uB A= T

o que fornece a identificagao fisica do multiplicador Ay com o parametro canonico x = uB/(kgT).

Identificagao fisica de \,. A propriedade dos multiplicadores de Lagrange (teorema do
envelope / identidade de sensibilidade) diz que a derivada da entropia maxima em relagao ao

parametro de restri¢gao é (com sinal) o multiplicador correspondente; aqui, avaliando no 6timo:

o5
om

== —NkB)\Q.

6timo

Como E = —NpuBm temos

1 [(as\ _ [dS om\ 1\ ks
T (8_E)N_ (8_m)N<8_E)N_< NkBA?)( NMB> B ,uB)\Z'
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Assim

_HB _
)\Q—kBT_.Z’,

o que explica a ligacdo com o ensemble candnico (onde a mesma combinagao x = uB/(kgT)
aparece na distribuigdo de Boltzmann).

Se faz importante salientar que ao usar Lagrange estamos apenas impondo as restricoes do
maicrocandnico — o aparecimento da forma exponencial é uma consequéncia matematica geral
da méxima entropia sob restri¢oes lineares; a identificacao numérica Ay = x traz a ligacao fisica
com a temperatura canodnica, mas o ponto de partida e a légica continuam microcanonicas.
Se faz ainda importante salientar que este procedimento acima nao significa que mudamos de
ensemble: apenas mostra que, neste modelo nao-interagente, o microcandnico e o canénico sao
equivalentes no limite termodindmico. O método de Lagrange faz aparecer automaticamente a

forma de Boltzmann.

Entropia e capacidade calorifica

Com z = uB/(kgT), obtemos:

Probabilidades:
(@)= — (@) =
r)=——""— r)=-—"#9¥/———.
Po 1+2coshz’ b 1+ 2coshz
Magnetizagao:
(2) 2sinh x
m(x) = ——.
1+ 2coshzx
Entropia:
Ny In(1+ 2coshz) — zm(z).
Capacidade calorifica:
2(coshz + 2) uB
C(T) = Nkp 2 =_—.
(T) 5o (1 +2coshz)?’ T kT

Em altas temperaturas, isto é, no regime x = uB/(kgT) < 1, as trés orientagdes de spin
tornam-se quase equiprovaveis e a magnetizacao ¢ pequena. Neste limite recupera-se a lei de
Curie, com m =~ (2/3) (uB)/(kgT), e o calor especifico apresenta a dependéncia assintotica
C(T) ~ 1/T?. A medida que a temperatura diminui, o campo magnético tende a alinhar os spins
no estado de menor energia (o0 = +1), fazendo com que a magnetizagao cresca rapidamente.
No regime de baixas temperaturas (z > 1), o sistema aproxima-se de uma configuracao
totalmente ordenada, com saturacao m — 1 e desaparecimento das flutuacoes térmicas. Como
consequéncia, o calor especifico tende a zero de forma exponencial, refletindo a auséncia de
graus de liberdade excitaveis. Uma caracteristica notavel do modelo é a possibilidade de

temperaturas negativas: devido ao espectro de energia limitado superiormente, estados com
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magnetizacao invertida (m < 0) correspondem a z < 0, nos quais a definigdo microcandnica
de temperatura continua valida. Assim, o modelo de spins de spin-1 fornece um exemplo
pedagdgico onde aparecem, de forma simples, regimes de Curie, saturagao e até mesmo o

conceito de temperaturas negativas.

4.4.9 Gas de rede no ensemble microcandénico

Neste texto estudamos o gds de rede simples no ensemble microcanénico. O modelo mais
simples assume uma rede fixa de Ny sitios (ou células), cada sitio i pode ser ocupada por n;

particulas. A versao mais comum e didatica é
n; € {O, 1},

isto é, cada sitio estd vazio ou ocupado por uma particula. Denotamos por M = . n; o

nimero total de particulas no sistema.

Hamiltoniano simples (sem interagoes):
N
H=c¢ Z n; =M,
i=1

onde ¢ é a energia associada & ocupagao de um sitio (pode representar um termo local de
ligacdo/adsorgao). Observe que, neste modelo, a energia total E é proporcional ao nimero de
particulas M:

E=cM.

1. Contagem de microestados e entropia

No ensemble microcanénico fixamos E (logo fixamos M = E/e) e contamos quantos microesta-
dos (distribui¢oes de ocupagao) conduzem & mesma energia.

O ntmero de microestados com exatamente M ocupacoes em N sitios é o coeficiente binomial

0520 = () = 37 =

A entropia microcanonica é

N,
S(E,N,) = kglnQ(N,, M) = kgln (M)

com M = E/e.

Limite termodinamico e aproximagao de Stirling. Para N, > 1 é conveniente usar as

fracoes
M

— 0,1
NSG[’]’

P =
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e a aproximacao de Stirling Inn! ~ nlnn —n. Isso da, apos simplificagao,

S
Ngkp

~ —(plap+ (1= p)In(1 - p))

que é a entropia por sitio (a forma de Shannon para uma variavel binaria).

2. Temperatura microcandnica

A temperatura microcanonica é definida por

1_ (s
T \9E),~

Como E = Np, podemos usar a derivada em relagao a p:

oS _ 1.ds
OFE  eN,dp’

Calculando dS/dp a partir da expressao acima:

ds
& N2
dp —p
Logo
I kBl D
T = —p
ou, equivalentemente,
n-—L— =5

Dai obtemos a fracao de ocupagao como funcao da temperatura:

1

pUU=1+€M@ﬂ

(forma anéloga a distribuigao de ocupagdo de um nivel de energia ¢ quando o multiplicador

associado a energia ¢ identificado com 1/(kgT)).

3. Interpretagao fisica e temperaturas negativas

A expressao para 1/T mostra que:
e Se p < 1/2entao In(p/(1 —p)) <0e1/T >0 (temperatura positiva).
e Se p=1/2entao 1/T = 0 (temperatura infinita).
e Se p>1/2entdo In(p/(1—p)) >0e1/T <0 (temperatura negativa).
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Isto é, populagoes invertidas (mais sitios ocupados que vazios) correspondem a temperaturas
negativas — resultado tipico de sistemas com espectro de energia limitado (aqui Eyy, =0 e

Enax = Nse).

4. Energia média e capacidade calorifica

A energia total ¢ E = eNgp. A capacidade térmica a Ny fixo é

oF dp
C= (a_T)NS = €Nsﬁ.

Com x =¢/(kgT) temos p = (1 +¢%)7! e

dp (1 ) dv €
dz . PETPh g T T
Logo
dp €
— = ——n9p(1 —p).
i = T p(1—p)
Portanto
g2 er

C = Nsk}BIQP(l —p) = NskB

(kgT')? (14 e®)?

onde x = ¢/(kgT'). Essa é a andloga do calor especifico de um sistema de dois niveis por sitio.

5. Mapeamento para o modelo de spins (Ising)

Existe um mapeamento cléassico entre o gas de rede (ocupagao n; € {0,1}) e o modelo de spins
de Ising 0; € {—1,+1}. Uma escolha conveniente é
1+ g;

n; = .

2

Substituindo no Hamiltoniano local H =€), n; obtém-se (até uma constante)

€
H= 3 XZ: o; + constante,

mostrando que o problema do gés de rede sem interagoes é equivalente a um conjunto de
spins nao-interagentes em um campo longitudinal h = £/2. Quando adicionamos termos de
interacao entre vizinhos no gas de rede, como V') (i) MMy, O Mapeamento leva a um termo de
acoplamento tipo —J > (ijy 0i0j 1O modelo de Ising (com parametros relacionados), de modo

que formacao de fases e transigoes criticas podem ser estudadas nessa linguagem familiar.
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6. Campo médio: interagao entre sitios

Agora consideramos uma corre¢ao de campo médio simples que modela interagoes atrativas

H:gz;m—Qﬁxz;myi:m4—£&mﬂ

onde w > 0 quantifica a for¢a média de atragao (a forma M? /N, é a aproximagao de campo

entre particulas:

médio, equivalente a assumir que cada par contribui com energia média —w/Nj).

No limite termodinamico Ny — oo com densidade p = M/Nj fixa, a energia por sitio é

E w o,

Ezw—?p-

A entropia por sitio, na aproximagao de Stirling, permanece

S
Nikp

~ —(plnp+ (1 —p)In(1 - p)).

Derivacao passo a passo da relagcao temperatura — densidade

Queremos obter a relagao entre p e 7' no ensemble microcanénico. Comegamos da defini¢ao da

1_ (s
T \9E),~

Como tanto S quanto E podem ser vistos como fungoes da variavel p, podemos usar a regra

temperatura microcandnica:

da cadeia. Escrevemos explicitamente as dependéncias:
E:Ns(sp—%pz), S:Nss(p)7

onde
s(p) = kg —plnp— (1 —p)In(1 —p)].

Agora calculemos as derivadas necessérias.

Derivada de E em relacao a p.

dE

%*Ns(g_wp)

Derivada de S em relacao a p. Primeiro escrevemos

— —plnp — (1 —p)In(1 — p).
N plnp — (1 —p)In(l —p)

Derivando ambos os lados em relagao a p temos

p
1—p

L ds _
Nykg dp

—(Inp+1—(n(1-p)+1)(-1)) =—(Inp—In(1 —p)) = —1In
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4. Ensemble Microcandnico

Multiplicando por N kp:

dsS P
— = —N,kp1 .
dp BT P
Aplicando a regra da cadeia para 0S/0FE. Usando g—; = ;lg//il;; (pois ambas as

quantidades dependem apenas de p), obtemos

08\ _ ~Nkom(p/(1-p) _ ks
OE ) . N,(e — wp) e—wp 1—p
Portanto
1 kg D
—==— In

que é a relagao desejada.

Forma auto-consistente para p. Invertendo e exponenciando a relagao anterior obtemos a

equacao auto-consistente

p € —wp
In = —
1—]? kBT

ou, equivalentemente,

1
b= 1+ exp[(e — wp)/(kBT)]

Esta tltima expressao deve ser entendida como uma equagao de ponto fixo para p (dada T') —

¢é analoga a equacao de Bragg—Williams do modelo de Ising em aproximagao de campo médio.

Derivada implicita e capacidade calorifica com interacao

Para estudar a estabilidade das solugdes e calcular a capacidade térmica, é ttil obter dp/dT a

partir da equacgao auto-consistente. Comecamos diferenciando implicitamente
p €—wp

1 = —
nl—p k’BT

em relagdo a T' (assumindo &, w, kp constantes). A derivada do lado esquerdo é, via regra da

cadeia,

d ( P 1 dp
(L) = @
ar 1—p p(1 —p)dT
O lado direito é

i(_a—zup)_a—prr w  dp
dT kgT ) kgT? ' kgTdT’

onde usamos d(e —wp)/dT = —wdp/dT.

Igualando as expressoes e reorganizando os termos com dp/dT obtemos

(p(l w)dp_e—wp

1—p)_kBT ﬁ— ]{ZBT2 )
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Logo
g dp _ (e —wp)/(kpT?) _ (e —wp)p(l—p)
dT 1 w , wp(l —p)\
p(1—p)  kgT kT (1 - kB—T>

A energia total é E = N,(ep — %p?), portanto

OFE
C = ((‘TT)NS = Ny(e — wp)d—T.

Substituindo a expressao para dp/dT obtemos

c— ez wp)p(l —p)

wp(l—p)y\
kgT?(1 — ———=
B ( kgT )
Ou, de forma adimensional,
E —WpP\2
C _( k’BT ) p<1_p>
Nk L wpl—p)
kgT

Comparando com o caso nao interagente (onde w = 0 e C/(Nskg) = z*p(1 — p) com x =

e/(kgT)), vemos que a interagao aparece como um fator de corre¢do no denominador. Quando o

denominador tende a zero, a capacidade diverge — isto indica uma instabilidade termodinamica

(linha espinodal) onde o ensemble microcanénico prevé que pequenas flutua

separagao de fases.

Condigao para miltiplas solugées (bifurcagao / temperatura critica)

Para estudar quando a equagao auto-consistente

1
1+ exp[(e — wp)/(k:BT)]

p=f(p) =

pode ter multiplas solugoes, analisamos o mapa f(p) e seu declive f'(p). Defina

€ — wp 1
rT=——,
kgT

Calculando a derivada:

5o b5 Cared) () e
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4. Ensemble Microcandnico

Observando que f(p) = 1/(1 +¢) e 1 — f(p) = €*/(1 + €”), podemos escrever de forma

conveniente

w

1'0) = 5 F0) (1= f () = %p(l —p) |

Uma bifurcagao critica (ponto onde uma solugao simples se torna miltipla) ocorre quando a

curva y = f(p) tangencia a reta y = p, isto é, quando simultaneamente

f)=p, f)=1
A condigao f'(p) =1 da
w
kT

Como p(1 —p) < 1/4 (com maximo em p = 1/2), a condi¢do mais forte para que exista alguma

p(l—p) =1

solu¢do com f'(p) >1¢é
w 1

kgT 4

Portanto a temperatura critica (no sentido de que abaixo dela a equagao pode admitir multiplas

solugoes) ¢é

associada ao ponto critico aproximado p. = 1/2.

Para T' < T, costuma haver um intervalo de temperaturas em que a equacao auto-consistente
admite trés solugoes (duas estaveis e uma instavel), sinalizando coexisténcia e metastabilidade;

para T' > T, existe uma tnica solu¢gao monoétona.

O géas de rede ¢ um modelo pedagogico excelente para ilustrar conceitos do ensemble mi-
crocanonico: contagem de microestados, entropia de mistura, identificacao de temperatura
(incluindo temperaturas negativas) e a forma como corregoes de campo médio introduzem
efeitos cooperativos (auto-consisténcia, possibilidade de coexisténcia de fases e instabilidades).
O formalismo microcandnico, além de didatico, mostra de forma direta a equivaléncia de
ensembles no limite termodindmico e fornece intuicao fisica sobre as origens estatisticas de
comportamentos macroscopicos. Embora o modelo do gas de rede pareca discreto e rigido
— ja que cada sitio s6 pode estar vazio ou ocupado (n; = 0,1) — ele representa, de forma
simplificada, sistemas fisicos capazes de trocar energia ou particulas com o ambiente. A energia
total £ = eM aumenta quando mais sitios sao ocupados, como se novas particulas fossem
adsorvidas na rede. Em um experimento real, isso corresponderia a moléculas aderindo a uma
superficie, &tomos ocupando posi¢oes em um cristal ou spins alinhando-se a um campo externo.
Assim, cada mudanga de n; (de 0 para 1 ou vice-versa) implica absor¢ao ou liberagdo de uma
energia ¢, de modo que o sistema pode “armazenar” energia na forma de particulas presas.
No ensemble microcandnico o niimero total M (e portanto F) é fixo, mas em ensembles que
permitem trocas (candnico ou grand-canénico) M pode flutuar, descrevendo de forma mais

realista a adsorcao e a troca de energia com o meio.
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4.4.10 Entropia e a Segunda Lei da Termodinamica no Ensemble

Microcanonico

A segunda lei da termodindamica, formulada originalmente a partir do estudo das méquinas
térmicas, expressa a irreversibilidade dos processos naturais e a tendéncia espontanea dos
sistemas a atingirem estados de equilibrio. Sob a 6tica da mecénica estatistica, essa lei adquire
uma interpretacao profunda e quantitativa: o aumento de entropia esta diretamente associado

ao aumento do nimero de microestados acessiveis ao sistema.

Entropia como Medida de Multiplicidade

Considere um sistema isolado de energia total F, descrito pelo ensemble microcanénico. Todos
os microestados com energia entre E e E 4+ §F sao igualmente provaveis, e o namero total

desses microestados é dado por:
QE) = /5(E — H(p,q))dpdy,
onde H(p, q) é o Hamiltoniano do sistema. A entropia é entao definida por Boltzmann como:
S(E)=kglnQ(E).

Esta relagao estabelece a ponte entre a termodinamica e a mecéanica cléssica: quanto maior o

numero de microestados compativeis com uma macroconfiguracao, maior a entropia.

Um processo isolado que leva o sistema de um estado 1 a outro estado 2 implica uma

variagao:

Logo, a diregao espontanea da evolugao temporal é aquela em que ) aumenta, isto é, AS > 0.
A “seta do tempo” emerge, portanto, da assimetria estatistica entre o nimero de microestados

provaveis e improvaveis.

Equilibrio Térmico como Maxima Entropia

Considere dois sistemas isolados, A e B, que podem trocar energia entre si, mas nao com o
ambiente. As energias individuais satisfazem F4 + Ep = Er (constante), e o ntumero total de

microestados é:

Qiot (Ea) = Qa(Ea) Qp(Er — Ea).
A probabilidade de o subsistema A ter energia F4 é proporcional a Qi (E4):
P(EA) x O t(EA) _ eé[SA(EA)J"SB(ET—EA)].
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4. Ensemble Microcandnico

O valor mais provavel E’ maximiza Si,t = Sa + Sp, de modo que:

dSiot B N dSy B dSg
dE, dE, dEgp’
Como E = —. se :
BT gue que:
Ty =Tg.

O equilibrio térmico corresponde, portanto, a condi¢cao de maxima entropia total. Qualquer

desvio dessa condicao reduziria 2., sendo assim estatisticamente desfavorecido.

Exemplo: Expansao Livre de um Géas Ideal

Um exemplo cléssico é a expansao livre de um gas ideal. Considere N particulas inicialmente
confinadas em metade de um recipiente (V; = V). Ao remover a divisoria, o gas se expande

para ocupar todo o volume V; = 2V;, sem troca de energia com o exterior (£ = constante).

No ensemble microcanonico, o nimero de microestados depende de E e V:
QE, V)< V.

Logo,
S(E,V)=kplnQ(FE,V) = constante + NkgIn V.
Durante a expansao:

AS = S(E,V}) — S(E,V;) = NkgIn %

)

Como V; > V;, temos necessariamente AS > 0.

A razao entre os niameros de microestados é colossal:

& _ (V)"
o~ \v)

e, portanto, a probabilidade de o gas espontaneamente voltar ao estado inicial é praticamente

‘/; N
Pre orno ™~ | T 1.
' (Vf) <

A irreversibilidade, portanto, nao é dinAmica, mas estatistica: embora as equacgoes de movimento

nula:

sejam reversiveis no tempo, os estados de menor entropia sao extremamente improvaveis.

A Segunda Lei como Lei Estatistica

A segunda lei, na forma microcandnica, é simplesmente:

AS’tot 2 Oa
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ou, equivalentemente,
Qﬁnal Z Qinicial-

Ela nao é uma lei absoluta, mas uma consequéncia probabilistica da predominancia dos estados
de maior multiplicidade. Os sistemas isolados evoluem naturalmente para o estado mais
provavel — aquele de maxima entropia — e o equilibrio corresponde ao méaximo de Q(E).

A partir do ponto de vista microcanonico, a segunda lei da termodinadmica deixa de ser um
postulado empirico e torna-se uma consequéncia do comportamento estatistico dos sistemas
compostos por muitas particulas. O aumento de entropia reflete a tendéncia inexoravel de o
sistema, explorar regioes cada vez maiores do espaco de fases, onde o nimero de microestados é

méaximo. Assim, a seta do tempo €, em esséncia, uma seta de probabilidade.
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Capitulo 5

Ensemble Canoénico

5.1 Breve resumo historico

O ensemble candnico foi introduzido por Josiah Willard Gibbs (1839-1903) em sua obra
seminal Elementary Principles in Statistical Mechanics, publicada em 1902, como parte de
uma formulacao sistematica e rigorosa da mecéanica estatistica. Diferentemente de Ludwig
Boltzmann e James Clerk Maxwell, cujas abordagens estavam fortemente ligadas & dinamica
molecular e a teoria cinética dos gases, Gibbs adotou uma perspectiva mais abstrata e geral,
baseada no conceito de ensemble — um conjunto hipotético de um grande ntmero de réplicas
imaginarias de um sistema fisico, idénticas em estrutura (nimero de particulas N, volume
V' e interagoes), mas diferindo em suas coordenadas generalizadas e momentos canonicos.
Cada réplica representa um microestado possivel do sistema, e a distribuigao estatistica desses

microestados ao longo do ensemble permite calcular médias termodinamicas de forma coerente.

O ensemble canoénico, em particular, descreve um sistema em equilibrio térmico com um
reservatorio de calor a temperatura absoluta 7', mantendo N e V fixos, mas permitindo flutua-
¢oes de energia. Essa construgao foi motivada pela necessidade de lidar com sistemas reais que
trocam calor com o ambiente, onde a energia total nao é rigorosamente constante, diferente-
mente do ensemble microcanonico, apropriado para sistemas isolados. Gibbs demonstrou que,
para um ensemble candnico, a probabilidade de ocorréncia de um microestado com energia E;

é proporcional a e % onde 8 = 1/(kpT), resultando na distribuicio de Boltzmann

P(E;) = L z= > et

com Z sendo a funcao de particao candnica. O parametro [ estd diretamente relacionado a
temperatura termodinamica, inversamente proporcional a T, e a constante de proporcionalidade

é a constante universal kg, posteriormente identificada como a constante de Boltzmann.

A grande inovagao de Gibbs foi tratar a mecéanica estatistica como uma teoria auténoma,
independente de hipoteses especificas sobre a estrutura atomica da matéria, focando-se em

principios gerais de conservagao e simetria. Sua abordagem permitiu uma conexao direta e
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5.2. Hipdteses do ensemble candnico

elegante entre a mecéanica cléssica e a termodinamica fenomenologica, derivando de forma
natural as relagoes termodindmicas fundamentais, como a expressao para a energia livre de
Helmholtz

F=—kgTInZ,

a partir de consideracoes puramente estatisticas. Embora suas ideias tenham sido inicialmente
pouco reconhecidas devido & publicacao em uma revista de circulagao limitada, elas rapidamente
ganharam destaque na Europa, influenciando profundamente o desenvolvimento da fisica
estatistica no século XX. A formulacao de Gibbs consolidou a ideia de que as propriedades
macroscopicas de um sistema em equilibrio podem ser compreendidas como médias estatisticas
sobre um ensemble de microestados, estabelecendo as bases para o tratamento moderno de
sistemas térmicos e marcando um avango decisivo na compreensao do equilibrio térmico e das

transicoes de fase.

5.2 Hipobteses do ensemble candnico

e O sistema pode trocar energia com o reservatorio térmico, mas nao particulas.
e A temperatura T do reservatorio é constante e bem definida.

e O sistema e o reservatério atingem equilibrio térmico.

5.2.1 Dedugao da distribui¢cao de Boltzmann

Considere um sistema S acoplado a um reservatério R, formando um sistema isolado com
energia total constante:
Eiotal = ES + ER~

A probabilidade do sistema estar em um microestado ¢ com energia E; é proporcional ao

nimero de microestados do reservatorio com energia
ER = Etotal - Ez
Escrevendo este ntimero de microestados como Qg (Eg), temos:

P(-E'z) X QR(Etotal - Ez)

Passagem para a entropia do reservatério Sabemos que Qr(E) = exp[Sgr(E)/kg].
Assim: .
P(Ez) X exXp k_SR<Etotal - Ez)
B
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Expansao de Taylor Se E; < Fioa (0 reservatorio é muito maior que o sistema), podemos

expandir a entropia do reservatorio em torno de Fiyiar:

0SRr 1 /0%*Sk
SR(Etotal - Ez) ~ SR(Etotal) - (a_E'R)Emtal E’L + 5 (8E}2%> E12 +

O sinal “~” na frente do termo linear em F; surge porque ao escrevermos Sg(Eioal — Ei) €

expandirmos em torno de Eia1, a correcao linear é (g%:) (Er — Eiotal); como Er = Eyga — Ei,

temos Fr — Eiota = —F;, e assim o termo de primeira derivada fica — (%) FE;. O termo
quadratico e superiores sao desprezados porque E; é pequeno comparado a energia total do

reservatorio.

Identificacao da temperatura Da termodinamica, sabemos que:

0Sp 1

OFr T

Portanto: P
SR(Etotal - Ez) ~ SR(Etotal) - TZ

Forma exponencial Voltando a expressao de P(E;):

B
kgT |’

1
P(Ez) X €xp gSR(Etotal) -

O primeiro termo nao depende de E; e entra apenas como fator de normalizagao. Definindo:

1
B = T
kT
temos:
P(FE;) o e PF:,

Normalizacao e funcao de particao A normalizagao é imposta pela soma sobre todos os

Y P(E)=1

e_ﬁEi

e BE;’
;e

microestados do sistema:

Portanto:

Chamamos:
Z(T,V,N) = Z e PEi

J
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5.2. Hipdteses do ensemble candnico

de fungao de partigcao candnica, de forma que:

5.2.2 Funcao de particao classica

No caso classico, a soma sobre microestados é substituida por uma integral no espago de fases:

1

2= NTaw

/eﬁH(q,p) d3Nq dsz.

Energia média a partir de Z

A energia média é definida por:

<E>:ZE1-P(E¢) S5

Observando que:

g_g _ % Ze—ﬂEi _ _ZEie_BEi;

107 9z

R 2 T

Esta relacao é central no ensemble candnico: uma vez conhecido Z, todas as quantidades

obtemos:

termodinamicas podem ser obtidas por derivadas adequadas.

5.2.3 Entropia no ensemble candnico

A entropia estatistica é definida como:
S=—kp) PP,
i

onde P; ¢ a probabilidade do microestado i. Pela distribui¢ao de Boltzmann:

logo:
InP,=—-0FE,—InZ.

Substituindo na defini¢ao de S:
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5. Ensemble Canonico

Distribuindo o sinal:
—BE;

S=kpy ©

7

_kBBZ E—i—kBanZ

Separando as somas:
—BE;

O primeiro termo é:

ks ) P.Ei = kpB(E).
O segundo termo, usando ) |, P, = 1, é simplesmente:
k?B In Z.

Portanto:
S=kplnZ+ kgB(E).

5.2.4 Energia livre de Helmholtz

Definimos a energia livre:

Substituindo S:
F=(E)=T(kglnZ + kpB(E)).

Como = 1/(kgT), temos kgB(E) = (E)/T. Logo:
F=(E)—TkzlnZ — (E) = —kpTIn Z.

Da energia livre F(T,V, N) obtemos, por exemplo:

oF
P: — _—
<3V)T,N

5.2.5 Flutuacgoes no ensemble canénico
A funcao de partigao é definida como:
Z(B)=> e
A energia média é:

= % Z EZ‘G_’BEi.

Note que:
dlnzZ 10Z

o8 — Zop
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Mas

85 862 e PE = ZE@ B

aan ( ZEe i)z—(E).

OlnZ
op
Agora consideremos a energia quadréatica média:

1
<E2> = E Z E,L2€_ﬁEl

)

Portanto,

Assim obtemos:

(E) = -

A variancia da energia é:

op = (%) — (E)*.

Vamos calcular a segunda derivada de In Z:

821nZ_ 0 (OlnzZ\ 0 B O(F)
'@T‘%(%)___ 0B

Mas também podemos escrever:

Pz 9 (10Z
%2‘&(?%)

Desenvolvendo:
Pz 10°Z 1 (0Z\°
o2 Zop: 72 \9pB
Agora,
*Z —BE; 2 _—BE;
95 36 Z Eie = Z Ere "M
Portanto,
10°Z 1 o _8E, 9
Zo ~ 7 2B =B
© 2
1 [0Z . 2
ﬁ(%) Zz(ZEe >:E>.
Logo:
0*InZz
R (E?) = (E)? = o},
Em resumo mostramos explicitamente que:
olnZ ?InZ
E)y=—— 2 =—=
< > 85 ) Op 8ﬁ2
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Ou seja, as flutuacoes de energia no ensemble candnico sao dadas diretamente pelas deriva-

das da funcao de particao em relacao a .

Para reescrever em funcao de 7', usamos:

9 9o 1 9
03 0BT  kpP2oT’

Logo:

o(FE
O'% = I{JBT2 (—;T>)V .

Identificando o calor especifico a volume constante:
O(E)
Cy =
o= (%),

0% = kgT?Cy.

temos:

5.2.6 Escala das flutuagoes

Para um sistema macroscopico, a energia média cresce proporcionalmente ao nimero de
particulas,
() o« N,

e a capacidade calorifica também escala com o tamanho do sistema,

Cvo(N.

Como a variancia da energia no ensemble canonico esta relacionada a Cy/, temos que o

desvio padrao escala como

O'EN\/N.

Assim, a razao entre a flutuacao tipica e a energia média é

OR 1

(E) VN
Para sistemas reais, com ntimero de particulas da ordem de N ~ 10%, obtém-se

OE —11
— ~ 107",
(E)

Portanto, as flutuagoes relativas de energia sao extremamente pequenas em sistemas macrosco-

picos, o que justifica a equivaléncia pratica entre diferentes ensembles estatisticos.

100



5.3. Exemplos e aplicagdes diversas

5.3 Exemplos e aplicacoes diversas

5.3.1 Gas ideal classico

Consideremos um gas ideal classico, sem interagoes, cuja hamiltoniana é puramente cinética:

2
%

*p
H:Z;Qm.

A funcao de particdo canodnica é originalmente definida como uma soma sobre todos os

microestados acessiveis do sistema:
_ —BE;
Z = E e
i

onde cada termo representa a contribui¢ao de um microestado de energia F;. Entretanto, em
um sistema cléssico, as variaveis dinamicas — posi¢oes q; € momentos p; — podem assumir
valores continuos. Assim, o conjunto de microestados deixa de ser discreto e passa a constituir
um espacgo de fases continuo de dimensao 6/N. A soma sobre microestados é entao substituida

por uma integracdo sobre o espaco de fases, ponderada pelo fator de Boltzmann e~ ##(@p),

No entanto, como o espaco de fases é continuo, é necessario introduzir um fator de normali-

h3N | que define o volume elementar minimo compativel com o principio de quantizacao de

7acao
Planck. Além disso, o fator 1/N! corrige a contagem de microestados indistinguiveis, evitando
a supercontagem de permutacoes das particulas. Dessa forma, obtemos a forma classica da

fungao de particao:

Z(T,V,N) = N!23N /e—BH(q,p) d3Nq d3Np.

O fator k3N aparece como volume elementar minimo no espaco de fases e tem origem na
quantizagao dos graus de liberdade (cada grau tem volume de fase da ordem de h). Sem essa
normalizagao, a integral sobre o espago de fases seria dimensionalmente ambigua. O fator
1/N! corrige a contagem de microestados quando as particulas sdo indistinguiveis, evitando a
supercontagem de permutagoes e resolvendo o paradoxo de Gibbs. A derivagao mais rigorosa
desses fatores provém da passagem do formalismo quéantico para o limite classico. Separando

as integrais de posi¢ao e momento:

1 N fo%) 02 N
2= [ o] [ [ ]
. 14 —0o0

A integral no espaco real é simplesmente V. A integral no espaco dos momentos ¢ gaussiana

o p? o 3 5
/ e Pam Pp = {/ e Pam dpm} :
—00 —o0
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A integral gaussiana unidimensional é:

(o]
s
/ et dp, = \/i, a > 0.
o a

No nosso caso, a = [3/(2m), logo:

Assim, a integral tridimensional é:

o 2 21rm\
_BL 3
e Pam d°p = (—) )
/. 3

1 9 3N/2
7 VN (Lm) ]

Substituindo no Z:

~ N3N 3
Trocando § = 1/(kgT):

Z

VN (2mmkpT P
SN w2 '

Energia livre de Helmholtz

N ([ 2mmhkyT
F=—kpTnZ = —kpT [Nlnv+371n (%) —1an} .

Para N > 1 usamos a aproximagao de Stirling,
InN!'=NInN - N+ O(InN).

Substituindo em F' = —kgT In Z obtemos

%4 3N 2rmkgT

Energia média

0 ) 3N (2
O A {Nan—lnN! +71n<;h73ﬂ .

) _ 1 )
Como 35 ln< ) =—% obtemos:

1
B

3N1 3
E)= 21" — °NkgT.
(E) 23 278

Entropia

A entropia segue de:
S=kg[lnZ+ B(E)].
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Substituindo Z e (E):

S =kp

W (VY (2mmksT N/ L3N
R 2 |
que coincide com a férmula de Sackur—Tetrode para gés ideal cléssico.

Definindo o comprimento de onda térmico de de Broglie

h
vV 27kaBT’

podemos reescrever a fungao de particao como

A

VN

2= Nrun

Tomando o logaritmo:
InZ=NInV —InN!—3NInA\.

Para N > 1 usamos a aproximagao de Stirling
InN!'~NInN - N (termos O(In N) despreziveis).

Substituindo em In Z obtemos
InZ~NInhV — (NlnN—N) —3N1In A

= Nln(%) + N —3N1InA.

A entropia no ensemble canonico pode ser escrita como
S = kB(an+B<E>).

Como ja foi demonstrado, para o gas ideal classico (F) = %N kgT, portanto

1 /3 3N

Substituindo In Z (aproximado) e S(E) em S:

S =~ kp [Nln(%) +N—3Nln)\+%}

V )
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Reescrevendo —31In A = —In A3 e agrupando o logaritmo:

V 5

que é a forma usual da entropia de Sackur—Tetrode para um gés ideal classico.

Pressao

Da definicao:

P OF _ NkgT
N oV T,N_ vV o

recuperamos a equagao de estado do gas ideal.

Agora vamos fazer um pequeno resumo de tudo:

VN
4= Ny
V

3 NkgT
FE)=-NkgT, P=
< > 9 B4, % 3

V )
S:Nl{?B {IH(W) +§:| .

onde o comprimento de onda térmico de de Broglie ¢ definido por

h
vV 27kaBT .

O parametro A\ tem uma interpretacao fisica importante: ele representa o comprimento de onda

A

médio associado ao movimento térmico de uma particula cldssica de massa m a temperatura
T. Quanto maior a temperatura ou menor a massa, menor é o valor de )\, indicando que os
efeitos quanticos de indistinguibilidade se tornam menos relevantes — e, portanto, o tratamento
classico é mais adequado. A introducao de A simplifica a notagao da funcao de particao e torna
explicita a dependéncia termodinamica com a temperatura e a massa. As expressoes acima
resumem os principais resultados do gas ideal classico no ensemble canénico: a energia interna
e a pressao seguem diretamente da equiparti¢ao, enquanto a entropia, na forma de Sackur—
Tetrode, incorpora naturalmente o fator de indistinguibilidade (1/N!) e o limite quantico (h3V)

através de .
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5.3.2 Oscilador harménico quantico no Ensemble canénico

O oscilador harmonico é um dos sistemas mais fundamentais e onipresentes da fisica — tanto
classica quanto quantica. Ele aparece como uma excelente aproximagao para um grande niimero
de situagoes fisicas: desde as vibragoes de d&tomos em uma molécula ou em um cristal, até
pequenas oscilagoes em torno de posigoes de equilibrio em campos de potencial arbitréarios. De
fato, se expandirmos qualquer potencial V(z) em série de Taylor em torno de um ponto de

minimo xy, 0 primeiro termo nao trivial é precisamente quadratico:
~ 1y, 1 2
V(z) = V(xg) + 5V"(w0) (v — 20)",

o que mostra que, perto do equilibrio, quase todo sistema fisico se comporta como um oscilador
harmonico. Nesta secao, vou analisar com calma o caso do oscilador harmoénico quantico
no ensemble canénico. Nosso objetivo é construir e interpretar as principais quantidades
termodinamicas desse sistema: a fun¢ao de particao, a energia média, a varidncia da energia e
a capacidade térmica. Além do valor didatico, veremos que muitos sistemas mais complexos
— desde so6lidos até campos quanticos — podem ser entendidos como cole¢oes de osciladores

harmonicos independentes.

Antes de avancgarmos nos calculos, vale uma observagao conceitual importante. Ao aplicar o
ensemble candnico a um oscilador harmonico quantico, estamos descrevendo um sistema que, na
pratica, é bastante idealizado. O ensemble canonico pressupoe um sistema em equilibrio térmico
com um reservatorio de calor de temperatura T'. Isso significa que o sistema pode trocar
energia livremente com o ambiente, mas mantém seu ntimero de particulas fixo. Para muitos
sistemas macroscopicos — gases, solidos, spins — essa ¢ uma hipotese natural. Entretanto,
um unico oscilador harmoénico quantico é um sistema microscopico, de um grau de liberdade
apenas, e nao ha como ele manter um “equilibrio térmico” real com um banho de calor sem
ser profundamente perturbado por ele. Em outras palavras, o ensemble canénico é aqui uma
construcao teorica: nao descreve um experimento literal com um oscilador isolado, mas sim a

resposta estatistica média de um sistema que poderia estar em equilibrio com um reservatoério.

Apesar disso, o calculo é extremamente 1til por dois motivos principais:

1. Generalidade: muitos sistemas reais podem ser decompostos em modos normais de oscilagao,
cada um deles comportando-se como um oscilador harmoénico independente. Nesse contexto, a
aplicagao do ensemble canonico a um tnico oscilador representa o estudo de um modo tipico
do sistema completo.

2. Simplicidade conceitual: o oscilador harmonico quéntico tem um espectro de energia simples
e bem conhecido, o que permite estudar de forma controlada conceitos como quantizacao de
energia, funcao de partigao e capacidade térmica quantica. Assim, embora o uso do ensemble
candnico para um unico oscilador quantico seja uma idealizacao, ele constitui um laboratério
tedrico perfeito para compreender os fundamentos da estatistica quantica e para testar os

limites entre os regimes classico e quantico.
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Niveis de energia

Comecemos lembrando que o oscilador harménico quantico é um dos sistemas mais importantes
e elegantes da fisica. Ele descreve uma particula de massa m sujeita a uma forca restauradora

proporcional ao deslocamento, isto é, I' = —kx, ou, equivalentemente, a um potencial harmonico

V(z) = tka® = Imw?s?,

onde w = \/k/m é a frequéncia angular natural do sistema. Ao resolver a equacao de Schro-
dinger para esse potencial, obtemos uma sequéncia discreta e igualmente espacada de niveis de

energia:

E,=hw(n+3), n=01,2,...

Esses niveis tém algumas propriedades notaveis:

* Quantizacao uniforme: a diferenca entre dois niveis consecutivos é constante,
En+1 — En = hw.

Isso significa que o oscilador s6 pode absorver ou emitir energia em "pacotes"de tamanho Aw.
* Energia de ponto zero: mesmo no estado fundamental (n = 0), a energia nao é nula:

EO = %h(.d
Essa é uma consequéncia puramente quantica — a particula nunca pode estar totalmente em
repouso no minimo do potencial, devido ao principio da incerteza de Heisenberg. Em resumo,
o espectro do oscilador harménico quéantico é formado por uma escada de niveis igualmente
espacados, comegando em %hw e se estendendo indefinidamente. Essa estrutura simples torna o

sistema um ponto de partida ideal para explorarmos conceitos de estatistica quantica e fungoes

de partigao.

Funcao de particao canoénica

No ensemble canonico, a funcao de particao é definida como

o0

Z(8) = e,

n=0
onde 8 = 1/(kgT). Substituindo E,, = hw(n + %), obtemos:

o0

Z(ﬁ) _ Z e—ﬁfl/d(n-i-%).

n=0
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Podemos fatorar o termo que nao depende de n:

Z(B) = e P/ Z (e7Fm)™

Note que o fator dentro da soma é uma progressao geométrica com razao

z=e™  onde0<xz<1paraf>0.

A soma infinita de uma progressao geométrica é

oo . 1
;az 1

Logo,
1 e Phw/2

_ _—phw/2 _
Z(B) =e l—e Bl 1 —e B

Podemos escrever isso de forma mais simétrica usando o seno hiperbdlico:

ey — efy

sinhy = 5

Com um pouco de algebra:

g Bhw/2 1 1

1 — e Phw — ePhw/2 _ o=phw/2 — 2 ginh(fhw/2)’

Assim, a funcao de particao do oscilador harménico quéantico é

1
Z(p) = ———.

(8) 2sinh (%)
Energia média
Sabemos que, no ensemble canonico,

0
Ey=——InZ
(E) = —55n

Para derivar isso de forma transparente, defino x* = Shw. Assim,
*

InZ = —% — ln(l — e_z*).

Derivando em relacao a z*:

d 1 d 1 e
dz* InZ = 2 dxr
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Como z* = fhw, temos

i_dw* d d
dg dB dz* dz*’
Portanto,
aan:hw _1_ e " ).
op 2 l1l—e*
e entao Iz .
n 1 e’
By =— = —
=3 <2+1—e—r*>
e 1
Usand =
sando T o — o _ ]’
hw hw
EYy=—+4+——.
(E) 2 * efhw — 1

E comum definir o ntiimero médio de ocupacao

1
() = 1

de modo que

Flutuacoes de energia e capacidade térmica
A variancia da energia no ensemble canénico é dada por
0% = (E?) — (B)”.

Uma identidade ttil mostra que

Pz 10°Z [(102\°
- (755) = ®-@Er=ct

02— Zop
Portanto,
, 0*InZz d(E)
0p? dp
A partir de
hw hw
E)y=— * = fhw
< > 2 + ez* _ 17 'x /8 )
temos

dEY . df 1\ . d [ 1 \ds
ds m%(em* — 1) B hwdx* (ew* — 1> g’

Calculando as derivadas:

d 1 e dx*
_ — .
dr* (69”* — 1) (er" —1)% dp
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Logo,
d(E) _ 2 e’
R v
Assim,
2 2 e
Op = (h’w) <€ﬂfw . 1)2

A capacidade térmica é dada por

Usando a relagao entre S e T,

d dpd 1 d

dT ~ dTdB ~  kpT?dj’
temos
1 d(E) o}

Cv = — = .
VT T kgT? dB - kpT?

Substituindo ¢% e escrevendo em termos de z* = Shw:

Cy =kgz*? ——— = ——
1% BT (e —1)2| z

Limites assintoticos

Baixa temperatura (7' — 0, z — 00)

Para z* > 1, temos e* > 1 e

Logo,

(F) ~ % + hwe™ — %

A energia tende ao valor de ponto zero. A capacidade térmica decai exponencialmente:

CV ~ ]{ZBZ‘*26_$* — 0.

Alta temperatura (7" — oo, z* — 0)

Para z* < 1, expandimos e* — 1 em série de Taylor:
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entao

1 1 1 1 x* 1
= — N—|l—-—+4- )| =——=4+0("
e —1 1 ltz/2+ :c< 2 ) w3 o)
Substituindo: . - B
E)=— ——— )= = kgT
(E) 2 * (m* 2) x* o
Assim, recuperamos o limite cléssico:
T—00

Para o calor especifico:

Oy ~ kg, (x* < 1),

confirmando o resultado da equiparticao: cada oscilador contribui com kg ao calor especifico

(energia cinética + potencial).

Sistema de N osciladores independentes

Se tivermos NN osciladores independentes, a funcao de particao total é o produto:

Zn = (Z)N.

Tomando o logaritmo:

InZy =NlInZ.
Assim,

0ln ZN (31n Zl
E)y =— =—N = N(FE

e de modo analogo,

CV,N — NCVJ.

Em suma, vimos passo a passo como, a partir da soma sobre estados do oscilador quantico,
obtemos Z (), derivamos (F), calculamos as flutuagoes e o calor especifico, e verificamos os
limites classicos e quanticos. Este é um dos melhores exemplos de como o formalismo estatistico

conecta mecanica quantica e termodinamica.

1

5.3.3 Sistema de um spin ;

em um campo magnético

Hamiltoniana e espectro

1
2
magnético B ao longo do eixo z. O operador Hamiltoniano é

Considere um tnico spin ; com momento magnético u (constante), acoplado a um campo

H= —uB o,
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onde 7, é a matriz de Pauli com autovalores s = +1. Assim os autovalores de energia sao
Es = —uBs, s = =1,
ou explicitamente
E 1 =—pB (spin “para cima”), E_ 1 =+pB (spin “para baixo”).
O operador magnetizagao (componente z) é
M = pé.,

de modo que os autovalores de M sao M, = LS.

Funcao de particao

A fungao de parti¢do candnica (a temperatura 7" e o campo B sdo parametros) é a soma sobre

os estados:

Z(B,B)=> e

s=+1

Substituindo Fy; = —uBs obtemos

Z(8,B) = Z e~ B(=nBs) _ Z eBuBs

s=-+1 s==+1

Calculando a soma explicitamente:
7 = B  e7PrB — 9 cosh(BuB).

Portanto

Z(B,B) = 2cosh(puB) |

Magnetizacao média por spin

A magnetizagao térmica média por spin é

1 1
(M) = 7 Z M, e PPs = 7 Z s e1Bs.
s==+1 s==+1

Avaliamos o numerador:

Z s 1B = u(eﬁ“B — e’ﬁ“B) = 2usinh(BuB).
s==1
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Dividindo por Z = 2cosh(fuB) e usando tanh z = sinh 2/ cosh x, segue

(M) = p tanh(BuB) |

Magnetizagao via derivadas termodinadmicas

Mostramos agora o mesmo resultado usando relagoes termodinamicas. A energia livre por spin
é
F=—kgTnZ

A magnetizacao média pode ser obtida por

n=-(3),

Substituindo F': 5

_8_B<

Calculemos 01n Z /9B passo a passo. Temos

olnZz

(M) = 55

—]{?BT In Z) = k’BT

0z 0 _ _ :
35 = 8_B<€BMB +e ﬁ“B) = B,u(eﬁ“B —e 5“3) = 2fusinh(GuB).
Portanto 9n 7 1 907 inh(3u3)
n sinh(Bu
_ 19z _ WOpbB) h(BuB).
0B Z 0B 5Mcosh(ﬁuB) fu tanh(BuB)

Multiplicando por kgT e lembrando 5 = 1/(kgT) recuperamos
(M) = jutanh(BuB),

coerente com o calculo direto.

Susceptibilidade magnética

A susceptibilidade diferencial é definida por

Derivando (M) = ptanh(8uB) usando a regra da cadeia e a derivada - tanhz = sech’z,

obtemos o) 5
Tl — - sech®(BuB) - - (BuB) = - sech?(BuB) - By
Logo
_ a2 2 N HZﬁ
XT = Bp”sech”(BuB) = cosk2(GuD) |
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Relacao flutuagao—dissipagao

A relacao flutuagao—dissipagao é um resultado fundamental da mecénica estatistica. Ela
expressa o fato de que a resposta média de um sistema a uma perturbagao externa (dissipagao)
esta diretamente relacionada as flutuacoes espontdneas da grandeza conjugada no equilibrio
térmico. No caso de um sistema magnético, a grandeza conjugada ao campo externo B é a
magnetizacao M. Assim, a resposta do sistema a uma pequena variacao de B — medida pela
suscetibilidade magnética — esta intimamente ligada as flutuacoes térmicas de M na auséncia

de perturbacao. O que queremos demonstrar é que:

XT :B(<M2> - <M>2) )

ou seja, a suscetibilidade yr (resposta linear de (M) ao campo B) ¢é proporcional a variancia

da magnetizacao no equilibrio, com fator § = 1/(kgT).

Demonstragao:

Comecamos lembrando a definigao da funcao de particao:
2(5.B) = Y e 050
Tomando a derivada de Z em relacao ao campo magnético B:
A4 0 )
_ = - 76ES — _ _S *BES.
OB ;aBe g( YoB )¢

Mas sabemos que
OF,

0B

pois a energia do estado s depende do acoplamento —M B. Assim:

_Ms7

07

o5 = 52 M,e BB = BZ(M).

Derivando novamente:

2
% _ 5;@%(%6@5) _ 5;(_5%%%)6@5 _ 62§M565E5 = B2Z(M?).

Agora consideramos a derivada de segunda ordem de In Z:

Pz 10°Z 1 <8Z

o5 = zam -~ 7iap) =P — 0,

Sabemos que a magnetizacao média pode ser escrita como:

olnz B 10lnZz

W)=kl =55 = 5 o8
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Logo, derivando novamente em relacao a B:

Este resultado mostra que a suscetibilidade — a resposta linear do sistema a uma variagao
externa de campo — é proporcional as flutuagoes térmicas da magnetizacao em equilibrio.
Mesmo na auséncia de campo (B = 0), se a magnetizacao flutua bastante (grandes variagoes de
M), a resposta do sistema a um campo aplicado seré grande. Assim, o estudo das flutuagées no
equilibrio fornece informacoes diretas sobre a capacidade de resposta do sistema a perturbagoes
externas. Essa correspondéncia é uma manifestacao geral do principio de flutuagao—dissipagao,
valido também para outras grandezas termodinamicas além da magnetizacao (como energia,

polarizacao, corrente etc.).

Calculo explicito de (M?)

Para o nosso sistema:

M2 — M2 -BEs _ 2 BuBs _ 2 _ 2'
(M) Z Z a© Z Z e a 2 cosh(BuB) a

s=+1 s==+1

Portanto a variancia é
(M?) = (M)* = pi — p* tanh*(BuB) = pi* sech®(BuB),
e multiplicando por 8 obtemos exatamente yr calculada antes:

Xt = B’ sech?(BuB).

Limites e comentarios fisicos

e Limite de campo fraco / alta temperatura (GuB < 1). Expansoes para pequeno

argumento:
tanhw%:p—”%—g—i—..., sech’z ~1—22%+....
Assim
1 B 2 s
M) ~ B=— ~ = .
(M) ~ pbp Ll xR =

Para N spins independentes (ndo interagentes) temos Zy = ZV, My = N{(M) e
Xtot = Nx7. O comportamento x o< 1/T" é a lei de Curie; a constante de Curie total é
C = NIMZ/kB

e Limite de campo forte / baixa temperatura (SuB > 1): tanh(fuB) — 1 e
sech?(BuB) — 0, de modo que (M) — p (magnetizacio saturada por spin) e yr — 0 (o

sistema esté saturado e deixa de responder linearmente ao campo).
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e B = 0 exatamente: por simetria (M) =0 e x7(B =0) = fu® = p?/(kgT).

Energia livre e entropia

A energia livre por spin é
F=—kgTInZ = —kgTIn[2cosh(BuB)].

A entropia pode ser obtida por

oF
S“(a—T)B'

Calculamos essa derivada com cuidado. Escrevendo F' = —kgT'In Z,

olnZz
or

olnZz
oT

S:—(—kBIHZ—k'BT ):]th’lZ—l—kBT

Agora 0In Z /0T pode ser escrito em termos de d1ln Z/0f usando 8 = 1/(kgT), de modo que

8an_%81nZ__ 1 O0lnZ
or  dT 08  kgT? 08

Mas 0ln Z/0p8 = —(E) (identidade padrao), logo

kT2 <—ﬁ> (~(B) = L) p(Ephs.

Portanto obtemos a forma alternativa

S=kp(InZ + B(E)) |

Aplicando ao nosso caso especifico: In Z = In[2 cosh(BuB)] e

1

1
_ —BEs _ _ BuBs _ _
(E) = 7 ES Ee = E (—uBs)ePt?* = —pBtanh(BuB).

s==+1

Logo

S = kg (m [2cosh(BuB)] — AuB tanh(ﬂ,uB)) .

Verificacoes de limites:

e 5 — 0 (alta temperatura): In[2cosh(SuB)] — In2 e fuBtanh(SuB) — 0, entdo

S — kpIn2, que é a entropia de um spin % livre (duas microestados igualmente provaveis).

e SuB — oo (baixa temperatura e campo orientado): In[2 cosh(SuB)| ~ SuB e fuB tanh(BuB) ~
puB, logo S — 0 (estado fundamental ndo degenerado dominando).
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Resumo das expressoes principais

2(8, B) = 2cosh(8uB),
(M) = ptanh(BuB),
Xt = B’ sech?(BuB),

F = —kgTIn[2cosh(BuB)],

S=kg <ln [2cosh(BuB)| — BuB tanh(ﬁuB)).

Observacao sobre N spins independentes

Para um conjunto de NN spins % independentes (sem interagao entre eles), as quantidades por

spin acima se multiplicam por N. Em particular

Zy=2"=(2 cosh(ﬂ,uB))N, Mot = Nptanh(BuB), Xtot = N Bp? sech?(BuB).

5.3.4 Gas ideal classico em um campo gravitacional uniforme

Considere N particulas classicas de massa m confinadas a um volume V' e sujeitas a um campo

gravitacional uniforme g na direcdo z. A energia de cada particula é

_ P
2m

€ + mgz;,

onde p; é o momento da particula i e z; sua posicao vertical. A energia total do sistema é

N N

N
Engi:Z%—kngzi.
i=1

i=1 =1

No ensemble candnico, o sistema estd em contato com um reservatorio térmico a temperatura

T. A fungao de parti¢ao canoénica é definida como

2
%

N N
IN(T, V) = ﬁ/nd?’ridspi exp [— 62 <2pm —i—mgzz») },
) 1 i=1

1=

onde 8 = 1/(kgT) e o fator 1/N! leva em conta a indistinguibilidade das particulas.

Como as particulas sao independentes, a integral sobre o espaco de fases se separa em N fatores

1 [1 (2 4ma:) N
ZN<T7 V) = ﬁ [ﬁ/d?’rdgpe 2m Tg ] .

idénticos:

Integral sobre os momentos: a energia cinética é quadratica em p, portanto a integral é
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gaussiana:

/d3p e—ﬂp2/(2m) — /Oo dp, e—ﬂpfﬁl/(2m) /Oo dpy e—ﬁp;j'/(m) /Oo dp. 6—ﬂp§/(2m).

o0 [e.o]

Cada integral unidimensional é /2mmkgT', portanto

/d?’p e P/ Cm) — (2mmkpT)?2.

Integral sobre as posigoes: supondo que o recipiente tem area transversal A e altura L,
temos z € [0, L] e z,y € [0,V/A]. Assim,

VA VA L L
/dBI‘ e—b’mgz = / dx/ dy/ dz e—ﬁmgz _ A/ dz 6—,3mgz'
0 0 0 0

A integral sobre z é direta:

L —BmgL
l1—e g
/ dzePmoz = - —
0 pmyg

Particao canénica final: combinando os resultados, obtemos

N
1 [(2rmkpT)*2A1 — e=Bmak
IN(T,)V)=—
(V) N! [ h3 pmg
Energia média: no ensemble canonico, a energia média é
(E) 0 InZn(T,V)
=——1In .
86 N )
Primeiro, para uma tnica particula, definimos
2rmkgT)??A 1 — e-Pmal
Zl(T) = ( Bg ) :
h pmyg
Entao N
In Zy(T,V) = mﬁ =NInZ, —InN!
Derivando em relagao a :
0 0 3 mgL
——InZy=-N—nZ1=N|—+——7—1.
aﬁn N Qﬂn 1 l25+€’3m9L—1]

Portanto, a energia média total é

3 mglL

onde o primeiro termo corresponde a energia cinética média por particula e o segundo a energia

potencial média no campo gravitacional.
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Entropia: a entropia do sistema no ensemble canonico é definida como
S=kp(InZy+ B(E)).

Substituindo Zy e (E), temos

_ 1 [rmkpT)¥2A1 — e~Pmot ] 3 mgL

Usando a aproximacao de Stirling In N! &~ NIn N — N para grandes IV, obtemos

2 ePmgl _ 1

(2mrmkpT)3/2A 1 — e=Pmak 3 SmgL
~ Nkg|1 14+ = .
S B [ n < 73 6mgN + 14+ -+

Dessa forma, a entropia cresce com a temperatura T e depende do volume efetivo Vg =
A l=ePmak

Gmg acessivel as particulas no campo gravitacional. Algumas consideragoes importantes:
e Para L. — 0 (recipiente muito raso), a contribuigdo do campo gravitacional para a entropia

desaparece e recuperamos a entropia do gés ideal classico sem campo.

e Para kgT > mgL (alta temperatura ou campo fraco), podemos expandir 1 — e~ #m9L ~

BmgL e novamente obtemos a entropia do gés ideal em volume V = AL.

e Para kpT < mglL (baixa temperatura ou campo forte), o volume efetivo acessivel as

particulas é reduzido, diminuindo a entropia.

Assim, a entropia fornece uma medida do ntimero de microestados acessiveis as particulas
considerando tanto o espago de momentos quanto o espaco de posi¢oes modificado pelo potencial
gravitacional. Esse exemplo ilustra como o ensemble candnico conecta funcao de particao,
energia média e entropia , permitindo compreender os efeitos de potenciais externos sobre o

comportamento termodinamico.

5.3.5 Sistema de rotadores classicos

Considere N moléculas diatomicas classicas, cada uma livre para girar em trés dimensoes.
Cada molécula possui trés momentos de inércia principais, I, I, I, correspondentes aos eixos
principais da molécula. A energia rotacional de uma tnica molécula é dada por
L2 2 L2
o i iz

_ L Sy
% =31, Tar, Tarn

onde L;, sao os componentes do momento angular da molécula ¢ ao longo do eixo o = x,y, 2.

A energia total do sistema é
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No ensemble canénico, o sistema esta em contato com um reservatério térmico a temperatura

T, e a funcao de partigao rotacional do sistema é definida como

N

ZealT) = 55 / Hd3L exp| =B =),

=1

onde = 1/(kgT) e h é a constante de Planck (necessaria para tornar a fungao de parti¢ao

adimensional, mesmo no caso cléssico).

Separacao das integrais: como os rotadores sao independentes, a integral sobre o espago de

momentos angulares se separa em N fatores idénticos:

1 [eS) LQ L2 L2 N
Zrot(T) = |:ﬁ/ de dLy dLZ exXp <—ﬁ <ﬁ -+ g -+ 2[ ))‘| .

Integrais gaussianas unidimensionais: cada integral sobre L, é do tipo

o) 2
/ dLq exp ( — MQ) 2”[ — /27 L kyT.

o0 21&

Como os trés eixos sao independentes, a integral tridimensional para uma molécula é o produto:

/ BLe ™" = \/2n kT /271 kpT /2n LkpgT = (2rkpT)*?\/I1,1I..
Portanto, a fungao de particao total do sistema com N moléculas é

N
(2mkpT)3/2, /Lr[y[z]

Zrot (T) = 73

Energia média rotacional: no ensemble canonico, a energia média é obtida por

(E) = —% I Zuot (7).

Como In Z,,; = N 1n [(QWICBT)?’/Q, /Ix]ylz/hﬂ, derivando em relacao a f3:

3
(E) =N §kBT,
mostrando a equiparticao de energia classica, em que cada grau de liberdade rotacional
contribui com %/{;BT para a energia média.
Entropia rotacional: a entropia do sistema é calculada a partir da funcao de particao e da

energia média:

3 2rkpT)??\ /I, 1,1,
Srot = kB (hl Zrot + B<E>) = k?BN 5 —+ In ( ThB )h3 Y
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Passos detalhados e interpretagoes:

e A integral de cada grau de liberdade rotacional é gaussiana e converge para todas as

temperaturas classicas.

e A separagao da integral em N fatores reflete a independéncia das moléculas (ndao ha

interagao entre rotadores neste modelo cléssico).

e O resultado (E) = %N kgT confirma que a energia rotacional média depende apenas da

temperatura e do nimero de moléculas, nao dos momentos de inércia individual.

e A entropia rotacional aumenta com a temperatura, refletindo o aumento do niimero
de microestados acessiveis & medida que os momentos angulares podem variar mais

livremente.

Este exemplo ilustra de forma completa como o ensemble candnico classico permite derivar
propriedades termodinamicas de sistemas rotacionais, conectando funcao de particao, energia

média e entropia, de forma detalhada e rigorosa.

5.3.6 Gas ideal classico com fraca interacao

Considere N particulas classicas de massa m em um volume V', sujeitas a uma interacao

pairwise fraca U(r;,r;), de modo que a energia total do sistema seja

N

E(ri,...,tN,P1,---,PN) :Z Z (ri,r;).

i=1 1<i<j<N

No ensemble candnico, o sistema esta em contato com um reservatério térmico a temperatura

T. A funcao de particao canonica é
1 N p?
ZN(T’V):W/Hd?’ersz exp[ Z - —ﬂZU I'“I']
=1 1<j

onde 8 =1/(kgT) e o fator 1/N! leva em conta a indistinguibilidade das particulas.
Separacgao das integrais: como a energia cinética depende apenas dos momentos, podemos

separar a integral:

1 m r;,r;

/ \\ J/

TV
mtegral sobre os momentos  integral conﬁguracional Qn(T,\V)

Integral sobre os momentos: cada integral ¢ gaussiana:

/ P, e Em) _ / " dpy e/ 2m) / " dpyy 072 / " dpis e PRICM) _ (9nm o TV,

— 00
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5.3. Exemplos e aplicagdes diversas

Portanto,

N
/H d3pi e BiPi/(2m) _ (QkaBT)3N/2'

i=1

Integral configuracional: para interacoes fracas, U(r;,r;) < kgT', usamos a expansao de
Mayer. Vamos explicar mais detalhadamente isso:

Um dos pontos de partida é a definicao da chamada funcao de Mayer:
fi=1- e—BU(l‘zﬂf]’)7
Na integral configuracional temos o seguinte termo :
e P 2ici Ulrirj)
Usando que o exponencial de uma soma é o produto dos exponenciais,

e P2ic; Ulriry) — H e~ BU(rir;)
i<j
e a definicao da funcao de Mayer temos:
fii=1- e BUir;)  —  o=BU(rir;) — 1 _ fiss
Combinando estas equagoes obtemos finalmente:
i<j

Para interagoes fracas, fi; = SU(r;,r;), e o produto pode ser expandido como

H(l — fij) = 1— Zfzg

1<j 1<j

Assim, a integral configuracional torna-se

Gy ~ [dvi iy

1- E fz‘j] ;
i<j

. . .. 0 . . ~
onde o primeiro termo recupera o gas ideal (ng) = V) e 0 segundo fornece a primeira correcao
devida as interacoes, levando naturalmente a expansao em séries viriais. Como f;; depende

apenas da distancia r = |r; — rj|, a integral sobre todas as particulas exceto i e j da VN2

Definindo o primeiro coeficiente de Mayer:

B(T) = %/Vd?’rf(r) ~ g/Vd%U(r),
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obtemos
Qn(T, V)= VN (1 - TB(T)) :

Portanto, a fungao de particao candnica aproximada é

ZN (Tu V) ~

(2rmkgT)3N/? N (1 NV -1
h3N N

Energia média: no ensemble canonico,

(E) = —ailn Zn(T, V) = gNkBTJr NU\;_ D) 813;(T) .
E Chigl o
cletica potencial

Entropia: a entropia no ensemble canénico é definida como

Substituindo a funcao de particao aproximada

3N/21/N _
ZN(T,V)z(QﬁkaT) 1% (1_N(N 1)

h3N N
e a energia média

(E) ~ gNkBT + NU\‘[/_ D) ag(ﬂ:r),

obtemos

B (2rmkpT)3N/2y N N(N —1)
S~kg|ln NN +In(1- TB(T)
3 N(N —1)dB(T)
+ 85 NksT + B——; 55 |

Expansoes para grandes N e interagoes fracas:

e Usando a aproximacao de Stirling:
InN!'~ NInN — N,

temos

VN 1%
In N ~ Nln N + N.
e Para interacoes fracas, N(]‘\g_l)B (T") < 1, podemos expandir:
N(N -1 N(N -1
In (1 - %B(T)) ~ _¥B(T).
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Substituindo essas aproximacoes, a entropia fica

V (2rmkgT)3/?
h3N

N(N —1)
TB(T) +

N(N —1)dB(T)
% a3

S~kp|Nln +N+6;NkBT—

Analise da dependéncia com N:

e O termo NIn(V/N) e N correspondem & entropia translacional do gas ideal e crescem

linearmente com N, caracterizando a extensividade da entropia.

e O termo N(N — 1)B(T)/V representa a correcao devido & interacdo entre pares de
particulas. Para N > 1, podemos aproximar N(N — 1) ~ N2, entdo este termo cresce

como N?/V | tornando-se importante em densidades mais altas.

e A contribuicao de Bg—g também cresce aproximadamente como N2/V, mostrando que
as interagoes diminuem levemente a entropia em relagdo ao gas ideal (para interagoes

atrativas B(T') < 0 a entropia aumenta, e para repulsivas B(T') > 0 a entropia diminui).

e Eim resumo, a entropia é extensiva no limite de gas ideal e apresenta uma corregao

nao-extensiva (proporcional a N2/V') devido as interagoes pairwise fracas.

Essa analise mostra como a funcao de particao candnica permite conectar explicitamente
a dependéncia da entropia com N, V| T e a intensidade das interagoes entre particulas.
Em resumo, este exemplo mostra como o ensemble candnico nos permite tratar, de forma
sistematica, as interagoes fracas em sistemas classicos. No limite U — 0, recuperamos o
comportamento do gas ideal classico. Ja para interagoes atrativas suaves (U < 0), o segundo
coeficiente virial B(T') torna-se negativo, indicando uma leve diminuigdo da energia média
e uma reducgao correspondente da entropia. Essa formulacao representa o primeiro passo
da expansao virial e estabelece uma conexao direta entre a termodindmica macroscopica e
as interagoes microscopicas entre pares de particulas, com todas as passagens matematicas

claramente evidenciadas.

5.3.7 Sistema de dois spins % acoplados (dimero de Heisenberg)

Neste ponto, ja analisamos o comportamento de um tnico spin em campo magnético. Agora
quero mostrar um exemplo um pouco mais elaborado, mas ainda totalmente resolvivel: o
caso de dois spins interagentes. Este sistema é suficientemente simples para ser resolvido
analiticamente, e a0 mesmo tempo contém a esséncia do que ocorre em s6lidos magnéticos,

onde os spins interagem entre si.

Hamiltoniano e interpretacao fisica

Consideremos dois spins S e Ss, cada um com spin %, acoplados via uma interacao de troca do
tipo Heisenberg e submetidos a um campo magnético uniforme B ao longo de z. O Hamiltoniano

e
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I:., =—J Sl . SQ — [LB (312 + SQZ), (51)

onde J é a constante de acoplamento (positiva para interacao ferromagnética e negativa
para antiferromagnética), e ;1 é o0 momento magnético associado a cada spin.
O primeiro termo descreve a tendéncia dos spins a se alinharem (ou anti-alinharem) entre

si; o segundo termo representa a interagao com o campo externo.

Base de estados e espectro de energia

O produto tensorial dos dois espacos de spin % tem dimensao 4. Convenientemente, podemos
reescrever a base em termos dos estados de spin total S = S; + Ss, que podem assumir S =1

(tripletos) ou S = 0 (singleto). Recordo que:

U 1 . - - 1 3

Assim, os autovalores do operador S; - Sy sao:

+-, (S =1) tripletos,
1 (S = 0) singleto.

O campo B atua sobre a projecao Mg do spin total, com Mg = —1,0,+1 para o triplo, e

Mg = 0 para o singleto. Portanto, as energias dos quatro estados sao:

Estado Degenerescéncia Energia F
1S =1,Mg =+1) 1 E=—-2—uB
IS=1,Ms=0) 1 E=-7
S =1,Msg=—1) 1 E=—-24+uB
IS=0,Ms=0) 1 E=+%
(Observe que aqui usei a conven¢ao H = —J S; - Sy, de modo que J > 0 favorece alinhamento,

isto é, ferromagnetismo.)

Fungao de particao candnica

A funcao de particao do sistema é simplesmente a soma das contribuicoes de todos os estados

acessiveis:

= Z e PBi = ePI/A (PB4 ] 4 o= PuBY 4 =38/ (5.2)
Agrupando convenientemente:
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Z = P4 [1 4+ 2cosh(BuB)] + e 3P7/4, (5.3)

Essa expressao seré a base para calcularmos todas as propriedades termodinamicas.

Energia média e calor especifico

A energia média segue da relacao usual:

olnZ
(B)=-— 5 (5.4)
Derivando explicitamente, obtemos:
L s 3J 385/ BI/4
(E) = —7 | 1€ (1 4+ 2cosh(puB)) — Vi +2uB e”* sinh(BuB) | . (5.5)

Em B =0, o termo de campo desaparece e fica (corrigido o fator 3 no numerador):

3] eBI/4 _ o—387/4
4 3eBI/A 4 e—3BT/4

(E)p—o =

Note que:

- No limite de alta temperatura (5J < 1), (F) ~ 0, indicando equiprobabilidade. - No
limite de baixa temperatura (7" — 0): - Se J > 0 (ferromagnético), o estado fundamental
é triplo (E = —J/4); - Se J < 0 (antiferromagnético), o estado fundamental ¢ o singleto
(E=+3J/4).

O calor especifico segue de C' = UB) ¢ pode ser avaliado numericamente para mostrar o

oT
tipico pico de Schottky devido a excitacao entre os dois niveis principais.

Magnetizacao e suscetibilidade
A magnetizacao média é dada por:

_10lmZz 10Z 2 eB7/4 sinh(BuB)
T B3 0B  ZOB  €PTA[1+ 2cosh(BuB)| + e 3BT/

(M)

No regime de campo fraco (fuB < 1), a expansao de sinh e cosh leva a:

212 3B eBJ/4
(M) ~ 3eBJ/4 4 ¢—3BJ/4°

de onde podemos extrair a suscetibilidade:

(M) o 2uPpef
OB o  3eBJI/4 4 e—3BT/47

A forma da fungao x(7") revela um comportamento Curie-Weiss efetivo em baixas tempera-

turas, com saturacgao no regime ferromagnético. Gosto muito deste exemplo porque ele mostra,
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de maneira extremamente clara, como o ensemble canonico lida com niveis de energia discretos
e degenerados, e como a temperatura controla a ocupacao relativa entre eles. Em temperaturas
muito baixas, o sistema ocupa o estado de menor energia (singlete ou triplete, dependendo
do sinal de .J). A medida que a temperatura cresce, as excitacoes térmicas populam o outro
nivel, produzindo um pico no calor especifico — o chamado pico de Schottky, tipico de sistemas
de dois niveis. Além disso, este dimero de spins é o protdtipo de um modelo de Heisenberg e
estabelece uma ponte entre o problema de um tnico spin e os modelos de magnetismo coletivo
(como Ising ou Heisenberg em redes). E um excelente exemplo para discutir o papel da
interagao no ensemble candnico e como a correlagao entre dois graus de liberdade ja enriquece

a termodinamica.

5.3.8 O Ensemble Canonico e o Tamanho Finito do Termometro

Este problema fundamental na Mecanica Estatistica explora a dindmica de um sistema S em
contato térmico com um reservatoério R (o termometro), onde o conjunto total S + R é isolado
e descrito pelo ensemble microcanénico com energia total fixa Ep. O objetivo central é ir
além da idealizacao do reservatoério infinito e investigar as consequéncias de um reservatorio de
tamanho finito . Ao derivarmos a distribui¢ao de probabilidade P(E) para a energia do sistema
S, utilizamos a expansao da entropia Sg(Egr) em série de Taylor até a segunda ordem em
torno da energia total Ep. Essa expansao revela que P(E) é composta pelo termo exponencial

~E/k5T) ¢ um termo de corre¢ao quadratico (o e==*/(-Cr))

padrao do ensemble candnico (x e
que depende explicitamente do calor especifico Cr do reservatorio. A presenca deste termo
quadratico demonstra que o conceito de temperatura ¢ uma aproximacao estatistica, e que um
termometro finito nao é capaz de manter sua temperatura perfeitamente constante durante as
trocas de energia, atenuando as flutuagoes de energia do sistema S de forma mais acentuada

do que o previsto pelo modelo candnico ideal.

(a) Probabilidade de energia do sistema

Como o conjunto total S + R ¢é isolado, o niimero de microestados acessiveis é constante para
energia total Er. A probabilidade de o sistema ter energia E é proporcional ao niimero de

estados do reservatorio compativeis com essa energia:
P(F) x Qr(Er — E).
O fator de proporcionalidade sera determinado posteriormente pela normalizacao de P(F).
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(b) Expansao da entropia do reservatorio

Definindo a entropia do reservatorio como Sg(ERr) = kpIn Qr(ER), expandimos em série de

Taylor em torno de Er = Er:

- OSp E? (9Sk
Sr(Er — E) = Sg(Er) — E (_8ER)ET T (aEg )ET i

(c) Identificacao das derivadas termodinamicas

Usando as relacoes termodinamicas usuais:

0Sr 1 9’Sp 1
OEp T’ oF% — T20R’
onde Cr = (aa%)v é o calor especifico do reservatorio.

Substituindo na expansao:

E E?
SR(ET - E) - SR(ET) - T - m +

(d) Forma da distribuicao de probabilidade

A probabilidade P(E) é proporcional a Qr(Er — E), logo:

Er—F
P(E) x exp {M} .
kp
Substituindo a expansao anterior:
E E?
P(E _ —
(E) o eXp[ kpT  2kgT2CH T }

O termo linear em F ¢é exatamente o do ensemble canénico. O termo quadratico
representa a corregao devido ao tamanho finito do termoémetro.

(e) Interpretagao fisica

e Quando o reservatorio é grande, C'r — 00, 0 termo quadratico se torna desprezivel e

recuperamos a distribui¢ao canénica:

P(E) o e B/(ksT),
e Para um reservatoério finito, o termo adicional suprime as flutuagoes grandes de energia,
tornando a distribuigao ligeiramente mais estreita.
e A presenca desse termo indica que o sistema e o termoémetro influenciam-se mutuamente:
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o termdmetro tem sua propria flutuacao de temperatura, e o conceito de temperatura

bem definida se torna aproximado.

(f) Correlagao das flutuagoes

Do termo quadréatico podemos estimar a variancia da energia:
((AE)*) ~ kgT?C.

Logo, quanto menor o calor especifico do termoémetro, maiores as flutuagoes de temperatura
que o sistema “vé”.

Este resultado mostra que o ensemble can6énico é uma aproximacao valida apenas quando
o termdmetro é suficientemente grande para manter a temperatura praticamente constante.
Para sistemas pequenos ou banhos térmicos finitos, o termo de correcao de segunda ordem

deve ser incluido, e a temperatura se torna uma variavel estatistica com flutuacoes de ordem

1/v/Cr.

5.3.9 Equacao de Campo Médio do Modelo de Ising com acoplamento

de Longo Alcance

O modelo de Ising ¢ um dos pilares da mecanica estatistica, servindo como protétipo para o
estudo de transicoes de fase e fenomenos criticos. Ele descreve um sistema de N spins s; = £1,
dispostos em uma rede, que interagem entre si e com um campo externo h.

Quando a interacao é de longo alcance e idéntica entre todos os pares de spins,

J
Ji' - N?

a energia total permanece extensiva, pois o fator 1/N compensa o nimero N(N — 1)/2 de
interacoes possiveis. Esse caso ¢ ideal para introduzir a aproximacao de campo médio, que
fornece uma descrigao auto-consistente da magnetizagao de equilibrio.

Nosso objetivo é obter, passo a passo, a equagao de auto-consisténcia
m = tanh(5Jm + Bh),

a partir do Hamiltoniano e da funcao de particao canoénica.

Hamiltoniano do Sistema

O Hamiltoniano é dado por
N

H=- Z Jijsisj - hz Si. (56)

i<j i=1
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Com J;; = J/N, temos

J N
H:_stisj_h;Si'

1<j

Definimos a magnetizacao total:

Queremos reescrever a soma de interagao em funcao de M. Note que:
N 2 N
M2 = (Z Si> = ZS?+QZSiSj' (57)
i=1 i=1 i<j
Como s? = 1, segue que:
1
M>=N+2) ss = is; = =(M* — N).
2 sis; D_sisi = 5 )
1<) 1<J
Substituindo isso no Hamiltoniano:

J 1
N 2

J J
M?* -~ N)—hM = ———M?*+ = — hM. .
(M? = N) M (58)

H =

O termo constante J/2 pode ser omitido, pois ele ndo influencia observaveis termodinamicos

relativos (é apenas um deslocamento da energia).

Funcao de Particao Canénica

A funcao de particao no conjunto canonico é:

7= e pH),

{si}

Usando a dependéncia de H apenas na magnetizagao M, podemos agrupar microestados

com a mesma M:

7 = Z g(M) e_ﬁH(M),
M

onde g(M) é a degenerescéncia, isto é, o namero de configuragoes com magnetizacao M.

Degenerescéncia combinatéria
Como M = Ny — Ny e Ny + N, = N, temos

N+ M N—-M
Ny=—F—, N=—F—.
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Logo, o nimero de configuracoes com magnetizacao M é
N N
00 = () = ()
NT N—iz-M

Substituicao no Hamiltoniano

A energia correspondente a uma magnetizacao M é:

J
H(M) = _WMQ — hM.

Assim,
N J
7 = § : i (N+M) exp [QWMQ + ﬁhM] .

Aproximagao no Limite Termodinamico

Para N — oo, introduzimos a magnetizagao por spin m = M /N, com m € [—1, 1].

Reescrevemos:
Z="3" g(m)eM(zm*hm),

Aproximagao de Stirling para g(M)

Para grandes N, usamos
InN!'~ NInN — N.

Assim:
N!
~ NN — N — N+M1nN+M_N+M_N—MlnN—M_N—M
2 2 2 2 2 2
(5.10)
Simplificando e dividindo por N:

1 Il+m_ 1+m 1—-m_ 1-—m

—Ing(M) ~ — 1 — 1 = A1

Nng( ) 5 5 In— s(m), (5.11)

onde s(m) é a entropia por spin (em unidades de kg = 1).

Portanto:



5.3. Exemplos e aplicagdes diversas

Forma continua e método do ponto de sela

O somatoério sobre M pode ser aproximado por uma integral continua em m:

1
7 %/ eN[s(m)+,3%m2+ma] dm.
-1

No limite N — oo, a integral ¢ dominada pelo ponto de méximo do argumento exponencial:
N f(m*) J
Z=~e , com f(m)=s(m)+ 6§m + Bhm,

e m* satisfaz
df

= 0.
dm|, _

m*

Derivacao da Equacao de Auto-consisténcia

Calculamos a derivada:
daf

o= s'(m) + BJm + Bh.

No equilibrio:
s'(m*) = —=B(Jm* + h).

Derivando s'(m)

De
( ) 1—i—ml 1+m 1—m1 1—m
s(m) = — n — n
2 2 2 2
temos
1. 1+m 14+m 1 1. 1—-m 1—m 1
! =——1 — . —1 12
s'(m) 1Ty 5 Tim 2" 2 Tt iom (5.12)
1. 1+m 1. 1—m 1 14+m
=——1 —1 = ——Iln— 1
BTy Ty 2T T (5.13)
Logo:
1. 1+m 1. 1+m
sin—- B(JIm+h) = sln— B(Jm+ h)

Aplicando a funcao inversa da tangente hiperbdlica:
arctanh(m) = 5(Jm + h),

ou de forma equivalente,
m = tanh(5Jm + Sh), (5.14)

que é a equagao de auto-consisténcia do campo médio.
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Analise da Transicao de Fase

Sem campo externo (h = 0):
m = tanh(5Jm).

Expandindo para magnetizagao pequena (m < 1):

tanh(z) =~ v — — + O(z°),
entao (BJm)?
m = [fJm — 3
Reorganizando:
m(l—ﬁJ)—l—@%O.

A solugao nao trivial m # 0 existe somente se 5J > 1, isto é, para

J
T<T,.=—.
kp

Assim:
T>T. =m=0 (fase paramagnética),
T <T, =m#0 (fase ferromagnética).
Em linhas gerais, a partir do Hamiltoniano de interacao global, demonstramos detalhadamente
a dedugao da equagao de campo médio do modelo de Ising de longo alcance. Cada etapa — da

reescrita de H em termos de M, passando pela contagem combinatoéria e pela aproximacao de

Stirling, até o uso do método do ponto de sela — conduz de forma sistemética a equagao
m = tanh(8Jm + Bh).

Essa equacao estabelece a conexao entre o comportamento coletivo dos spins e o parametro

de ordem macroscépico m, revelando a origem estatistica da transicao de fase ferromagnética.

5.3.10 Auséncia Classica de Diamagnetismo: Teorema de Bohr—van

Leeuwen

Mostre, usando o ensemble canénico (temperatura 7', naumero de particulas N e volume V'
fixos), que um sistema cldssico de particulas carregadas em equilibrio térmico ndo apresenta
magnetizagao média em presenca de um campo magnético estatico e uniforme. Em outras

palavras, prove que a magnetizacao termodinamica média é nula:
M = 0.
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Essa proposicao é o teorema de Bohr—van Leeuwen, um resultado central da fisica estatistica
classica que demonstra a impossibilidade de fendmenos diamagnéticos ou paramagnéticos

puramente classicos.

Contexto fisico e motivacao

Na mecéanica classica, o efeito de um campo magnético sobre uma particula carregada é descrito
pela forca de Lorentz:
F=gq (V X B)>

onde g é a carga e v é a velocidade da particula. Essa forca é sempre perpendicular a velocidade
instantanea, de modo que
F-v=0,

isto é, o campo magnético nao realiza trabalho sobre a particula. Consequentemente, a energia
cinética — e portanto a energia total — de cada particula permanece inalterada pela presenga

de B. O campo apenas curva as trajetorias, sem alterar as velocidades médias em modulo.

A partir dessa observacao, surge uma intuicao importante: se a energia das particulas
nao é modificada por B, entao a distribuicao estatistica de estados em equilibrio térmico
(que depende exponencialmente da energia) nao deveria ser afetada. Ou seja, o equilibrio

termodinamico classico deveria ser insensivel ao campo magnético.

O teorema de Bohr—van Leeuwen confirma rigorosamente essa expectativa. FEle
afirma que, dentro da mecéanica estatistica classica, nenhum sistema de particulas carregadas
em equilibrio térmico pode apresentar magnetizagcao macroscopica. Nao hé, portanto, nem

diamagnetismo nem paramagnetismo em um tratamento puramente classico.

Esse resultado é profundamente significativo: ele mostra que todo magnetismo observado na
matéria — inclusive o diamagnetismo de Landau, o paramagnetismo de Pauli e o ferromagne-
tismo de troca — é de natureza essencialmente quantica. O teorema de Bohr-van Leeuwen
é, assim, um dos primeiros indicios tedricos de que o magnetismo nao pode ser explicado dentro

da fisica classica.

Hipoéteses e Hamiltoniano

Consideremos um sistema classico composto por N particulas pontuais, cada uma de massa m
e carga elétrica q. Essas particulas estao confinadas em um volume V', em equilibrio térmico a

temperatura 7', e interagem entre si por meio de um potencial escalar

U(ry,rg, ..., ry),
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que depende apenas das posicoes, e nao das velocidades. Além disso, o sistema esté sujeito a

um campo magnético estatico descrito por um potencial vetor A(r), tal que

B(r) =V x A(r).

O Hamiltoniano total do sistema, levando em conta o acoplamento entre o momento

candnico e o potencial vetor, é dado por

=2

1

2m
i=1

H({r:}, {p:i}) i~ g Ar)] + U({r:}). (5.15)

Esse é o chamado Hamiltoniano com acoplamento minimal, obtido a partir da substituicao

canonica

Pi — Pi — qA(ry),

que incorpora os efeitos do campo magnético na energia cinética de cada particula.

Alguns pontos importantes merecem destaque:

e Acoplamento minimal: a substituigdo acima ¢é a forma mais simples (e geral) de
introduzir o efeito de um campo magnético num sistema cléssico, garantindo a invariancia

de calibre das equagoes de movimento.

e Momento canénico versus momento cinético: o vetor p; € o momento candnico,
enquanto o termo p; — ¢ A(r;) representa o momento cinético efetivo da particula, que
determina a sua velocidade: .

m [Pz‘ - qA(I“i)]-

V; =

e Independéncia do potencial escalar: o potencial U nao contém dependéncia explicita
de A nem de B; ele descreve apenas interagoes de natureza eletrostatica ou confinamento

espacial.

e Energia cinética modificada: o campo magnético nao altera o moédulo da velocidade
média, mas introduz uma curvatura nas trajetorias via o termo de acoplamento A. A
dependéncia quadratica em A na Eq. (5.15) é a origem aparente da possivel dependéncia

de Z com o campo magnético — dependéncia que o teorema mostraré ser ilusoria.

Esse Hamiltoniano sera a base para a anélise estatistica subsequente. Nosso objetivo sera avaliar
a funcao particao candnica correspondente e demonstrar que, apesar da presenca explicita de

A no termo cinético, o resultado final é independente do campo magnético B.
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Funcgao particao candnica
No ensemble candnico, a funcao particao de um sistema classico com Hamiltoniano H é dada
por

1
Z(T,V,N;B) = NN /Hd?)rl dPp; e~ PHAT AP} (5.16)

onde = 1/(kgT) é o inverso da temperatura térmica, h é a constante de Planck (necessaria

para adimensionalizar Z) e o fator 1/N! corrige a contagem das particulas indistinguiveis.

Substituindo o Hamiltoniano minimalmente acoplado, Eq. (5.15), obtemos

N

1 o 3. 13 (pi — qA(r;))? —BU({r;})
’ i=1

=1

Em principio, o termo (p; — ¢A)? poderia introduzir uma dependéncia de Z com o campo
magnético B, por meio do potencial vetor A(r;). A seguir, veremos que essa dependéncia é, na

verdade, ilusoéria.

Transformacao de variaveis no espaco de momentos

Para cada particula, introduzimos o momento cinético

P =pi — ¢ A(ry), (5.18)

que difere do momento canoénico p; por um deslocamento dependente de posicao. FEssa
transformacao ¢ feita mantendo as posigoes r; fixas, portanto o jacobiano é unitario:

/
’api

=1 = &’p;=d’p;
Op;

Substituindo essa mudanga de variavel na Eq. (5.17), obtemos:

N'h3N /Hd?’rz d*p} exp[ ﬁz ] —AUr), (5.19)

Observe que o potencial vetor A(r;) desapareceu completamente da integral, pois o integrando

depende apenas de p? e U({r;}), que nao contém A.

A integral fatoriza naturalmente em uma parte de momento e uma parte de coordenadas:

N
P ﬁ { / #p e—ﬂpz/@m)} / Ny o—BU(r) (5.20)
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A primeira integral é puramente gaussiana e independe de A:

3/2

Substituindo em (5.20), temos

1
Z(T,V,N;B) = N1V (27rkaT)3N/2/d3Nr e AU, (5.21)

A dependéncia de A — e portanto de B — desapareceu por completo. Chegamos assim a

conclusao fundamental:

Z(T,V,N;B) = Z(T,V,N). (5.22)

Ou seja, em mecanica classica, o campo magnético nao afeta o equilibrio estatistico do sistema.

Energia livre e magnetizacao

A energia livre de Helmholtz é definida como
F(T,V,N;B)=—kgTInZ(T,V,N;B).

A magnetizacao total do sistema é dada pela derivada termodinamica

1 /OF
M=——|— .
4 (aB)T,V,N

Como a func¢ao particao Z é independente de B, sua derivada é nula e, portanto,
M = 0. (5.23)

Em outras palavras, o sistema classico nao apresenta magnetizacao de equilibrio: nem
diamagnetismo (que corresponderia a M antiparalela a B), nem paramagnetismo (paralela
a B). Esse resultado é o contetudo essencial do teorema de Bohr—van Leeuwen. Ele
mostra que o magnetismo de origem orbital ou de movimento coletivo nao pode ser explicado
dentro da mecéanica cléssica. A auséncia de magnetizacao decorre do fato de que o campo
magnético modifica apenas as trajetorias das particulas (via for¢a de Lorentz), mas nao
altera a distribui¢cao de probabilidades no espaco de fase no equilibrio candénico. Somente
ao introduzir a quantizacao dos niveis de energia (como no caso dos orbitais eletronicos)
é que surgem fendmenos genuinamente magnéticos, como o diamagnetismo de Landau e o
paramagnetismo de Pauli. A auséncia de magnetizacao em sistemas classicos, prevista pelo
teorema de Bohr—van Leeuwen, pode ser entendida de forma fisica e geométrica. No regime
classico, o campo magnético aparece no Hamiltoniano apenas através de uma mudancga de

variavel linear no espago de momentos, p; — p; — ¢A(r;), que néo altera o jacobiano da integral
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sobre momentos nem o volume de fase disponivel para o sistema. Como a distribuicao de
probabilidade em equilibrio térmico é continua sobre todo o espago de fase, o campo magnético
apenas curva as trajetorias das particulas sem modificar a densidade de estados acessiveis, de
modo que nao surge uma resposta magnética liquida. Esse comportamento esté intimamente
relacionado ao teorema de Liouville: transformacoes candnicas no espaco de fase preservam
o volume de fase, e o acoplamento minimal ao campo magnético é exatamente esse tipo de
transformacao, garantindo que o equilibrio estatistico seja idéntico ao caso sem campo. Em
contraste, na mecanica quantica a substituicao p — p — ¢A nao pode ser realizada de maneira
analoga, pois posi¢ao e momento sao operadores nao comutativos. A presenca de B modifica os
autovalores de energia, gerando niveis discretos, como os niveis de Landau para elétrons livres,
E, = hw.(n+1/2), com w, = |¢|B/m, os quais dao origem a uma magnetizagdo diamagnética
nao nula, conhecida como diamagnetismo de Landau. Dessa forma, o teorema de Bohr—van
Leeuwen nao apenas explica a auséncia de magnetismo classico, mas também ilustra de forma
elegante e pedagogica o contraste fundamental entre a fisica classica e a quantica.

O teorema de Bohr-van Leeuwen nao é absolutamente universal e pode deixar de se aplicar
em certas situacoes especificas. Em primeiro lugar, se o potencial U do sistema depender
explicitamente das velocidades das particulas, como ocorre na presenca de forcas dissipativas,
fricgao, ou campos elétricos nao conservativos, a mudancga de variavel no espago de momentos
nao elimina completamente a dependéncia do Hamiltoniano em relacao ao campo magnético,
permitindo, em principio, uma magnetizacao classica nao nula. Em segundo lugar, em sistemas
com restrigoes de contorno ou geometria especial, podem surgir correntes de superficie ou
efeitos de borda que dependem de A, e essas contribui¢oes nao sao capturadas pelo argumento
idealizado de volume de fase infinito; nesse caso, o sistema pode exibir respostas magnéticas
localizadas, ainda que o teorema se mantenha valido para o bulk classico. Finalmente, quando
os proprios campos eletromagnéticos sao tratados como graus de liberdade dinamicos acoplados
as particulas, como em uma formulacao relativistica completa, a energia total do sistema passa
a incluir termos que dependem de B de maneira nao trivial, e o raciocinio baseado na simples
translacao do momento deixa de ser aplicavel. Dessa forma, embora o teorema de Bohr—van
Leeuwen seja extremamente robusto para sistemas classicos ideais, ele apresenta limitagoes em
contextos mais complexos que envolvem dependéncia de velocidade, efeitos de superficie ou

campos dinadmicos.
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Capitulo 6
Ensemble Gran-Candnico

O ensemble gran-canonico é um formalismo estatistico fundamental para descrever sistemas
que estao simultaneamente em contato com um reservatorio térmico e com um reservatorio de
particulas. Nessa situacao, tanto a energia E quanto o numero de particulas N do sistema
podem flutuar devido a troca com os reservatorios, enquanto grandezas macroscopicas externas,
como a temperatura 7', o volume V' e o potencial quimico u, permanecem constantes.

Esse ensemble é particularmente 1til para modelar sistemas abertos, reativos ou biolégicos,
bem como processos de difusao, adsor¢ao e reagoes quimicas, nos quais a composigao do sistema
pode variar. Ele generaliza os ensembles canonico e microcanonico: enquanto o microcandnico
mantém energia e nimero de particulas fixos, e o canonico permite apenas a troca de energia,
o gran-canonico permite que ambas as grandezas flutuem.

A principal vantagem do formalismo gran-candnico é fornecer uma ponte direta entre a
descri¢ao microscopica do sistema e suas propriedades termodindmicas macroscopicas. Por
meio da fun¢ao de particao gran-canodnica, é possivel calcular de forma consistente médias,
flutuagoes e correlagoes de grandezas fisicas, como energia, nimero de particulas, entropia e

pressao.

Hipoéteses do ensemble gran-candnico

e O sistema pode trocar energia e particulas com um reservatorio muito maior.
e O sistema esta em equilibrio térmico e quimico com o reservatorio.

e As variaveis externas fixas sao: T, V, e p.

Seja um sistema acoplado a um reservatério tao grande que sua energia total e numero

total de particulas sao constantes:
Etot = Ez + Eresa Ntot = Nz + Nr657

onde F; e N; representam a energia e o numero de particulas do sistema, e Eles, Nyes 0S

correspondentes do reservatorio.
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A probabilidade de o sistema estar em um microestado ¢ com energia F; e niimero de

particulas NV; é proporcional ao niimero de microestados do reservatério compativeis:
P<E1> Nz) X Qres(Er657 Nres) = Qres(Etot - Ei; Ntot - N’L)
A entropia do reservatorio esté relacionada ao nimero de microestados por:

Sres = kB In Qres~

Expansao de Taylor da entropia

Como o reservatorio é muito grande, podemos expandir a entropia em torno de (FEior, Niot):

aSres aSres 1 82Sres
Sres(Etot_EiaNtot_Ni) ~ Sres(EtotaNtot)_(aE ) Ez_(aN ) Nz+§ (aEQ ) E12+
res Niot res Fiot Ntot

95y _ 1 95V __n
OE )y T’ ON), T’

onde T é a temperatura do reservatorio e p € o potencial quimico.

Sabemos que

O potencial quimico ¢ uma grandeza termodinamica que quantifica a variagao da energia
interna do sistema quando se adiciona (ou remove) uma particula, mantendo constantes a

entropia e o volume. Assim, sua definicao fundamental é dada por

_(9E
F=\oN ) g

Essa expressao pode ser compreendida a partir da forma diferencial da energia interna,
dE =TdS — PdV + udN,

que descreve como a energia F varia em fun¢ao das variaveis extensivas S, V e N. O termo
udN representa a contribuicao energética associada a variagao do ntimero de particulas, de
modo analogo aos termos T'dS (troca de calor) e —P dV (trabalho mecénico).

Fisicamente, o potencial quimico mede o custo energético de introduzir uma particula
adicional no sistema sob condigbes adiabéaticas (dS = 0) e a volume constante. Por exemplo,
em um gas ideal, a adi¢ao de particulas aumenta a energia total, resultando em p > 0, enquanto
em sistemas degenerados, como elétrons em um metal, ;1 pode assumir valores negativos devido
as restricoes impostas pelo principio de exclusao de Pauli.

De modo geral, o potencial quimico desempenha papel andlogo ao da temperatura e da

pressao:
e a temperatura T controla o fluxo de energia térmica entre sistemas em contato;

e a pressdo P controla o fluxo de volume (ou trabalho mecanico);
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e 0 potencial quimico p controla o fluxo de particulas, determinando o equilibrio quimico

entre sistemas que podem trocar matéria.

Em geral , 4 mede a tendéncia de particulas se moverem entre sistemas em contato:
particulas fluem espontaneamente de regioes de alto potencial quimico para regides de baixo
potencial quimico, de forma analoga ao fluxo de calor entre corpos com temperaturas diferentes.
No contexto do ensemble gran-canonico, o potencial quimico aparece naturalmente na expansao
da entropia do reservatorio, refletindo como a probabilidade de um microestado depende do
numero de particulas. Ele garante que o sistema esteja em equilibrio quimico com o reservatoério,
permitindo trocas de particulas consistentes com a termodinamica.

Substituindo as relagoes de derivadas na expansao da entropia, obtemos:

E; pN;

SreS(EtOt - Ei’ NtOt - Nl) ~ Sres(Etota Ntot) - ? + T

Distribuicao de probabilidade

Dividindo por kg e exponenciando:
Qres(E’tot - Eia Ntot - Nz) ~ Qres(Etot7 Ntot) e_ﬁEH_ﬁMNia

onde 8 = 1/(kgT).

Como Qyes(Fiot, Niot) € comum a todos os microestados do sistema, temos
P(E;, N;) e B(Ei—uN:)

Normalizando a soma das probabilidades, obtemos a distribuicao gran-canoénica:

P(Eini) — ;e_ﬂ(Ei_HNi)7

—
—

onde a fungao de particao gran-canonica é

N=0

[1]

3 o—BEN —uN)
{itn

Funcgao de particao gran-candnica

A fungao de partigao gran-canoénica é a grandeza central para descrever sistemas que trocam
energia e particulas com um reservatorio. Ela pode ser expressa em termos das fungoes de

partigdo canonicas Zy (T, V') para diferentes ntimeros de particulas:



onde Zn (T, V) é a fungao de partigdo canoénica para um sistema com exatamente N particulas:

ZN (Tu V) = Z G_BEZ(N))
{i}n

sendo a soma tomada sobre todos os microestados possiveis com N particulas.

O fator eV conecta a distribuicao de microestados a probabilidade de troca de particulas
com o reservatorio. Dessa forma, a fungao de particao gran-canonica codifica simultaneamente
informacoes sobre energia e composi¢ao do sistema, permitindo calcular médias termodinamicas
e flutuacoes de forma consistente. Derivadas logaritmicas da funcao de particao fornecem

grandezas fisicas médias e suas flutuagoes, como (E) e (N).

Potencial termodinadmico do grande ensemble

Como ja foi debatido anteriormente, no ensemble grande canonico, o sistema esta em contato
com um reservatorio de temperatura 7', volume V' e potencial quimico p. A funcao de particao

correspondente ¢ dada por:

onde § =1/(kgT), e o somatorio duplo percorre todos os estados microscopicos i de energia

E; com N particulas.

(a) Definigao do potencial grande canoénico

Define-se o potencial de grande conjunto (grand potential) como:
O(T,V,u) = —kgTInZ.

Esta grandeza desempenha papel analogo a energia livre de Helmholtz FF = —kgT'In Z no

ensemble candnico, mas é adequada a sistemas que trocam particulas com o reservatorio.

(b) Relacao fundamental

A energia interna média do sistema é obtida como:
(F) = é > By e P,
~ Ny
De forma semelhante, o niimero médio de particulas é:
(N) = é > N BN,
N
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Podemos mostrar que:

De fato, derivando diretamente:

Olnz 10= 1

(c) Entropia e diferencial termodinamico

O potencial ¢ é uma fungao natural das variaveis (7, V, u). A partir da definicdo & = —kpT' In=,

podemos obter suas derivadas parciais para identificar as grandezas conjugadas.
Comecemos pelo diferencial:

1
d® = —kpIn=dT — kpT = d=.
Usando d= = (g—?) dT + (g_‘a/) dv + (g—i) dp, temos:

dd = —SdT — PdV — (N)dp,

o que identifica:
0P 0P 0P
s==(#),, 7). -G,
ar Vi oV T o TV
(d) Relagao entre energia, entropia e potencial

O diferencial termodinamico fundamental é:

dE =TdS — PdV + udN.

Para o potencial ® = E —T'S — uN, temos:

A = dE — TdS — SdT — pdN — N dp.

Substituindo dFE pela relagao anterior, obtemos:

d® =-SdT'— PdV — Ndp,

confirmando a consisténcia com as identidades anteriores.

Podemos entao reescrever:
&=F-—-TS5— uN.
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Tomando valores médios, resulta:

(E) =0 +TS + p(N).

(e) Interpretagao fisica

O potencial ®(T,V, 1) representa a energia disponivel para realizar trabalho nao expansivo em
um sistema que pode trocar particulas e energia com o meio. Em equilibrio termodinamico, ®
¢ minimizado para T, V, u fixos:

0P = 0.

Assim como a energia livre de Helmholtz F(T, V') é o potencial natural do ensemble canénico,
O(T,V, i) é o potencial natural do grande canodnico, contendo toda a informagao macroscopica

do sistema.

(f) Resumo das relagoes principais

®(T,V, 1) = —ksTInE,

od
5= (8_T>V,u’

0P
== (W)T,;L7

0= (),

(E) = &+ TS + p(N).

Em resumo o potencial ¢ fornece uma descrigao completa do estado macroscépico, permitindo
obter todas as propriedades termodinamicas relevantes a partir de uma tnica fun¢ao =Z(7, V, u).
Essa abordagem torna o ensemble gran-canonico especialmente ttil para sistemas abertos,
reativos ou em equilibrio com reservatorios de particulas, nos quais o nimero de particulas nao

¢é fixo.

Médias e flutuacoes

No ensemble grande candnico, o sistema é descrito pela fungao de partigao
b N
SUAAIED B S
N=0 i

onde o somatorio duplo percorre todos os estados microscopicos ¢ com N particulas, e § =
1/(kgT).
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A probabilidade de o sistema estar em um estado ¢ com N particulas é

PEM,N) = L o),

(a) Nimero médio de particulas

O valor médio do niimero de particulas é dado por:
=Y NPEM N) = = SN HET ),
N,i = Ni

Para relacionar esta expressao com derivadas da funcao de parti¢ao, derivemos In= em

relacao ao potencial quimico:

OlnE 10= _ Z 82 [ BE™ - MN)} — ;Z(ﬁ]\/) e BB —uN)
N = Ni

ol =Z0u
1 /0lnZ
N)=-— .
=5 (%0 ),

)

[I]I

Logo,

(b) Energia média

De modo analogo, a energia média é:

=3B P(E, ) = 1§ g -t -ux)

Ni

Derivando In = em relacao a 3, obtemos:

3(19%: _ ig; ! Z g [ e -] _ISO(EN - et @),

—

N,i

Portanto,

(c) Entropia
A entropia do sistema pode ser obtida a partir da definicao estatistica

= —k’BZP EMN, lnP(E(N) N).
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o _ ()
Substituindo P = Z-le=fE" =#N) temos:

1
S=—kpy e ME N [ g(EN) — uN) —InE

N,i

= kp (InE+ B(E) — u(N)) .

Assim:

S =kp(InE+ B(E) — Bu(N)).

(d) FlutuagGes do namero de particulas

As flutuagoes sao medidas pelo desvio quadratico médio:
0% = (N%) — ()2,

Primeiro, note que:

O(N) _2(181115) _182ln5
op  Ou \B Ju B ou*

Por outro lado, a relagao de flutuacao—resposta fornece:

I(N)
N2y — (N)? =k T<—> .
N = =T (Tt )
Portanto:
O(N) 9?’In=
o2 = kgT <—> = .
N i o ™V (Bu)?

Esta relacao mostra que as flutuagoes no nimero de particulas estao diretamente ligadas a

curvatura de In = em relagao ao parametro (.

(e) Escalamento das flutuagoes

Para sistemas macroscopicos, a variancia 0% cresce proporcionalmente a (N), de modo que o

desvio relativo decai com o tamanho do sistemas

‘ B

ON
—_—

(N) (NY

Consequentemente, em sistemas extensos, as flutuacoes relativas tornam-se pequenas, e o

comportamento médio se aproxima do observado em um ensemble canoénico.
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6. Ensemble Gran-Candnico

(f) Resumo das relagoes principais

1 /0InZ
N) = =
) 5( o )T,V’

Oln=
B

S =kp (InZ + B(E) — Bu(N)),

O(N) PIn=
2 p— — p—
on =kl ( ) DB

(B) = + pu(N),

)

Flutuacgoes criticas e opalescéncia

Uma das grandes vantagens do ensemble gran-canonico é que ele permite estudar grandes
flutuagoes de niimero de particulas, especialmente proximas de transigoes de fase. A variancia

do numero de particulas é dada por

R =) - =k () =

H )y (Bu)?
Para sistemas normais, longe de pontos criticos, a derivada 9(N)/du é finita, e portanto as
flutuagoes relativas oy /(N) ~ 1/1/(N) diminuem a medida que o sistema cresce, aproximando
o comportamento do ensemble canonico. No entanto, proximo a uma transicao de fase, como
o ponto critico de um fluido, a dependéncia do ntmero médio de particulas em relacao ao

potencial quimico torna-se extremamente sensivel, e podemos ter

Fisicamente, isso significa que o sistema apresenta flutuacoes macroscopicas de densidade, que
podem se estender por escalas comparaveis ao tamanho do sistema. Essas flutuacoes intensas
sao a causa da conhecida opalescéncia critica, na qual o fluido adquire uma aparéncia turva
devido a dispersao da luz por regioes de densidade variando amplamente. Matematicamente, a

divergéncia de 0% indica que a compressibilidade isotérmica do sistema, definida como

o= (o),

também diverge no ponto critico. Portanto, a funcao de particao gran-canénica nao apenas
fornece as médias termodinamicas, mas também permite descrever quantitativamente essas
flutuagoes criticas, mostrando que sistemas abertos podem manifestar comportamentos nao

triviais que seriam impossiveis de capturar no ensemble candnico, onde N é fixo.
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6.1. Exemplos: sistemas com troca de particulas

Este formalismo demonstra que, para sistemas que trocam simultaneamente energia e particulas
com um reservatorio, a funcao de particao gran-candnica é a ferramenta central para descrever
todas as propriedades termodinamicas médias e suas flutuagoes. A deducao do ensemble
gran-canonico parte da consideracao de um reservatéorio macroscoépico, cuja entropia pode ser
expandida por uma série de Taylor em torno do valor médio, levando diretamente & forma
exponencial da distribui¢ao de Gibbs. Isso garante que o sistema amostre corretamente todos
os microestados ponderados pelo potencial quimico. O ensemble gran-candnico é especialmente
importante em sistemas abertos ou processos quimicos, fornecendo uma base sélida para
conectar mecanica estatistica e termodinamica macroscopica de forma consistente.

Antes de aplicarmos o formalismo gran-candnico a sistemas especificos, é util comparar os
diferentes ensembles da Mecanica Estatistica e entender as condigoes fisicas que distinguem cada
um deles. Embora todos descrevam o equilibrio estatistico, cada ensemble é definido por um
conjunto particular de variaveis controladas e de quantidades que podem flutuar. Essa diferenca
reflete o tipo de contato que o sistema mantém com o meio externo: isolamento completo, troca
apenas de energia, ou troca simultanea de energia e particulas. A seguir apresentamos uma
tabela comparativa que resume as caracteristicas essenciais dos trés ensembles fundamentais
— microcanonico, candnico e gran-candénico — destacando suas variaveis fixas, grandezas que
flutuam e as respectivas func¢oes de particao e potenciais termodinamicos. Essa visao unificada
permite compreender como os diferentes ensembles se relacionam entre si e como o formalismo

gran-candnico surge como a generalizagao mais ampla para sistemas abertos.

Ensemble Variaveis Fixas|Grandezas que Flutuam Funcao de Particao Potencial Termodinamico
Microcanonico E, V,N — Q(E,V,N) S(E,V,N)
Canonico T,V,N E Z(T,V,N) =Y, e PP F=—kgThZ
Gran-Canoénico T,V, 1 E, N E(T,V,p) =Yy, e PEHN) d=—kgThZ

Tabela 6.1: Comparagao entre os principais ensembles da Mecéanica Estatistica. Cada ensemble
é definido por um conjunto distinto de variaveis controladas e por sua respectiva funcao de
particao, que gera as propriedades termodinamicas do sistema.

6.1 Exemplos: sistemas com troca de particulas

6.1.1 Gas Ideal Classico no Ensemble Gran-Candénico

O formalismo do Ensemble Gran-Canoénico é particularmente eficaz para descrever o gas
ideal classico de particulas indistinguiveis, onde o sistema pode trocar tanto energia quanto
particulas com um reservatorio.

A descrigao comega com a Fungao de Particao Canoénica (Zy) para N particulas

nao-interagentes, conhecida da Mecanica Estatistica:

1 (v
2e(r) =4 (3)
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6. Ensemble Gran-Candnico

onde A é o comprimento de onda térmico de de Broglie, dado por:

[ 2wh?
A= .
kaT

Funcao de Particao Gran-Canénica (Z)

A Funcao de Particao Gran-Canonica (Z) é definida como a soma das fungdes de parti¢ao

canodnicas Zy, ponderadas pelo fator de Boltzmann gran-canoénico e”#V:

Substituindo a expressao de Zy na definigao de =:

= f: eBHN v ! = f: 1 QBNK !
- NI\ N3 N N! Xy
N=0 N=0

P 2 ~ ~ . N
Reconhecendo que esta série é a expansao de Taylor da fungao exponencial (e* = > F_ %),

onde o termo entre parénteses é o argumento x, a fungao de particao gran-canonica é:

V
= exp (eﬁ”ﬁ) .

Numero Médio de Particulas ((N))

(11

O ntmero médio de particulas é calculado a partir do logaritmo da funcao de partigao gran-

canodnica: | /OIm=
n=

N) = — .

W) 5( o )T,V

Primeiro, calculamos o logaritmo:

v
In==1In {exp (6’8“%)} = eﬁ“ﬁ.

Em seguida, calculamos a derivada parcial em relagao ao potencial quimico u, notando que

OIn= V[0 1%
— 2By = Bu
( o )T,V A3 (&ce ) e (e

Substituindo na férmula de (IV):

v

35 é constante:

resultando em:



6.1. Exemplos: sistemas com troca de particulas

Potencial Quimico ()

Invertendo a relagao acima para expressar p em termos da densidade média (N)/V:

Bu:@)ﬁ
e T

Aplicando o logaritmo natural e isolando u:

ﬁuzln( %

ILL:]{?BThl( v

Pressao (P)

A pressao é uma das derivadas do Potencial de Grande Entalpia (¢ = —kpT In=):

0P Oln=
P=—(22) kT .
(8V>T,M kB ( av >T7N

Usando a expressao de In= = 6’6“%, calculamos a derivada em relagao ao volume:

Oln= 0 B Vv ebr
= — |e*— = —.
oV T oV A3 T A3

Substituindo este resultado na férmula para P:

eBPu

Finalmente, usando a relagio (N) = 5, substitufmos o termo ef—: por <—J‘¥>:
N
ponr (92).

Recuperamos, assim, a Equagao de Estado do Gas Ideal Classico:

PV = (N)kgT.

A obtencao da mesma equacao de estado, PV = NkgT, tanto no ensemble canénico quanto
no gran-canonico, é fundamental para confirmar a consisténcia da mecanica estatistica. Essa
equivaléncia reforca que diferentes formalisms descrevem o mesmo sistema em equilibrio,
evidenciando a robustez das formulas e a universalidade das leis termodinadmicas. Além disso,
permite a escolha do formalismo mais conveniente para a analise de problemas especificos,

seja pela facilidade de calculo ou por considerar diferentes condigoes de troca de energia e
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6. Ensemble Gran-Candnico

particulas.

6.1.2 Sistema de spins paramagnéticos no ensemble grande-canénico

Consideremos um sistema constituido por particulas com spin 1/2, imersas em um campo
magnético externo uniforme B = BZ. Cada particula pode assumir dois estados possiveis de
orientagdo em relagdo ao campo: paralelo (1) ou antiparalelo ({). As respectivas energias

desses estados sao dadas por
ET = _MBBa Ei = +/LBBa

onde up representa o momento magnético da particula (momento de Bohr).

O sistema estd em equilibrio com dois reservatorios: um reservatorio térmico, que
mantém a temperatura constante 7', e um reservatério de particulas, caracterizado pelo
potencial quimico p. Nessas condigoes, tanto a energia quanto o nimero de particulas podem
flutuar, e a descrigao estatistica apropriada é fornecida pelo ensemble gran-canénico. Nesse
ensemble, cada microestado com energia E e numero de particulas N tem peso estatistico
proporcional a |

—B(E—pN) -
e , com f T

Funcao de particao monocorpo. Primeiro consideramos apenas a energia de spin devido
ao campo magnético. A funcao de particao de uma tnica particula, sem incluir o potencial
quimico, é
z§°’ = Z e B = ePusB o o=BusB — 9 cosh(BupB).
s=T,1

As probabilidades de ocupacao dos niveis sao

eBNBB
~ 2cosh(BugB)’

e_ﬁ.u'BB

(0) _ ‘
2 cosh(BugpDB)

0
Py (0)

py

Inclusao do potencial quimico e fungao de particao monocorpo. No ensemble gran-
canodnico, o sistema estd em contato com um reservatoério de particulas caracterizado por um
potencial quimico u. Dessa forma, o peso estatistico de uma configuragao com N particulas e
energias individuais {£;} é dado por
N
o BE—uN) _ =B (Bimp) _ H o BEBi—p)

=1

(Bi—

Cada particula contribui, portanto, com um fator e ?(#:=#) que pode ser escrito como

¢—B(Ei~n) _ Bu—BE:
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6.1. Exemplos: sistemas com troca de particulas

Isso mostra que a inclusao do potencial quimico equivale a multiplicar a fungao de particao de

uma tnica particula por um fator e®#:

2 =el “zfo).

No caso do sistema de spins 1/2 sob campo magnético, a fungao de partigdo monocorpo sem o

potencial quimico é
20 — PP PP — (BB o=BunB — 9 cosh(BupB),

de modo que
2 = 2¢P* cosh(BupB).

Funcgao de partigao gran-canonica (estatistica de Maxwell-Boltzmann). Conside-
rando particulas cléssicas indistinguiveis, a fungao de particao canénica com N particulas é

dada por
N

i
NI

onde o fator 1/N! corrige a contagem de estados devido a indistinguibilidade das particulas.

Zy =

No caso de um sistema de spins paramagnéticos, embora nao haja graus de liberdade espaciais
(como posigao ou momento), cada particula pode ocupar um dos dois estados de spin possiveis:
T ou |. Se tratassemos as particulas como distinguiveis, cada configuracao de spins seria contada
N! vezes, uma para cada permutacao possivel entre particulas idénticas que possuem o mesmo
conjunto de orientagdes. A introdugdo do fator 1/N! elimina essa supercontagem combinatoria,
garantindo que apenas as distribui¢oes fisicamente distintas de spins sejam contabilizadas.
Além disso, essa correcao assegura que as grandezas termodinamicas permanecam extensivas
e que o limite classico de Maxwell-Boltzmann seja corretamente reproduzido. Em outras
palavras, mesmo em um modelo de spins sem coordenadas espaciais explicitas, o fator 1/N!
desempenha o mesmo papel conceitual que nos gases ideais: evitar o paradoxo de Gibbs e

manter a coeréncia estatistica da descricao.

A funcao de particao gran-canoénica é obtida somando sobre todos os ntimeros possiveis de

particulas:
[o.¢]

EMB Z ﬁ'uNZ Z ]\Z Gzl.

Esse resultado é caracteristico do limite classico (Maxwell-Boltzmann), em que as ocupagoes

dos estados sao pequenas e os efeitos de exclusao ou correlagao quantica podem ser desprezados.

Numero médio de particulas.

(N) = %ah:?% - %8021 - ;’aau 2e™ cosh(BupB) | = 2¢™ cosh(BupB) = 21.
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6. Ensemble Gran-Candnico

Magnetizagao média. A magnetizagao total do sistema ¢é definida como a soma dos

momentos magnéticos de todas as particulas:

N
M = Z His
i=1

onde u; = +up se o spin esta alinhado (1) e u; = —pp se o spin esta anti-alinhado (J) com o

campo. No ensemble gran-canénico, o momento magnético médio é dado por
(M) = pp(Ny = Ny,

A relagao acima segue da linearidade da média, pois cada particula contribui independentemente
para o momento magnético total; assim, o valor médio de M ¢é simplesmente o niimero
médio de particulas multiplicado pela média do momento magnético por particula, isto é,
(M) = (N){(u) = pp(N)(p+ — p;). Lembrando que p; e p; s@o as probabilidades de uma

particula estar nos estados 1 ou |, respectivamente:

ePuB) e~ PusB)

Pr= 2 cosh(BugB)’ PL= 2cosh(BugB)

Subtraindo as probabilidades, obtemos

ePrsB — e=PusB 2 sinh(BupB)

2cosh(BugB)  2cosh(BupB) = tanh(SupB).

by =D =

Portanto, a magnetizacao média total do sistema é

(M) = pp(N) tanh(BupB) |

Limites fisicos.

e Para campos fracos (SupB < 1), podemos expandir a tangente hiperbdlica: tanh(BugB) ~
BugB, levando a (M) ~ pu%(N)B/(kgT), que é a lei de Curie do paramagnetismo.

e Para campos fortes ou baixas temperaturas (BugB > 1), temos tanh(SugB) — 1, ¢ a
magnetizacdo atinge a satura¢iao (M) — up(N).

Flutuacoes do nimero de particulas. No ensemble gran-canénico, o nimero de particulas
nao é fixo, mas flutua em torno de um valor médio (V). A medida natural dessas flutuagoes é
a variancia:

o3 = (N?) — (N)2
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A partir da definicao da média gran-canonica,

101In EMB

W) = 55,

pode-se mostrar que a variancia é dada por

1 82lnEMB . 18<N>
groour B o

oy =

No caso cléssico de particulas independentes com fun¢ao de particao grande-candnica =g = €*

0
ez = 65‘“2§ ), temos

1 821
N)=—-— = 2z.
W) Bop
Dessa forma, a varidncia torna-se
O(N 0
o3 = () il =z = (N).

O(Bu) — 9(Bu)
Ou seja, as flutuagoes do niimero de particulas seguem a distribuicao de Poisson, caracteristica
de particulas classicas independentes. A fracao de flutuagao relativa é entao

oN V() _ 1

Ny (N) (N)

Isso mostra que, em sistemas macroscopicos ((IN) > 1), as flutuagoes relativas sdo pequenas, e
o comportamento do sistema se aproxima do regime canodnico, onde o nimero de particulas é

fixo.

Resumo do modelo classico.
e Funcio de particao monocorpo: z; = 2¢’# cosh(BupB).
e Magnetizagao por particula: uptanh(GupB), independente da estatistica.
e Flutuagoes do niimero de particulas sao Poissonianas.
e Ensemble gran-canonico descreve naturalmente sistemas que trocam energia e particulas.

O modelo classico de spins paramagnéticos no ensemble gran-canonico permite derivar rigorosa-
mente grandezas macroscopicas, como numero médio de particulas, magnetizacao e flutuagoes,
a partir da funcao de particao monocorpo. Mesmo nesse modelo simples, ja é possivel observar
comportamentos tipicos do paramagnetismo: para campos fracos (upB < kgT'), a magnetiza-
¢ao cresce aproximadamente de forma linear com o campo, reproduzindo qualitativamente a
lei de Curie (M ~ B/T), enquanto para campos fortes ou temperaturas baixas (upB 2 kgT')
a magnetizagao tende a saturacdo (M) — up(N). Essas observagoes mostram que, embora

classico, o modelo fornece uma boa intuicao sobre o comportamento magnético de sistemas de
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spins e serve como ponto de partida para discussoes mais refinadas, incluindo efeitos quénticos

e interagoes entre particulas.

6.1.3 Modelo de Adsorcao Classica (Langmuir)

O modelo de Langmuir é uma das descrigdes mais simples e elegantes de um sistema de adsor¢ao
em equilibrio. Ele considera uma superficie com N sitios de adsorcao idénticos e independentes,

onde cada sitio pode estar em um de dois estados possiveis:
e vazio, com energia Fy = 0;
e ocupado por uma particula, com energia Fy = ¢ > 0,

onde ¢ representa a energia de adsor¢ao. Valores positivos de € indicam que a adsorgao é
energeticamente desfavoravel (endotérmica), enquanto valores negativos representariam um
processo exotérmico.

Assume-se que as particulas adsorvidas nao interagem entre si — isto é, a energia total
depende apenas do niimero total de particulas adsorvidas, e nao de sua distribui¢ao espacial. O
sistema estd em contato com um reservatorio de particulas e energia (ensemble gran-canénico),
caracterizado por uma temperatura 1" e potencial quimico u. Dessa forma, o niimero de

particulas adsorvidas n pode flutuar, enquanto 7" e 4 permanecem fixos.

Funcao de particao gran-canonica

Para uma configuracao com n sitios ocupados, a energia total é simplesmente
E(n) = ne,

e o nimero de microestados compativeis é

pois devemos escolher quais n dos N sitios estao ocupados. A funcao de particao gran-canonica
é, portanto,
N N N
== Q(n) e P EM)—un) _ o Ble—mn
20 2

Note que o termo uN da expressao geral e ?(E—#N)

torna-se un neste caso porque, para cada
configuracao especifica, o nimero de particulas efetivamente presentes no sistema é N — n; ou
seja, o reservatorio pondera o peso estatistico de acordo com o niimero real de sitios ocupados
naquela configuracao. Definindo a atividade efetiva

)
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a expressao simplifica para

Reconhecendo a soma como o desenvolvimento binomial de (1 + 2)", obtemos

E=(1+2)N = (1+Pr)N,

Essa fungao de partigao contém toda a informacao estatistica sobre o sistema: dela podemos

derivar a ocupacao média, flutuagoes e propriedades termodindmicas associadas.

Probabilidade de ocupacao de n particulas

A probabilidade de que exatamente n sitios estejam ocupados é

Qn) e PEm-wm — 1 (N )

P(n) = (14+2)N\n

[1]] —

Essa é precisamente a distribui¢cao binomial com parametro de sucesso

Py ePlu—e)

- ]_+Z: 1+66(/L_5)’

p

que representa a probabilidade de um sitio individual estar ocupado. Cada sitio se comporta,

portanto, como um sistema independente com dois estados possiveis (vazio ou ocupado).

Numero médio de particulas adsorvidas

O ntmero médio de sitios ocupados é dado por

Para distribui¢gdes binomiais, o valor médio é simplesmente (n) = Np. Alternativamente,

podemos deduzir este resultado diretamente da funcao de particao:

Oln= 0
(ny =z 5 = z&[l\]ln(l +2)]=N

14z

Substituindo z = e®#~%) obtemos:
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A fracao média de sitios ocupados, ou cobertura, é entao

) @ _ eBlu—e) '
N 1 + eBlu—s)

Esta relacao expressa a isoterma de Langmuir, que conecta a cobertura 6 ao potencial
quimico do reservatorio. Ela mostra como a ocupacao cresce de forma continua de 0 a 1
conforme o potencial quimico aumenta — comportamento analogo a um sistema de spins

paramagnéticos sob campo externo.

Flutuacoes do nimero de particulas

As flutuagoes podem ser obtidas a partir da derivada de (n) em relagao a atividade:

9(n)
An)?) = .
(Anp) = 25
Derivando o resultado anterior,
dn) 1
0z (1+2)%
temos
An)2) = N—" = Np(1 —
((An)?) TEE p(1—p)

Assim, a flutuagao relativa é

(An)?)  11-p 11+=z

n2 N p N =z’

que decai como 1/N no limite termodindmico, mostrando que o comportamento médio se torna

cada vez mais deterministico para grandes sistemas.

Interpretacao fisica e limites

O modelo de Langmuir fornece uma descricao estatistica simples e precisa para a adsorcao
de particulas em superficies. A dependéncia da cobertura § com o potencial quimico p (ou,

experimentalmente, com a pressao do gas) revela trés regimes importantes:

e Regime de baixa pressao (ou baixo potencial quimico): Quando y — —oo, a
atividade z = ¢#("=9) -0, ¢
(n) =~ Nz = NeP=2),

A superficie estd quase completamente vazia.

e Regime de saturagao: Quando p — 400, 2 — o0, €

(n) = N,
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ou seja, todos os sitios estao praticamente ocupados.

e Ponto de meia-ocupacgao: Para 1 = ¢, temos z =1 ¢

indicando que metade dos sitios estao ocupados em média.

Conexao com a Pressao (Isoterma de Langmuir Classica)

. . Blp—e) . L.
A isoterma de Langmuir, § = —© 7, expressa a cobertura em termos do potencial quimico

T+ePi—e)
w do reservatorio de particulas (o gas). Para conectar este resultado a prética experimental,
usamos a relacao entre o potencial quimico e a pressao P para um gas ideal em equilibrio
térmico e de particulas. Vamos relembrar aqui rapidamente como deduzir tal expressao: O
sistema de adsor¢ao de Langmuir esta em equilibrio com um reservatorio de particulas (o gas),
o qual é modelado como um Gas Ideal Cléassico. Para expressar o potencial quimico p em
funcao da pressao P do gas, partimos de duas relagoes fundamentais obtidas do ensemble

N " —_ B 3 . e .
Gran-Canénico para um Géas Ideal, onde Zg, = ¢*"V/*" e a densidade média é (N) = e 15

1. A Equacao de Estado (Pressao P): A pressao ¢ dada pela derivada do Grande

Potencial (® = —kgT InZ,) em relagao ao volume V:
dInE 0 |4 er
P =kgT ( 95) = kgT <— [eﬁﬂ—D = kpT—-.
WV )y, av = ), o

2. A Relagao da Densidade ((NV)): O namero médio de particulas é dado por:

(N) = kpT (mg‘:gS) AN
"

Combinando os resultados acima, podemos eliminar o termo e’*/\? da equacao da pressdo

para isolar o potencial quimico p:

ehr PX3
BIs T ¢ T LT

Aplicando o logaritmo natural e isolando p:

P)3 P
Ju=n (k?BT> O (’fBT/A3>

Definindo a constante Py(T") (que depende da temperatura e contém o comprimento de onda

térmico de de Broglie A e outras constantes) como Py(T) = kgT/\3:

)
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Esta é a expressao do potencial quimico do gas ideal em funcao da pressao, a qual é utilizada
na derivagao final da isoterma de Langmuir. Substituindo esta expressao na equagao para a

cobertura 6:
e exp |0 (kT (£) —<)]
"1+&Wﬁ)_1+em{ﬂG@Tm<%>_€ﬂ'

Lembrando que g = 1/(kgT), e que BkgT In(P/P,) = In(P/F), a expressao se simplifica:

o exp [ln (%) — ﬁgi| B (PL;) e Be
1 + exp [ln (%) - 55} 1 + (%) e—pe

0

Definindo a constante de Langmuir K(T') (que é dependente da temperatura) como

chegamos & forma mais comum da isoterma de adsorgao:

o_ KP
1+ KP

Esta relacao é a Isoterma de Langmuir no contexto de um gés em equilibrio com a superficie,
e ¢ amplamente utilizada para ajustar dados experimentais de adsor¢ao em monocamadas.

O modelo de Langmuir é, portanto, um exemplo paradigmético de sistema classico tratado
pelo ensemble gran-canonico. Ele mostra como leis empiricas simples — como a isoterma de
Langmuir — emergem de principios estatisticos fundamentais e de contagens combinatorias
elementares. Além disso, observa-se uma analogia direta com o modelo de spins de Ising nao
interagentes, em que cada sitio pode estar em um de dois estados (ocupado/vazio ou spin
para cima/para baixo), com o potencial quimico desempenhando papel analogo a um campo
magnético efetivo. Extensoes do modelo que introduzem interagoes entre sitios (adsor¢dao
cooperativa) podem exibir comportamentos coletivos e transigoes de fase superficiais, ilustrando

como fenémenos complexos podem emergir de regras simples de ocupacao estatistica.

6.1.4 Sistema Quimico Classico: A = B

Consideremos um sistema constituido por N particulas idénticas, cada uma das quais pode
existir em dois estados quimicos distintos, A e B, associados as energias individuais €4 e €p,
respectivamente. Tais estados podem corresponder, por exemplo, a diferentes niveis eletronicos,
estados de ligacao ou conformacgoes moleculares.

O sistema esta em contato com um reservatorio térmico e de particulas, de modo que tanto
a energia quanto o namero de particulas em cada estado podem flutuar. Assim, a descrigao
estatistica apropriada é o ensemble gran-candénico. As variaveis termodinamicas de controle

sao a temperatura 1" e os potenciais quimicos 4 € pp, que caracterizam o reservatorio para as
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espécies A e B.

Energia de uma configuracao

Uma microconfiguracao do sistema ¢é especificada pelos nimeros ns e ng de particulas nos

estados A e B, respectivamente, de modo que
na+ng=N. (6.1)
A energia total da configuracao é simplesmente a soma das energias individuais das particulas:
E(na,ng) =naes +ngeg =naes+ (N —na)ep. (6.2)

Funcgao de particao gran-candnica

No ensemble gran-canonico, o peso estatistico de uma configuragao é proporcional a

exp[B(pana + ppnp — E(na,np))],

onde = 1/(kgT). Como as particulas sao indistinguiveis, devemos multiplicar esse peso pelo
fator combinatorio ( é\; ), que representa o nimero de maneiras de escolher quais particulas
ocupam o estado A.

Portanto, a fungao de particao gran-canonica do sistema, é

[1]

= 2_: (:;) exp [B(pana + pp(N —na) — E(na,ng))]. (6.3)

Substituindo a energia da Eq. (6.2), obtemos:
/N
== (n ) exp{3 [uana + pp(N —na) — naca — (N — na)epl}
A
0

- Z (7{0\;) exp{SN(us — €p)} [eXp{B((HA —€ea) — (up — 63))}]”‘4 ) (6.4)

O fator global exp[SN(up — €g)] € comum a todos os termos e pode ser retirado da soma, o

que nao afeta propriedades relativas. Definindo os fatores de atividade

24 = eBlua—ea) o 2p = ePlu—en)

Y

a funcao de particao toma a forma compacta

N
N
E=) ( )z;";Azg—"A. (6.5)
na
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Redugao a soma binomial

Reconhecendo a soma acima como o desenvolvimento binomial de (z4 + 25)", obtemos:
N
== (ZA + zB)N — (eﬁ(MA—eA) + 65(#3—63)) ] (6.6)
Esse resultado mostra que cada particula contribui de forma independente & funcao de particao
total, refletindo a auséncia de interacoes entre elas.
Distribuicao de ocupacao

A probabilidade de que uma dada configuracao apresente exatamente n 4 particulas no estado

A é entao
()
P(TZA) = Af (67)
Substituindo a expressao de = da Eq. (6.6), obtemos explicitamente:
N ZnAZanA
P(ny) = A 6.8
(n4) (nA) (za + zB)N (6.8)

Portanto, P(n,4) segue uma distribuigdo binomial, com probabilidade de ocupagao individual

ZA eBlra—ea)

ZA + 2B o eﬁ(ﬂA—EA) + 6/3(/”3_5}3) )

Valores médios de ocupagao

A partir das propriedades da distribui¢ao binomial, o valor médio do niimero de particulas no
estado A é:

eBlna—ea)

- Neﬁ(#A_EA) + eﬂ(/»‘B—EB) : (69)

Analogamente, o nimero médio de particulas no estado B é:

(np) = N(1—-p)
eBlus—ep)

=N (6.10)

eBlua—ea) 4 eBlup—ep)’

Essas expressoes revelam que o equilibrio quimico entre A e B é determinado pelas diferencas
entre energias e potenciais quimicos: quando ps — €4 = up — €p, ambas as espécies tém igual

probabilidade de ocupacao média.
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Flutuacoes de ocupacgao

Da teoria das distribui¢gdes binomiais, a variancia do niimero de particulas em A é

ZAZB

((Ana)?) = Np(1 —p) = Nm-

(6.11)

Em termos explicitos:
eBlra—ea) oBup—ep)
((Anp)®)y =N . (6.12)
(QB(MA—GA) + eﬁ(uB—EB))

A razao entre a flutuacao tipica e o valor médio decai como

(@nay) 1
) VN

o que mostra que as flutuacoes relativas se tornam despreziveis para sistemas macroscopicos

(6.13)

(N > 1), e o comportamento médio domina — uma manifestagao do limite termodinamico.

A analise do modelo revela de maneira bastante clara como a diferenca entre os potenciais
quimicos e as energias individuais das particulas determina a composicao média do sistema.
Quando o termo (pua — €4) ¢ muito maior que (up — €p), a probabilidade de ocupagao do
estado A tende a um, o que significa que quase todas as particulas se encontram nesse estado
de menor potencial efetivo. De forma analoga, quando (up — €p) domina, a probabilidade
p tende a zero e a espécie B passa a ser fortemente favorecida, indicando que o sistema
se encontra praticamente todo convertido nesse estado. A situacao intermediaria, em que
(ta — €4) = (up — €p), corresponde a condigao de equilibrio quimico, na qual as duas
espécies coexistem com populagoes comparaveis, sem predominancia significativa de uma sobre
a outra. Essa igualdade de potenciais quimicos efetivos reflete precisamente o ponto em que a
reacao A = B atinge o equilibrio, e nenhuma conversao liquida ocorre em média. Assim, o
modelo fornece uma ilustragao quantitativa e intuitiva de como o balango entre energia interna
e potencial quimico governa a composicao de um sistema quimico classico em contato com um
reservatorio. Além disso, o fato de que as flutuagoes relativas na ocupagao decaem como 1/ VN
demonstra que, & medida que o tamanho do sistema aumenta, as variagoes estatisticas se tornam
despreziveis em comparacao com os valores médios. Essa caracteristica traduz o surgimento do
comportamento deterministico na escala macroscopica, um resultado fundamental da mecéanica
estatistica que assegura a estabilidade e previsibilidade dos sistemas termodinamicos reais. Em
resumo, o modelo binario A = B representa o exemplo mais simples, porém extremamente
elucidativo, da conexao entre grandezas microscopicas (energias e potenciais quimicos) e
propriedades macroscopicas observéaveis (composigao média e flutuagoes), servindo como uma

ponte conceitual entre a descricao estatistica e as leis empiricas da termodinamica quimica.
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6.1.5 Difusao de Particulas entre Dois Volumes

A presente anélise estatistica aborda um cenério fundamental de transporte de matéria em equi-
librio: a difusao de particulas entre dois volumes interconectados. Considera-se um sistema
composto por dois subsistemas macroscopicos, de volumes V; e V5, que estao em comunicacao
através de um canal aberto. Esta comunicagao permite a troca livre de particulas entre as
duas regioes, estabelecendo uma dinamica que leva ao equilibrio quimico. O sistema total,
com volume Vi = V1 + Va, é tratado dentro da estrutura do Ensemble Gran-Canénico. Este
ensemble é o formalismo apropriado, pois o sistema esta em contato com um reservatério que
impoe uma temperatura (7°) e um potencial quimico (u) constantes. O potencial quimico (u)
atua como a variavel intensiva que rege o equilibrio e regula o nimero total médio de particulas
no sistema. As particulas constituintes sao modeladas sob as aproximacoes do gés ideal cléssico:
sao classicas, indistinguiveis e nao-interativas. Sob estas condi¢oes, o ntimero de particulas
em cada volume, n; e nsy, nao é fixo, mas sim uma variavel flutuante, cuja distribuicao de
probabilidade é determinada pela fun¢ao de particao gran-canénica. O objetivo desta secao
é aplicar rigorosamente o formalismo para descrever como essas flutuacoes e as médias de

ocupacao se manifestam, culminando na recuperacao das leis termodinamicas do gés ideal.

Funcao de Particao Canénica (Z,)

Para um gas ideal classico de n particulas em um volume V', a funcao de particao canoénica é

obtida pela integral de fase:

1 n. gin ~ p}
Z”(V’T):n|h3n/d3 rd3pexp[—ﬁ %}
) i=1

Esta integral pode ser fatorada em n integrais de posicao e n integrais de momento:

Z,(V,T) = # (ﬁ/vd‘gri> <ﬁ/d3pi exp [_621);;]) )

A integral sobre posigoes resulta em V™. A integral sobre momentos é uma integral Gaussiana

que resulta em (2rmkpT)?/? para cada particula. Assim, a integral total sobre momentos &
((2rmkgpT)>/?)".

Combinando os termos e definindo o Comprimento de Onda Térmico de de Broglie

como A = h/\/2mmkgT:

v 1 (V"
Zy(V,T) = nlh3n (27kaBT)3n/2 = <_> :

162



6.1. Exemplos: sistemas com troca de particulas

Funcao de Particao Gran-Canoénica (=)

A funcao de particao gran-candnica para um tnico volume V' é definida como:

Definimos a atividade como z = e?#. Substituindo Z,,:

o= LV T 2V
== alw) Xa(e)

n=0

Esta soma ¢ o reconhecimento da série de Taylor da funcéo exponencial (exp(z)):

== ()
= =exp )

Como os volumes V; e V5 sao independentes e estao em equilibrio

com o mesmo reservatorio (mesmos 7' e 1), a func¢do de parti¢ao total é o produto das fungoes
parciais:

Funcao de Particao Total:

- - = Vi zVa
Stotal = =152 = CXP | Tygr | OXP | T

_ z2(V1 + V3)
Stotal = €Xp | 35— |-

Distribuicao de Probabilidade e Média

A probabilidade de o sistema ter exatamente n; particulas em V; e ny em V5 é dada por:

Stotal

P(ny.my) 2" Zyy (V1) 27 Zny (Vo) _ (z"lZm(Vl)) (z”2Zn2(I/2)) |

— —
=1 =9

A probabilidade se fatoriza, P(ni,ng) = P(ni)P(ns), indicando a independéncia dos volumes.
Para o volume 1:

o ()

P = o ()

Se definirmos (ni)o = 2%, esta ¢ a Distribuigao de Poisson:

n1
P(ny) = —<T;11>'0 e~ (mio,

Numero Médio de Particulas ((n;)): O valor médio de particulas em V; é calculado pela
derivada do logaritmo da funcao de particao parcial =;:

VBN ou gy
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- Vi.
Usando InZ; = efr 4

dlnz W DePr 4 Buy A%
on n o) e =85
Portanto: . v v
zZ
=5 (550 ) = =4

As médias sdo:

Vi+V,
A3

(m) = 2xb, () = 212, (o) = () + () = 2

Flutuacoes

No ensemble gran-candnico, a variancia do ntimero de particulas é dada pela segunda derivada:

((An?) = (o) = () = 5 (6012:) |

Usando a relagao alternativa ((An;)?) = (6(m>> . Derivando (n4):
T,V

0(n1) _ (9 | W _ e L _
( o )T,Vl Bl (aﬂ {6 NAS})TM =pe MA3 = B{m).

Portanto, a variancia é igual & média:

(An1)*) = (n1),  ((Ang)*) = (na).

Este resultado ¢ uma caracteristica fundamental da Distribuicao de Poisson.

A anélise do modelo de difus@ao de particulas entre dois volumes conectados constitui uma
demonstragao clara e didatica do papel do Ensemble Gran-Candnico na descri¢ao de sistemas
abertos em equilibrio quimico. Primeiramente, o modelo estabelece que a condigao de equilibrio
quimico ¢é alcangada quando a densidade média de particulas (p; = (n;)/V;) é idéntica em
ambos os volumes: p; = z/A®. Isso confirma o potencial quimico (p) como a varidvel
intensiva que uniformiza a distribuicao de matéria, garantindo a homogeneidade do sistema,
independentemente das dimensoes individuais V; e V5. Em segundo lugar, o modelo fornece
uma descri¢ao precisa das flutuagoes relativas, intrinsecas ao formalismo gran-canénico. Como
a distribuicao de particulas segue a lei de Poisson, a variancia do nimero de particulas é

igual a sua média ({(An;)?) = (n;)). Consequentemente, as flutuagoes relativas, dadas por
((An;)?)
(ns)

resultado é crucial, pois garante a estabilidade termodinamica e justifica a substituicao de

= 1/4/(n;), tendem a zero para sistemas macroscopicos (onde (n;) ~ 10?*). Este

varidveis estatisticas por suas médias, validando a abordagem termodinamica cléssica para o

estudo de sistemas em equilibrio quimico.
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6.1.6 Expansao do Virial para Gases Imperfeitos Classicos

O Ensemble Gran-Canoénico fornece uma estrutura elegante e eficiente para o estudo de
gases imperfeitos (ou reais), onde as interagdes interparticulas ndo podem ser desprezadas. A
aplicagao direta leva & Expansao do Virial, que expressa a equacao de estado do gas como

uma série de poténcias da densidade.

Funcao de Particao Gran-Canénica Geral Para um géis com interacoes, a func¢ao de
particao candnica Zx nao ¢é trivial. No entanto, a funcao de partigdo gran-canonica é sempre

definida em termos de Zy:

onde z = eP* ¢ a atividade.

Funcao de Particao Canénica com Interacoes Para o gas imperfeito, Zy é geralmente

escrita como: )
N = NIAN Qn

onde A é o comprimento de onda térmico de de Broglie, e Qy é a integral de configuragao,

que inclui as interagoes:

Qn = /d3r1 . dPryexp[-BU(ry,...,tN)].

U é a energia potencial de interagao entre as N particulas.

Funcao de Particao Gran-Canoénica em Termos de Coeficientes Substituindo Zy na

_ %) o0 1 N
== " (N'A3NQN> N NZOM (%) v

expressao de Z=:

Para simplificar a notagao, define-se y = 2/A3. A expansio da pressio P em termos de y (ou

z) é dada pela relagao termodinamica fundamental:

i NQN

N:

[I]

5P:

E conveniente introduzir os coeficientes do cluster b;, que dependem apenas da temperatura:

/ /Z (kal>dr1 d’r;,

clusters j \ k>l

165



6. Ensemble Gran-Candnico

onde fi; = e Purer) — 1 6 a fungido de Mayer e u é o potencial de interacdo par. Com esses

coeficientes, a pressao € escrita como uma série de poténcias em termos da atividade z:

BP = Z b’ (Expansdo de Pressio).
j=1

A Expansao do Virial A Expansao do Virial é a série de poténcias da pressao em termos

da densidade numérica p = (N)/V. A densidade média p ¢ dada por:

1 Z@lnE _Zﬁ(ﬁP)
P=y 0z T,V_ 0z

Derivando a expansao de pressao em relacao a z:

p= zijbjzj_l = f:jbjzj.
j=1 J=1

Esta é uma relagao entre p e z. Invertendo esta série (um processo nao trivial) para expressar

z em termos de p e substituindo de volta na série da pressao, obtemos a Expansao do Virial:

P
k?BTp

=1+ Bo(T)p+ Bs(T)p* + ...

Os coeficientes B;(T) sao os Coeficientes do Virial, que sao relacionados aos coeficientes do

cluster b;:

Bs(T) = 4b; — 2b3

A Expansao do Virial é o padrao ouro para descrever a equacao de estado de gases reais. O
formalismo Gran-Candnico é essencial porque separa a dificuldade matemética do problema.
A dificuldade das interagoes (contidas em () e nos coeficientes b;) é separada da dificuldade
das somas sobre o numero de particulas. O Ensemble Gran-Canoénico permite que a pressao
seja expressa elegantemente como uma série em fungao da atividade z, facilitando a posterior

transicao para a expansao em termos da densidade p.
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Capitulo 7
Conceitos Basicos

Neste capitulo, introduzimos os conceitos fundamentais que distinguem a mecanica estatistica
quantica da sua contraparte classica. A formulacao quantica parte da descricao probabilistica
da mecanica quantica — onde os estados sao representados por vetores ou operadores no
espago de Hilbert, e os observaveis por operadores hermitianos — e a estende para sistemas
em equilibrio térmico. Estabeleceremos aqui a base conceitual e matematica que permitiré
compreender, nos capitulos seguintes, o comportamento de sistemas de particulas indistinguiveis,

como os gases de Fermi e Bose.

7.1 Estados e Operadores

Na mecénica quéntica, a descricao completa de um sistema fisico é feita em um espago de
Hilbert #, que é um espago vetorial complexo dotado de um produto interno (¢|1)). Os estados
fisicos do sistema sao representados por vetores normalizados de H, enquanto as observdveis
fisicas sao operadores lineares e hermitianos definidos sobre esse espaco. Essa estrutura
formaliza o principio da superposi¢ao e introduz uma natureza probabilistica fundamental as

medicoes.

Estados puros e mistos

Um estado puro é representado por um vetor normalizado [¢)) € H, satisfazendo

(Yl) = 1.

Esse vetor contém a informagdao méxima que se pode obter sobre o sistema — qualquer

observavel A tem valor médio dado por
(A) = ([ AJp).

Contudo, em sistemas estatisticos, frequentemente nao conhecemos o estado puro exato do

sistema. Em vez disso, o sistema estd em uma mistura probabilistica de diferentes estados
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puros. Tal situagao é descrita por um estado misto, formalizado por meio do operador

densidade (ou matriz densidade):

ﬁ:ZPi i) (Wil pi = 0, sz':l-

Esse operador codifica uma distribuicao estatistica de probabilidades p; sobre os possiveis
estados quénticos |¢;).

O operador densidade é hermitiano e positivo semi-definido (p > 0), e possui trago unitério:
Tr(p) = 1.

Além disso, estados puros sao casos particulares de estados mistos, correspondendo a operadores

projetores:

P =p.

J4 para estados genuinamente mistos, p? # p.

Valores médios e o traco

O valor médio (esperado) de um observavel A em um estado arbitrario descrito por p ¢ definido

como

(A) = Tr(p A),

onde o trago é a soma das diagonais da matriz que representa o operador na base de estados

ortonormal escolhida:

Te(X) = ) (¢nlX[00n)-

n
Essa forma é independente da base utilizada e garante consisténcia probabilistica. Para um

estado puro, substituindo p = |1) (1|, recuperamos a expressao usual:

(A) = (vl Alp).

Operador Hamiltoniano

O Hamiltoniano quantico H é o operador hermitiano associado a energia total do sistema.

Ele determina a evolucao temporal via a equacao de Schrodinger:

0 A
h—|(t)) = H|w(t)).
i 0(0)) = A0 (1)
A resolugao do problema espectral
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fornece os autovalores F,, (niveis de energia permitidos) e os autovetores |¢,) (estados estacio-

narios). A base {|¢,)} forma um conjunto completo ortonormal em H:

Essa decomposicao espectral sera a base para a formulacao quantica da funcao de particao e

das médias termodinamicas.

7.2 Densidade de Estados

A densidade de estados (DOS) é uma func¢ao que expressa quantos estados quanticos existem
por unidade de energia. Ela fornece a ponte entre a descrigdo microscopica (niveis discretos) e

a descrigdo macroscopica (quantidades termodindmicas continuas). Formalmente, define-se:

AUE) =) (E - E,),

onde a soma percorre todos os autovalores de energia F,, do Hamiltoniano. Assim, a quantidade
de estados em um intervalo infinitesimal [E, E + dE] é Q(E) dE.

Propriedades e interpretacao

A fungao Q(F) mede a “densidade” do espectro de energia. Em sistemas com poucos graus de
liberdade, ela é composta por deltas de Dirac, refletindo o carater discreto do espectro. Para
sistemas macroscopicos (N > 1), o espagamento entre niveis torna-se extremamente pequeno,

e Q(F) pode ser tratada como uma fungao continua e suave.

Aproximacao semiclassica

Em sistemas com muitos graus de liberdade, podemos aproximar a soma discreta sobre os

niveis quanticos por uma integral no espago de fases classico:

1

Q(E) ~ NN

/ J(E — H(a,p)) &>V qd*"p,

onde H(q,p) é o Hamiltoniano cléssico, h é a constante de Planck e o fator 1/N! corrige a
contagem de particulas indistinguiveis. Essa expressao mostra como a DOS quéantica se reduz
a contagem classica de microestados, ponderada por volumes minimos de tamanho h*" no

espago de fases — ilustrando a correspondéncia entre as duas teorias.
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Relagao com a funcao de particao

A funcao de partigdo candnica quéntica é definida como

_ —BEn - -
Z(ﬂ)_zn:e E? B—I{?BT

Usando a defini¢ao de 2(FE), podemos reescrever essa soma como uma integral:

Z(B) = /OOO Q(E) e PP dE.

Assim, a funcao de particao é a transformada de Laplace da densidade de estados. Essa

relagao é de importancia central, pois permite:

e calcular Z(f) a partir de Q(E);

e ou, inversamente, reconstruir Q(E) a partir de Z (/) via transformada inversa de Laplace.

A partir de Z(f), obtemos todas as quantidades termodindmicas médias, como energia interna,

entropia e calor especifico, de modo anélogo ao caso cléssico.

7.3 Exemplo: Oscilador Harmoénico Quantico

Para ilustrar esses conceitos, consideremos o oscilador harmonico quantico unidimensional,

um dos sistemas mais fundamentais da fisica. Seu Hamiltoniano é
X 1
H=hv|aa+ 5]
onde @ e a' sdo, respectivamente, os operadores de aniquilacdo e criacdo, que satisfazem
[a,a’] = 1.
Espectro de energia

Os autovalores de energia sao discretos e igualmente espagados:

1
En:hw(n—|—§), n=012...

Cada nivel tem degenerescéncia unitaria. A diferenca constante entre niveis, AF = hw, ¢é

caracteristica da oscilagao harmonica quantica.

Densidade de estados

Formalmente,

o~ Sa(5 - non 1)),

n=0

171



7. Conceitos Bdsicos

Para energias muito maiores que hw (isto é, F > hw), o espagamento entre niveis ¢ pequeno e

podemos aproximar a soma por uma densidade constante:

Essa aproximacao semicontinua corresponde ao limite classico, no qual os niveis de energia sao

praticamente continuos.

Funcao de particao quantica

A soma sobre os estados energéticos da:

Z(B) = Z o Bh(n+1/2) _ ,—Bhw/2 Z (e,gm)n.
n=0 n=0

Como a série é geométrica, resulta

Energia média e limite classico

A energia média é obtida pela relagao termodinamica:

OlnZ
E)=— )
(By = -5
Derivando explicitamente,
(B) = hw n hw
2 P 1

O primeiro termo representa a energia de ponto zero, presente mesmo a 1" = 0, enquanto o

segundo termo descreve a contribuicao térmica associada & ocupacao dos niveis excitados.

No limite de altas temperaturas (kgT > hw, ou Shw < 1), podemos expandir o denominador:
1 1 1

o1 Bhw 2

o que fornece

(E) ~ kT,

recuperando o teorema da equiparticao da energia, segundo o qual cada grau de liberdade
quadrético contribui com kgT/2 para a energia média.

Assim, o oscilador harmonico quantico é um exemplo notavel de como o formalismo quantico
reproduz o comportamento classico no limite térmico apropriado, ao mesmo tempo em que
incorpora efeitos puramente quanticos — como a energia de ponto zero — que nao tém analogo

classico.
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7.4 Ligacao com Ensembles Classicos

A transicao entre a descricao quantica e a classica ocorre em regimes de altas temperaturas,
grandes numeros quanticos ou quando o espagamento médio entre os niveis de energia torna-se
pequeno frente & energia térmica kgT'. Nesses limites, os efeitos da quantizacao tornam-se
despreziveis e o comportamento coletivo do sistema é adequadamente descrito pelas leis da

mecanica estatistica classica.

Limite classico do ensemble candénico

Na mecanica classica, a funcao de particao candnica para um sistema de N particulas idénticas

¢ dada por
v 1 _
Za(T, V. ) = h3N N /6 PHAR) PN g d*Np,

onde H(q,p) é o Hamiltoniano classico, 5 = 1/(kgT), e o fator 1/N! corrige a contagem de

estados indistinguiveis. Por outro lado, na mecéanica quantica, a funcao de particao assume a

forma discreta
Zew(T,V,N) =Y e P,

onde {E,} s@o os autovalores do operador Hamiltoniano H.
Quando o espectro é quase continuo (regime semiclassico), a soma sobre niveis pode ser

aproximada por uma integral continua usando a densidade de estados Q(FE):
S / QE)e PP dE.
0

Substituindo a expressao semiclassica da densidade de estados,

1
Q(E) ~ W/5(E — H(q,p)) &*Vqd*™p,

recupera-se imediatamente o resultado classico:
un ~ ch-

Esse limite expressa o principio da correspondéncia de Bohr, segundo o qual a teoria

quantica deve reproduzir as previsoes classicas quando os efeitos de A se tornam negligenciaveis.

Correspondéncia entre operadores e funcoes no espaco de fases

Para estabelecer um paralelo formal entre os observaveis quanticos e as variaveis cléssicas,
pode-se associar a cada operador A uma funcao no espaco de fases, como nas transformacoes
de Wigner ou de Weyl. No limite A — 0, o produto de operadores se reduz ao produto comum

de fungdes, e o comutador [A, B] tende ao colchete de Poisson {A, B}, de modo que as médias
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quanticas se aproximam das médias estatisticas classicas:

~ Y 1 3
(A) =Tr(pA) — Z_l/A(q’ p)e BH@P) g3N o @3N,

Distribuicoes de equilibrio: comparacao entre as formulacoes

A estrutura formal das distribui¢oes de equilibrio em ambas as teorias é notavelmente anéloga:

e Distribuicao de Boltzmann classica:

L _
pa(a, p) = 7° AH(ap),
e Distribuicao de Gibbs quéantica:
1 .
N — — 7ﬁH
P=zc

Enquanto a primeira é uma densidade de probabilidade real e positiva no espaco de fases, a
segunda é um operador que codifica probabilidades de ocupacao nos estados quénticos. A
média de um observéavel A(q, p) é, no caso classico, obtida por integragao sobre o espago de
fases, enquanto na formulacao quantica é dada pelo trago Tr(,éfl). No limite semiclassico, a
fungdo de Wigner correspondente & matriz densidade p converge para p.(q, p), estabelecendo

a ponte entre ambas as descrigoes.

Funcao de Wigner e o espago de fases quantico

A funcao de Wigner constitui a ferramenta mais tutil para representar estados quéanticos no

espaco de fases. Ela é definida, para um operador densidade p, como

1 ipy/h Yy
Wi(q,p) = ) /epy/r <q_ 5

Essa funcao real, porém nao positiva definida, pode assumir valores negativos em regioes onde

A~

y
q+ §> dgy.

os efeitos puramente quanticos — como interferéncia e coeréncia — sao significativos. Apesar
disso, suas integrais marginais reproduzem as distribuic¢oes de probabilidade de posicao e de

momento:

/ W(q p) &*p = (alpl), / W(q p) ¢ = (plilp).

e as médias de observéveis assumem a forma
(A) = / W(q, p) Aw(q, p) d*q d’p,

onde Ay, é o simbolo de Wigner associado ao operador A. No limite i — 0, W(q, p) torna-se

positiva e tende exatamente a distribuicao cléassica p.;.
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Neste capitulo, estabelecemos as bases conceituais da mecanica estatistica quantica e sua
conexao com o formalismo classico. Mostramos que os estados fisicos sao descritos por
operadores densidade, que generalizam o conceito cléssico de distribuicao de probabilidade, e
que a densidade de estados conecta diretamente a estrutura espectral microscopica as grandezas
termodindmicas macroscopicas. Através da aproximacao semiclassica e do limite A — 0,
compreende-se de forma natural como a mecénica estatistica cldssica emerge como um caso
limite da teoria quéantica. Esses fundamentos conceituais e matematicos serao essenciais nos
capitulos seguintes, dedicados as estatisticas de Bose—Einstein e Fermi—Dirac, e a4 anédlise de

gases quanticos, condensacao e transicoes de fase em sistemas de muitos corpos.
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Capitulo 8
Estatistica de Bose-Einstein

A estatistica de Bose-Einstein descreve particulas indistinguiveis com spin inteiro, chamadas
boésons, que diferem das particulas férmicas por nao obedecerem ao principio de exclusao
de Pauli. Consequentemente, multiplas particulas podem ocupar simultaneamente o mesmo
estado quantico. Essa propriedade é fundamental para compreender diversos fenémenos fisicos,
como a radiacao do corpo negro, a fisica dos fénons em soélidos, a superfluidez e, especialmente,

a condensacao de Bose-Einstein observada em gases atomicos ultra-frios.

8.1 Distribuicao de Bose

Considere um sistema quantico de particulas bosonicas indistinguiveis em equilibrio térmico,
cujos estados de energia estao discretizados em niveis ¢;. Cada nivel pode conter um nimero
arbitrario de particulas, pois bdsons nao obedecem ao principio de exclusao de Pauli e,
portanto, multiplas particulas podem ocupar o mesmo estado quantico simultaneamente. A
ocupagao média do nivel ¢ é dada pela distribuicao de Bose-Einstein, que pode ser derivada
rigorosamente a partir do formalismo do ensemble gran-canonico, onde a temperatura 7', o
volume V' e o potencial quimico i sao mantidos fixos, enquanto o niimero de particulas e a

energia podem variar.

Deducao da distribuicao de Bose-Einstein

No ensemble gran-canonico, a fun¢ao de particao total do sistema é dada por

_ Z e P2 m‘(Ei*u)’

{n:}

[1]

onde a soma é feita sobre todas as configuragoes possiveis de ocupagao {n;}, com

ni:O,1,2,...,oo,
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8.1. Distribuicdo de Bose

pois nao ha limite para a ocupacgao de estados bosdnicos. Como os estados sao independentes,

a funcao de particao fatoriza-se em um produto sobre os niveis de energia:
o
= — H <Z e—Bm(&—#)) )
7 n; =0
Cada soma geométrica dentro do produto é dada por

o0

e 1
> (e = 1 — e BE—n)

n; =0

desde que a série convir, ou seja, para
e PE <1 = p<e;

Assim, a funcao de particao gran-canoénica do sistema é

— 1
==l

A média do ntmero de particulas ocupando o estado ¢ é obtida pelo valor esperado da ocupagcao

T,

(ny) = l@lnE
i ﬁ a/h, )

onde p; ¢ o potencial quimico associado ao nivel i (no caso, todos iguais a p). Escrevendo

= Zln 1—6 (eim “))

explicitamente,

[I]

Calculando a derivada,

6/857,

a1u s
N (T R g

Multiplicando por 1/,

1
(N) =) {n) = Z eBlem — 1

7 %

Como essa soma é separavel em cada estado, obtemos finalmente a ocupacao média do nivel i:

1

(i) = eBlei—p) — 17

177



8. Estatistica de Bose-Einstein

Condicoes para validade da distribuigao

Para que a ocupacao média seja finita, o denominador da expressao nao pode se anular, o que

implica a condigao fundamental para o potencial quimico:

n <o,

onde ¢( é a energia do estado fundamental. Caso contrario, a ocupagao do estado fundamental

diverge, sinalizando o surgimento da condensagao de Bose-Einstein.

Resumo

A distribuicao de Bose-Einstein é, portanto, a distribuicao estatistica que descreve sistemas de
particulas bosonicas indistinguiveis em equilibrio térmico, permitindo a ocupacao arbitraria dos
estados quanticos. Ela difere da distribuicao de Fermi-Dirac, valida para férmions, que impoe
a restricao n; < 1. Em regimes de alta temperatura ou baixa densidade, a distribuicao de Bose
se aproxima da distribuicao classica de Maxwell-Boltzmann, recuperando o comportamento

esperado da fisica cléssica.

Propriedades da distribuicao

e Auséncia de exclusao: Como nao existe restricao na ocupacao dos estados, a média
(n;) pode crescer arbitrariamente, tendendo ao infinito conforme ¢; — p pelo limite
inferior da energia. Isso caracteriza a possibilidade de acumulacao macroscopica de

particulas no estado fundamental.

e Condicionalidade da validade: Para que a ocupacao média seja finita e a distribuigao
bem definida, é necessario que o denominador nunca se anule, o que implica que p < €.
Caso contrério, a ocupacao do estado fundamental diverge, indicando o surgimento da

condensacao.

e Limite classico: Em regime de alta temperatura (kg7 > |e; — p|) ou baixa densidade
((n;) < 1), a distribui¢do de Bose se aproxima da distribuigao classica de Maxwell-

Boltzmann,

(n;) ~ e Plei—m),

recuperando a estatistica cléssica.

8.2 Condensacao de Bose-Einstein

Conceito fisico

A condensagao de Bose-Einstein (CBE) é um fendmeno de transigao de fase quantica que

ocorre quando, abaixo de uma temperatura critica 7., um niimero macroscopico de particulas
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8.2. Condensagao de Bose-Finstein

ocupa o estado fundamental do sistema. Essa acumulacao macroscopica leva a propriedades
coletivas, como coeréncia quantica e superfluidez, que nao podem ser explicadas pela mecéanica

classica.

Equacao de nimero total de particulas

A condicao de equilibrio exige que o nimero total de particulas seja

1
N=>m) = e

i

Para sistemas macroscopicos, com espectro quase continuo, podemos substituir a soma por uma

integral sobre a densidade de estados g(¢), separando a contribui¢ao do estado fundamental
(EQ)Z
N:NO+Nexc:NO+/ Ld&a

e>e0 6’3(8_M) —1

onde
1

NO - @3(50_#) —1

¢ o nimero médio de particulas no estado fundamental, e

g9(¢)
New= | =2 g
e [>€0 G’B(E_M) —1 <

é o namero médio de particulas nos estados excitados.

Temperatura critica e limite y — &g

No limite em que a temperatura se aproxima do ponto critico 7" — T, pela redugao do valor de
|4 para p — €p, 0 nimero méximo de particulas que pode ser distribuido nos estados excitados
é dado por

NmE iy MQ_L))ds.
n—eq Je>eq evieTh _1

Para um gas ideal tridimensional, sem potenciais externos, de particulas de massa m em volume

V', a densidade de estados é:

0= ()" v

e

Considerando g9 = 0 (definindo o zero da energia no estado fundamental), temos

< g(e) 2rmksT\*? (3
Nmax — d — I — —
exc /0' ohe _ 1 9 Vv < 12 C 9/

onde ((s) ¢ a fungao zeta de Riemann e ((3/2) ~ 2.612.
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8. Estatistica de Bose-Einstein

Definicao da temperatura critica

A temperatura critica T, é definida pela condi¢ao que o niimero total de particulas coincide

com o nimero maximo de particulas nos estados excitados:

27 h? N \*?
N = Nmax Tc s TC — .

Para temperaturas T' < T, nao é possivel acomodar todas as particulas nos estados excitados,

e a diferenca é entao condensada no estado fundamental:

NO =N — Nexc(T)a

B 2rmkgT 3/2 3
NexC(T) =V (T) C (5) .

Fracoes condensada e excitada

com

O namero de particulas no estado condensado abaixo da temperatura critica é

enquanto o nimero nas particulas excitadas é

)

Resumo e comentarios

e A condensacao de Bose-Einstein é um fendémeno coletivo, originado da estatistica quéntica
dos bosons e da macica ocupagao do estado fundamental a temperaturas suficientemente

baixas.

e A aproximagao do gas ideal é valida para gases muito diluidos, onde as interacoes entre
particulas podem ser desprezadas. Em gases reais, interagoes e potenciais externos

modificam a temperatura critica e as propriedades da condensacao.

e O fenomeno da CBE foi previsto teoricamente na década de 1920 por Satyendra Nath
Bose e Albert Einstein, e observado experimentalmente somente em 1995 em gases
atomicos ultrafrios, abrindo caminho para uma nova area de pesquisa em fisica da

matéria condensada e 6ptica quantica.
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8.3 Exemplos: fé6tons, fonons e Atomos frios

A estatistica de Bose-Einstein tem uma vasta gama de aplicacoes fisicas. A seguir, discutimos

trés exemplos fundamentais que ilustram a importancia pratica e tedrica dessa estatistica.

8.3.1 Fotons

Os fotons sao particulas bosonicas sem massa e com spin 1, responsaveis pela radiacao
eletromagnética. Uma caracteristica crucial é que o numero total de f6tons nao € conservado

— eles podem ser criados e destruidos, por exemplo, na emissao e absor¢ao de radiagao.

Potencial quimico dos fétons Devido & nao conservagao do niimero de fétons, o potencial

quimico é necessariamente nulo:
pw=0.
Isso implica que a distribui¢ao de ocupagao dos modos de campo é dada pela distribuicao de

Bose-FEinstein com p = 0,
1

<nk> = eﬁhwk _ 1’

onde hwy € a energia do féton no modo k.

Lei de Planck da radiagao do corpo negro A energia média por unidade de volume e

por unidade de frequéncia na radiagao térmica do corpo negro é

8mhi3 1
B ehv/(kpT) _ |

u(v,T) =

que ¢é obtida integrando a energia de cada modo, ponderada pela ocupagao média (ny), e levando
em conta a densidade de estados por frequéncia para fétons em cavidades tridimensionais.

Derivagao esquemdtica:
e O namero de modos de fétons por unidade de volume com frequéncias entre v e v + dv é

2
g(v)dv = ST dv.

3

e A energia média por modo é (¢) = hv(n,).

e Multiplicando, obtemos a densidade espectral de energia

8mhy? 1
uw(v,T)dv = g(v)(e)dv = 3 ehv/(ksT) _ 1dV'

Essa formula, conhecida como lei de Planck, foi um marco na fisica, combinando mecéanica

quantica e estatistica.
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8.3.2 Fonons

Fonons sao as quantizagoes dos modos normais de vibragao do reticulo cristalino em sélidos.
Como bosons, os fonons também obedecem a estatistica de Bose-Einstein, mas diferentemente
dos fotons, o namero total de fénons nao é conservado — eles podem ser criados e destruidos

por interagoes no solido. A ocupagao média dos modos vibracionais é dada por

1
() = G — 1

onde wy é a frequéncia do modo k.
Calor especifico e modelo de Debye O calor especifico de solidos em baixas temperaturas

é explicado pela distribuigao de fonons através do modelo de Debye. A energia interna total

dos fonons é

U= Zhwk<nk>

No limite de grandes sistemas, essa soma é substituida por uma integral usando a densidade
de estados fondnica, e a temperatura critica do comportamento térmico pode ser obtida. O

modelo de Debye prevé que o calor especifico varia como
3
CV x T s

para temperaturas baixas, em excelente acordo com experimentos.

8.3.3 Gases de atomos frios bosonicos

Avangos experimentais desde a década de 1990 possibilitaram o resfriamento de gases atomicos
bosonicos a temperaturas da ordem do nano-Kelvin, permitindo a observacao direta da

condensacao de Bose-Einstein (CBE).

Caracteristicas dos gases condensados

e Ao reduzir a temperatura abaixo da temperatura critica T,., uma fracao macroscopica dos
atomos ocupa o estado fundamental, manifestando propriedades quéanticas macroscopicas

como coeréncia e superfluidez.

e Esses gases sao confinados em potenciais magnéticos ou Opticos, e suas propriedades sao
estudadas experimentalmente e teoricamente com base no formalismo da estatistica de

Bose e na equacao de Gross-Pitaevskii para o estado condensado.

e A flexibilidade experimental desses sistemas permite explorar transicoes quanticas, inter-

feréncia entre condensados, dindmica de vortices e efeitos de interacao entre particulas.

Esses exemplos ilustram a abrangéncia da estatistica de Bose-Einstein:
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e Os fotons representam um sistema bosdnico sem conservacao de particulas, com distri-

buigao especial (1 = 0) e cuja estatistica leva a famosa lei de Planck.

e Os féonons sao excitagoes bosonicas em soélidos, explicando propriedades térmicas dos

materiais.

e Os gases de dtomos frios demonstram experimentalmente a condensacao de Bose,

fendmeno coletivo diretamente previsto pela estatistica de Bose-Einstein.

Esse formalismo é fundamental para a compreensao e descricao de fenémenos quénticos
coletivos em sistemas macroscopicos, constituindo uma das bases da fisica moderna da matéria

condensada e da Optica quantica.

8.3.4 Analise Dimensional e Propriedades Termodinamicas da con-

densacao de Bose-Einstein

Como ja debatemos anteriormente, a condensacao de Bose-Einstein (CBE) é um fendémeno
quantico em que um nimero significativo de bdésons ocupa o estado de mais baixa energia
(estado fundamental) quando o sistema é resfriado abaixo de uma temperatura critica T.. A
anélise da ocorréncia da CBE e suas propriedades termodindmicas dependem fundamentalmente
da dimensao do espaco d e das relagoes integrais que descrevem o ntmero total de particulas
N e a energia interna U. A expressao geral para o nimero total de particulas N de um gas de

bosons, em termos da densidade de estados D(e), ¢ dada por:

* Dl
N = Ny +/0 mds

onde Ny é o numero de particulas no estado fundamental, 5 = 1/(kgT) e pu é o potencial
quimico.
Para um gés ideal de bésons de massa m em um volume V' na dimensao d, a densidade de

estados para particulas ndo relativisticas (¢ = p?/2m) é proporcional a %271

D(e)de = CuVe™? e

onde C; é uma constante que depende de m e h.
Na condensagao, o potencial quimico p se aproxima de zero (x — 0), mas permanece nao

positivo (u < 0).

Inexisténcia de Condensacao em 1D e 2D

A condensagao de Bose-Einstein ocorre quando o potencial quimico p é fixadoem p=0¢€ o
numero de particulas nos estados excitados Ney. ¢ menor que o nimero total N. O excesso de
particulas, N — Ng., forma o condensado Ny. A condicao para a existéncia da CBE é que o

numero maximo de particulas excitadas, obtido para p = 0, seja finito e menor que N.
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8. Estatistica de Bose-Einstein

O ntmero de particulas nos estados excitados (Ne.) para u = 0 é dado por:

) oV d/2—1
N [T EEE e
o eF—1

Analisamos o comportamento da integral para ¢ — 0. Para a integral convergir, o integrando
deve ter um comportamento x €“ com a > —1 na vizinhanca de ¢ = 0. O termo (eﬂ5 — 1)
comporta-se como fe para € — 0. Assim, o integrando se comporta como:

cd/2-1
fle) x —— x ¢

Be

d/2-2 para e — 0

A integral converge se o expoente a = d/2 —2 > —1, ou seja, d/2 > 1, ou d > 2.

d =1: O expoente ¢ d/2 -2 =1/2—-2 = —3/2. Como —3/2 < —1, a integral diverge para
w=0.

exc

b
DX / e 32de — o0
0

d =2: Oexpoente ¢ d/2 —2=2/2—-2=—1. Como —1 < —1, a integral diverge para p = 0.

NDAX o /6 e tde — o0
0

Em d =1 e d =2, a integral para N diverge (ou converge para co) quando pu — 0. Isso

significa que mesmo no limite de u = 0, os estados excitados podem acomodar um numero

infinito de particulas. Assim, nunca ha particulas suficientes para forcar um excesso no estado

fundamental, e o potencial quimico p sempre pode ser ajustado para acomodar todas as

particulas nos estados excitados (u # 0). Portanto, a condensagao de Bose-Einstein nao ocorre

em dimensoes d < 2 para um gés ideal de bosons.

Temperatura Critica em 3D

Em d = 3, a integral para N converge. A condensacao ocorre quando o niimero de particulas
nos estados excitados, Ny, atinge seu valor maximo, N4 que é igual ao nimero total de

exc

particulas IN. Isso define a temperatura critica T,.

Em d = 3, a densidade de estados ¢ D(e)de = %5”2&5. A expressao para N no ponto

de condensagao (u = 0) é:

) 3/2 &) 1/2
N = Néﬁ?x — VL/ 6—d€

onde 8. = 1/(kgT,).

Fazendo a substitui¢ao = = f.¢, temos € = z/f. e de = dz/[3..

N Vm3/2 1\%/2 [ 2172 ;
212023 \ B, 0o e*—1 *
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A integral é relacionada a fungao zeta de Riemann, ((s), e & fun¢ao gama, I'(s):

/OOO efs_ll dz = T(5)C(s)

Para s = 3/2, temos [~ %dx = TI'(3/2)¢(3/2). Como I'(3/2) = 1/2T'(1/2) = /7/2, a
integral ¢é ‘/TEC(3/2)

Substituindo de volta:

V32 (kgT\** /7
N_21/27r2h3( h ) 5 ¢B/2)

Reordenando para isolar 7.:

a0 N2V2mR 2
©Vom mEP3/2)
A2h3 23/2:3/2 3

T3/2 _ —
c =" 1/2y,3/21.3/2 P ETP
VarPmdlkgTC(3/2)  m3lkyT((3/2)

Elevando ambos os lados & poténcia 2/3:

2/3
(. 93/2.:3/23 / B n2/3 (2%)712
‘ m3/2k2C(3/2) mhkp((3/2)%?

2 h? n 2/3
ﬂ:m@(me

Fracoes Condensada e Excitada

Para temperaturas T' < T, o potencial quimico é u = 0. O numero total de particulas N é

fixo, mas é dividido entre o condensado Ny e os estados excitados Ney.:
N = Ny + Nex(T)

Nexe(T) é dado pela mesma integral do item 9, mas com § = 1/(kgT') em vez de [,

Vvmd?2 (kgT\** /=
Nexc(T):zl/zﬂh?’( L ) T3 3/

Do item 9, temos N2 = N para T = T,:

exc

=Stz \ g ~5¢(3/2)

N Vm® (kBTc)3/2ﬁ
2
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8. Estatistica de Bose-Einstein

Comparando as duas expressoes, a razdo Nex.(T)/N é:

T

Ne)}if(T) B ((:%T);/Z B (T)3/2

h

A fragao de particulas no estado fundamental, Ny/N, é:

NO o N — Nexc<T) 1 Nexc(T)

Energia Interna Abaixo de T,

A energia interna U de um gés de bosons é dada pela integral:

U:/OOO =D(e) de

efe —1

Para T' < Ty, temos y = 0. Em d = 3, com D(e)de = C3Ve'/%de:

0 83/2
= d
U CgV/O oBe _ 1 9

Usando a substitui¢ao z = fe (¢ = z/3, de = dz /), temos:

1 5/2 00 {L'3/2
p— - d
U Ogv <ﬂ> /O o — 1 xr

Usando a relag@o integral com a fungao zeta e gama para s = 5/2:

00 l’3/2
/0 L =T(5/2)(5/2)
Como T'(5/2) = 3/21'(3/2) = 3/2(v/7/2) = 3/7/4:

U= CsV (kgT)"? %g(m)

m3/2
21/2 7273

A constante C5 é C3 =

Vm3/2 5/2 3ﬁ
U= 12373 (kgT) TC(5/2)

Podemos reescrever U usando a expressao para N:

Vm3/2 (kBTc)g/Q ﬁ§(3/2)

N= 212723 2
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Isolando o termo comum:
Vim3/? N 2

212123 (kpT.)3/% /m((3/2)

Substituindo esta expressao em U':

= |vaiarm) o7
U= Vit s L
-
- (r)

Este resultado mostra que a energia interna abaixo de T, é proporcional a T°/2.

8.3.5 Expansao em Baixas Temperaturas e Propriedades Criticas da

Condensacao

Continuamos a anélise das propriedades termodinamicas do gas ideal de boésons, focando
no regime de baixas temperaturas (7' < T,) e nas propriedades criticas na temperatura de

condensacao T..

Calor Especifico Abaixo de T,

O calor especifico a volume constante, C'y/, é definido como a derivada da energia interna U em

oU
Cv= (a—T)V

No Item 11, determinamos a expressao para a energia interna U abaixo da temperatura critica
T. (onde p = 0):
3 5/2) (T\**
U= NkBTC( /2) ( >

S 2 ¢(3/2) \T.

Podemos reescrever U agrupando as constantes:

3NS5/ e
V= [2 T c<3/2>] !

relagao a temperatura 7'

onde o termo entre colchetes é uma constante independente de 7.

Derivando U em relagao a T"

0
Cy = Fa (Constante X T5/2)
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8. Estatistica de Bose-Einstein

5
Cy = Constante x §T5/2_1

 [3Nkp((5/2)] 5,
v = {5 T c<3/2>] T

O calor especifico a volume constante, para T' < T, é:

15 C(5/2) (7@)/

=TGR

Portanto, mostramos que o calor especifico abaixo de T, é proporcional a T°/2:
CV 0.8 T3/ 2

Este comportamento contrasta com o calor especifico de fénons em um sélido (que é oc 7% em

baixas temperaturas) ou com o de férmions livres (que é o< T').

Descontinuidade em C',

Para mostrar que C'y, apresenta uma descontinuidade em 7" = T, precisamos calcular o calor

especifico no ponto T, a partir dos dois regimes: T'— T, (abaixo) e T — T.” (acima).

Regime 7" — T, (Abaixo de 7.) Usando a expressao do Item 12:

Cy(T,)= lim [EN]CBC(E)/Z) <£)3/2

7 ror | 4 ((3/2) \T.

Em T = T,, o termo (T/T,)%/? = 1, ento:

Cu(T) = DNk SE/2)

oA B))
Numerando as constantes, ((3/2) ~ 2.612 e ((5/2) ~ 1.341.

_ 15 1.341

~ 1.926 Nkp

Regime T" — T." (Acima de T.) Para T > T, todo o gas esta nos estados excitados,
No=0,e u <0. Nege = N e a expressao para N é:

Vm3/?

N = 91/2721;3

(kpT)*? g3/2(—Bu)
onde g3/5(2) ¢ a funcao de Bose-Einstein com z = eP#. A energia interna U para T > T, é:

U — §kBT95/2(_5H)

2 93/2(—5#)]\7

188



8.8. Exemplos: fotons, fonons e dtomos frios

Em T = T, o potencial quimico y — 0, o que implica gs3/2(—Bp) — g3/2(1) = ((3/2) e
gs/2(=Bu) = gsp2(1) = ((5/2). Assim, U(T.") = U(T").

O calor especifico é:

_ (U _ 9 (3 M)
Cv = <@T)V - ar (QNkBTQS/Q(—ﬂll)

Em T =T, =0, mas u varia com T para T > T,. A derivada deve ser cuidadosamente

avaliada e resulta em:
15¢(5/2)  9¢(3/2)
Taor o) M

Cv(T) = {
A fungao ((1/2) é ((1/2) =~ —1.460.

9 2.612
Cy(TF) ~ [1.926 =

: _1'460} Nkp = (1.926 + 4.032) Nkp

Comparando os resultados:
Cv(Tci) ~ 1.926 N]fB

Cy(TH) ~ 5.958 Nk

Como Cy(T.) # Cy(T.F), o calor especifico Cy apresenta uma descontinuidade em 7" = T...

Transi¢gao de Fase de Segunda Ordem A descontinuidade finita (salto) no calor especifico
indica que a transigao de fase de Bose-Einstein é de segunda ordem (ou lambda), de acordo com
a classificacdo de Ehrenfest, pois a primeira derivada da energia livre de Gibbs (S = —(0G/9T)p,
volume V = (0G/OP)r) é continua, mas a segunda derivada (Cp = —T(9?°G/0T?)p) ¢é

descontinua.

14. Compressibilidade Isotérmica

A compressibilidade isotérmica kp é definida por:

"~ v\er),

Usando a relacao termodinamica de Maxwell para o Gas Ideal, PV = — (onde 2 é o potencial
termodinamico de grande canoénico), e a relagdo P = —(9Q/0V )1, temos, a partir da lei dos

gases ideais de bosons, PV = %U .

Uma abordagem mais simples, mas igualmente valida, ¢ usar a identidade:

o — V(N
TN Lo TV
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8. Estatistica de Bose-Einstein

Para o niimero de particulas N em d = 3:
N = Ny + Nexe = No + CV (kpT)*?g3/5(—Bp)

onde C' é a constante que agrupa m e h.
Para a condensagao ocorrer, 1 — 0 no limite. A condensagao é um processo em que o

condensado (/Ny) atua como um reservatorio de particulas.

Comportamento da Derivada Para T' < T, o potencial quimico u é fixo em zero (u = 0).

(&), = (5, (%)
op TV op TV op TV

Se i = 0 é fixo (constante), a derivada (%—f) torna-se complexa, pois y nao varia com V.

No limite de 4 — 07, a derivada de Ngy. é:

aNexc a ( B ) 1 0
X — - X ——5 para
B 8,ug3/2 2 YE p K

Mais precisamente, usando a expansao da fungao g,(z):

) ON
lim { — x lim ——>oo

pn—0— ,/

Portanto, a compressibilidade isotérmica diverge quando p — 0:

lim lim l 8_]\7 —
pn—0— = pn—0— N2 3u e

Interpretagao Fisica A divergéncia da compressibilidade isotérmica kp em T' < T, significa
que, uma vez que a condensacao ocorre (= 0 fixo), a pressao P torna-se independente do

volume V' (em sistemas de volume infinito).

oy — L (OV
"~ v\er),
opP

Se kK — 00, entao (W)T — 0. Isso implica que a pressao é constante.

Fisicamente, abaixo de T, a pressao é determinada unicamente pela componente excitada,
P o (T/T,)%?. Se tentarmos comprimir o sistema (OV < 0), o tinico efeito ¢ transferir mais
particulas dos estados excitados para o condensado (o p = 0 garante que o nimero de particulas
excitadas permanece fixo e independente do volume). O condensado, por ser um reservatorio,
absorve esse excesso sem alterar a pressao, mantendo 0P/0V = 0.

Essa divergéncia ¢ uma patologia do gas de bosons ideal. Em bosons interagentes (como
o Hélio-4 superfluido), a compressibilidade ¢é finita e pequena. A k7 — 0o no modelo ideal

indica que o sistema é extremamente "macio"e facilmente comprimivel sem resisténcia, o que
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nao reflete a realidade de um superfluido.
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Capitulo 9
Estatistica de Fermi-Dirac

A estatistica de Fermi-Dirac descreve particulas quanticas de spin semi-inteiro (férmions) que
obedecem ao principio de exclusao de Pauli, ou seja, nao pode haver mais de uma particula
ocupando o mesmo estado quantico. FEssa estatistica ¢ fundamental para compreender o

comportamento de elétrons em metais, neutrinos, prétons, néutrons e outros férmions.

9.1 Distribuicao de Fermi

A ocupacao média do nivel ¢ com energia ¢; para particulas férmions em equilibrio térmico é

dada pela distribui¢ao de Fermi-Dirac:

1
(i) = eBlei—n) £ 1’
onde
3 1 . tencial quimi
=—— e ¢ o potencial quimico.
knT % p q

Caracteristicas da distribuicao

e Para T' = 0, a distribuicao torna-se uma funcao degrau:

17
(n;) =

Oa € > €r,

g < | =€p,

onde er ¢ a energia de Fermi.

e Para temperaturas baixas (1" < Tr), a distribuigao apresenta uma transigao suave em

torno de ep.

e A ocupacao maxima de cada estado é 1, devido ao principio de exclusao de Pauli.
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9.2. Gas de elétrons livres

9.2 Gas de elétrons livres

Modelo do gas de elétrons

Consideramos um gas ideal de elétrons, nao interagentes, em um volume V. Cada elétron é

descrito por um estado quéantico com energia:

h?k?

Y

2m

onde k é o vetor de onda.

A densidade de estados por unidade de energia, para particulas em trés dimensoes, é:

o(c) = (2m>3/2 VE.

2r2 \ h2

Numero total de elétrons e energia

O numero total de particulas é:

v-| " 9o n(e))de = / R

e—p) 4+ 1

A energia total do sistema é:

E = /OOO eg(e)(n(e))de.

Temperatura zero

No limite T" — 0, o potencial quimico coincide com a energia de Fermi er. O namero de

particulas define a energia de Fermi:

A integral resulta em:



9. Estatistica de Fermi-Dirac

9.3 metails e estrelas anas brancas

Metais

Os elétrons de valéncia nos metais podem ser aproximados como um gés de férmions livres. A
estatistica de Fermi-Dirac é fundamental para explicar diversas propriedades eletronicas nos

metais, tais como:

e Condutividade elétrica e térmica: A presenca de elétrons degenerados proximos ao
nivel de Fermi determina a resposta do sistema a campos elétricos e gradientes térmicos,
explicando a condutividade elétrica finita e a lei de Wiedemann-Franz que relaciona

condutividade térmica e elétrica.

e Calor especifico eletronico: Em temperaturas muito baixas, apenas os elétrons
proximos a energia de Fermi e podem ser excitados termicamente, pois estados mais
profundos estao bloqueados pelo principio de exclusao de Pauli. Essa restricao reduz
significativamente o nimero de elétrons que contribuem para o calor especifico, levando a
relagao

CV ox T.

Demonstracao esquemdtica:

— O namero de elétrons excitados a uma temperatura 7' é da ordem de ~ kgT'/ep.
— A energia média por elétron excitado é ~ kgT.

— Portanto, a energia térmica armazenada é proporcional a

kT T2
Etérmica ~ N X ZB X kBT = Nk%—
EF EF

— O calor especifico é a derivada da energia térmica em relagao a temperatura:

o aE1térrnica

Cv oT

ox T.

e Pressao eletronica (pressao de degenerescéncia): Mesmo a temperaturas proximas
do zero absoluto, a pressao exercida pelo gas de elétrons nao desaparece, devido a exclusao
de Pauli que impede a compressao ilimitada dos estados eletronicos. Essa pressao é
essencial para a estabilidade da estrutura eletronica dos metais e tem papel fundamental

na fisica de corpos compactos, como estrelas anas brancas.

A pressao degenerada no zero absoluto pode ser calculada a partir da energia total do

p__ (98 _2N
~\av), v
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Estrelas anas brancas

Em astrofisica, as estrelas anas brancas sao objetos compactos formados principalmente por
matéria degenerada, onde a pressao de degenerescéncia dos elétrons descrita pela estatistica de

Fermi-Dirac é fundamental para evitar o colapso gravitacional.

Pressao degenerada dos elétrons

A pressao degenerada resulta diretamente do principio de exclusao de Pauli: em um gas de
férmions (elétrons) a temperatura muito baixa, todos os estados de energia abaixo da energia
de Fermi e ficam ocupados e os elétrons nao podem se condensar para estados de energia
mais baixa; assim surge uma pressao mesmo na auséncia de agitacao térmica. Nesta segao
apresentamos a deducao completa — desde a contagem de estados em k-espago até as formulas

nao-relativistica, relativistica e a expressao geral valida para todo regime.

1. Contagem de estados em k-espago Considere particulas livres em um caixa de volume
V' com condigbes de contorno periddicas. Cada estado de onda é associado a um vetor de
onda k e ocupa um volume elementar (277)3/V em k-espago. Incluindo degenerescéncia de spin

gs = 2, o nimero de estados com moédulo de onda menor que k é

Vo dnk® VEP
(2m)3 3 32’

N(k) = gs

O ntmero de estados num intervalo dk é, portanto,

AN = 212 dk.
™

Para passar a densidade de estados por energia g(¢) de fazemos a mudanga de variavel apropriada

usando a relagao entre ¢ e k.

21.2 h2k’2

) Da relagao e = temos

2. Caso nao-relativistico (energia cinética ¢ =

2me m 1 1 /m

Substituindo em dN obtemos a densidade de estados por energia (contando o fator V):

g(g) d€ = ka dk = — ﬁ

272

1% vV /om\*?
(m) Ve de.

Esta é a expressao usada comumente em 3D.
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9. Estatistica de Fermi-Dirac

3. Energia total e relagao com €r No zero térmico todos os estados até er estao ocupados,

logo a energia total é

2
A integral da 555F/ 2, de modo que
_ V(2N 25, 3
T oom? \ 2 50 5l
onde usamos a relagao entre N e ep (ver abaixo). Note também a identidade tutil

E 3
— = —NEp.

| -

4. Relagao entre densidade e e O nimero de elétrons por volume n = N/V é

€ /2 3/2
F g(e) 1 /2m\°® /F 12 1 [2m
- g — (22 de = :
" /0 v C T e\ ; ST\t

Isto é normalmente escrito em termos do nimero de onda de Fermi kr como

W2k% B2

kp=(@3mn)'? ep= 2m  2m

(3 n)2/3

5. Pressao degenerada — via derivada termodinamica A pressao a 7'~ 0 é obtida de

oF
P—‘(W>N

Com E = %Ne?p ¢ ep x n?3 o< V2/3 verifica-se

2
P=- .
57’L€F

Usando a expressao de e obtemos a forma final (ndo-relativistica)

h?
PNR 5m (37T )2/3 5/3

Uma alternativa rapida é usar a identidade P = %(E /V') valida para particulas nao-relativisticas

livres; usando E/V = %nep recupera-se a mesma expressao.
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6. Caso ultra-relativistico (¢ ~ pc) Para particulas ultra-relativisticas e(p) = pc. A
contagem de estados em fungao de p da (novamente com g, = 2)
Ve?
g(e)de = ——— de.

m2h3c3
Calculando a energia e a pressao (usar P = $E/V para particulas ultra-relativisticas) obtém-se

4 4
Ep Ep

eh 1 _
©34m2h3¢3 1272h3e3

4m2h3c3

E/V = Pur

1/3

Como ep = hic(372n)/3, isto conduz a lei de poténcia

PUR — % (371'2)1/3 n4/3'

Assim, nos dois limites:

PNROCH5/3, PUROCH4/3.

7. Expressao geral (todos os regimes) — féormula em termos de pr Defina o momento

de Fermi pr = hkr e a quantidade adimensional

_ Dbr
.ZL‘:—.
mec

A densidade de elétrons é 5
_ _Pr_
3m2h3’
e a pressao degenerada no zero absoluto pode ser escrita em forma fechada (integracao explicita

do termo cinético)

micd

YT

[x(?xQ —3)V1 4 22+ 3sinh ' 2|,

onde sinh™ z = In (x +v1+ :L‘Q). Esta expressao reduz-se aos limites nao-relativistico (pequeno

x) e ultra-relativistico (grande x) mostrados acima.

8. Equacao de estado polytropica e aplicagao a anas brancas Para relacionar a
pressao a massa volumétrica p introduzimos a média de massa por elétron p, (nimero médio
de unidades de massa atomica por elétron). Aproximando n = p/(ue.m,) (com m, ~ m, a

unidade de massa atdmica), obtemos equagoes de estado polytropicas:

5/3
P (1)
Me ey

he 1 4/3
Pur = Kur p"?, Kuyr = T (37%)/? (M—m> :
eMMyp

Pyr = Knr P5/37 Knr = 5
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Estas correspondem a polytropes com indice nyo, = 3/2 (ndo-rel.) e nyoy = 3 (rel.).

9. Limite de Chandrasekhar — esbogo da dedugao Ao considerar equilibrio hidrostéatico
(forga gravitacional versus pressao degenerada), resolve-se a equacdo de Lane-Emden para o
polytrope apropriado. No regime ultra-relativistico (polytrope n = 3, i.e. P o p*/?) a massa
resultante da solugao nao depende da densidade central: obtém-se um limite maximo de massa
que a pressao degenerada eletronica consegue sustentar — o Limite de Chandrasekhar. Em

termos de constantes fisicas e . a forma padrao é

MCh ~ —2 M@,

e

0 que para composigao tipica com p, ~ 2 da Mcy =~ 1.44 M. (A dedugdo numérica envolve
a constante adimensional da solucao de Lane-Emden para n = 3; aqui mostramos apenas o

resultado final e sua dependéncia em .. )

10. Consequéncias fisicas e comentarios adicionais

e Independéncia da temperatura: Para T < Tr (temperatura de Fermi), corre¢oes
térmicas a pressao degenerada sao da ordem de (kgT/er)? (pela expansao de Sommerfeld),

portanto negligenciaveis para estrelas frias.

. . . o ) ~ 5/31
e Massa—raio: No regime nao-relativistico obtém-se a relacao de escala R ,ue/ M—1/3
(raios diminuem quando a massa aumenta). Quando a estrela se aproxima de Mgy, a

relacao cai e o raio tende a zero na idealizacao de elétrons cada vez mais relativisticos.

e Correcgoes fisicas: Interacoes coulombianas entre particulas, efeitos de rede cristalina
do ion, efeitos finitos de temperatura, e correcoes relativisticas gerais podem modificar
levemente os valores numéricos; além disso, reagoes de captura eletronica (neutronizagao)

em densidades muito altas tornam a matéria favorecida a colapsar a estrela de néutrons.
11. Estimativa numérica ilustrativa Para dar uma ideia de ordens de grandeza: tome
densidade p ~ 10° kgm™3 e pu, = 2. Entao

p
HeTTlp

~3x10% m™3.

n =

Isto leva a um momento de Fermi pr ~ 2 x 10722 kgm/s e uma energia de Fermi do elétron da
ordem de 10° eV (centenas de keV); os elétrons ja estdo em regime transicional (moderadamente
relativisticos), justificando a necessidade de usar a expressao geral apresentada no item 7 para

tratar com precisao o equilibrio da estrela.

Resumo A pressao degenerada dos elétrons é um efeito puramente quantico (Pauli) que

em regimes de alta densidade domina a termodinamica e fornece suporte contra colapso
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gravitacional em anas brancas. Sua dependéncia de n°/3 (ndo-rel.) e n*?3 (rel.) conduz a
existéncia de uma massa maxima estével (Limite de Chandrasekhar); compreender tanto os
limites assintoticos quanto a férmula geral em termos de x = pr/(mc) é essencial para modelar

corretamente anas brancas e a transicao para regimes de estrelas de néutrons.

9.4 Niveis de Landau

Quando elétrons sao submetidos a um campo magnético uniforme B perpendicular a um plano
(digamos, ao eixo z), sua energia cinética se quantiza em niveis discretos chamados niveis de
Landau. Esses niveis sao fundamentais para descrever propriedades magnéticas e de transporte
de elétrons em metais e semicondutores, além de serem essenciais para fendmenos como o efeito

Hall quéantico.

Hamiltoniano e quantizacao

Considere um elétron com carga —e (com e > 0) e massa m em um campo magnético uniforme

B = BZ. O Hamiltoniano é dado por:

onde p = —ihV é o operador momento e A é o potencial vetor tal que V x A = B.

Uma escolha conveniente é o gauge de Landau:
A = (0, Bz,0).

Assim, o Hamiltoniano torna-se

N 1 R R 9 R
H = % [pi—#(py—i—eBx) +p§] .

Resolucao do problema

Note que p, e p, comutam com H, entao podemos tomar estados proprios simultaneos de p, e

A

Pz
ﬁyw - hkyqvb? ﬁzw = hkzw

Fixando esses valores, o Hamiltoniano reduz-se a um oscilador harmonico no eixo x:

~9 2 21.2
. py 1 hk, h°kZ
H=—"—+- — Y
om 2" (x+eB T om
onde
eB
We = —
m
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é a frequéncia ciclotronica.

As solucoes desse Hamiltoniano tém energias quantizadas, dadas por:

1 h2k?
Enk. = hw. [n+=)+ = n=0,1,2,...
i 2 2m

Degenerescéncia dos niveis de Landau

Cada nivel n apresenta degenerescéncia, pois os valores possiveis de k, sao infinitos. No espaco

xy de area A = L,L,, a degenerescéncia ¢ dada por:

B eBA
- 27h

g

Ou seja, para cada nivel n, existem ¢ estados possiveis.

Funcgao de distribuicao e ocupacgao

A ocupagao média dos niveis de Landau para um sistema de elétrons em equilibrio térmico é

dada pela distribui¢ao de Fermi-Dirac:

B 1
(Nnk.) = eBlengz—m) 4 1°

Dado que os niveis sao discretos na direcao perpendicular ao campo e continuos na direcao

z, as somas e integrais devem ser feitas adequadamente:

> L.dk, 1
N=>"yg / e
n=0 -

27 B {mc(nﬂ/zwm %
e

+1

- A quantizacao em niveis de Landau modifica a densidade de estados, alterando propriedades
termodinamicas como energia, magnetizacao e calor especifico. - Em campos magnéticos
muito fortes, a ocupagao dos primeiros niveis de Landau determina fendémenos como o efeito
Hall quantico. - A pressao degenerada dos elétrons em presenca de campo magnético deve
considerar essa quantizacao para descrever sistemas como semicondutores e gases de elétrons
em laboratorio.

Resumo: Os niveis de Landau representam a quantizagao da energia dos elétrons em
campo magnético, com degenerescéncia proporcional ao campo e area do sistema. A ocupacao
desses niveis segue a distribuicao de Fermi-Dirac, essencial para a descricao estatistica e
termodinamica do sistema.

Este capitulo apresentou a estatistica de Fermi-Dirac e suas implicagoes para sistemas de

férmions, com énfase no gas de elétrons livres e suas aplicagoes fisicas fundamentais.
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9.5. Lista de Problemas — Gds de Fermi

9.5 Lista de Problemas — Gas de Fermi

Definicoes e conceitos fundamentais

1. Fungao de particao grande-candnica Mostre que, para férmions nao interagentes, a

funcao de particao grande-candnica pode ser fatorada como

=] +ze),

i
onde ¢; sao os niveis de energia de particula tnica.

2. Distribuicao de ocupagao A partir da funcao de parti¢ao, derive a distribuicao de

ocupacao média:
B 1
<nl>  eBle—n) 117

3. Limite classico Mostre que, quando u < —kgT, a distribuicao de Fermi-Dirac se reduz

a distribuicao classica de Maxwell-Boltzmann.

Densidade de estados e grandezas médias

4. Densidade de estados em 3D Mostre que, para particulas livres em trés dimensoes,

00 = ()" v

~or2 \ B2
5. Namero médio de particulas Mostre que

N:/Ooodeg(e);.

65(5_#) + 1

6. Energia média Mostre que

o 1
U:/ deg(e)e
0

@ﬁ(e_ﬂ) +1 ’
7. Pressao do gas de Fermi Usando o grande potencial {2 = —kgT In =, mostre que a
pressao pode ser escrita como
2U
P=—-—.
3V

Limite de temperatura zero

8. Energia de Fermi Defina a energia de Fermi er e mostre que, em T = 0,

N V[ 2merp 3/2
372 h? ’
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9. Estatistica de Fermi-Dirac

9. Energia interna em T = 0 Mostre que, em 7' = 0,

3
U= ENGF

10. Pressao de degenerescéncia Mostre que, em 7" = 0,

2 N
P=-nep, n=—.
5 0 %
11. Densidade de energia no espago-k Mostre que o ntimero de estados ocupados em

T = 0 corresponde a uma esfera de raio kr no espaco-k, onde

krp = (37r2n)1/3 i

Expansao em baixas temperaturas

12. Expansao de Sommerfeld Use o método de Sommerfeld para mostrar que, em baixas

temperaturas,
2 knT 2
U ~ 0 (o) + = nEEL

6 (S

13. Calor especifico eletrénico Mostre que o calor especifico ¢ linear em 7" para T' < Tk:

2 Nk?2
Cy ~ T, T=5 EFB.

14. Corregao da funcao de distribuicao Mostre que a distribuicao de Fermi-Dirac, em
baixas temperaturas, pode ser aproximada por um degrau em € com uma regiao de

largura ~ kg1 de transigao.

15. Comparacao com o gas classico Discuta as diferengas qualitativas entre o gas de
Fermi e o gés classico no comportamento do calor especifico, pressao e ocupacao dos

niveis de energia.
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Parte IV

Aplicacoes e Extensoes
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Capitulo 10

Transicoes de fase

10.1 Funcoes de correlagao

As funcoes de correlagao sao ferramentas fundamentais para descrever a organizacao espacial e
temporal das flutuagoes em sistemas fisicos, especialmente proximos a transi¢oes de fase. Elas
quantificam como a presenca de uma perturbacao ou uma variacao em uma regiao do sistema

influencia outra regiao a uma certa distancia.

Definicao geral

Considere uma variavel fisica local A(r) (por exemplo, magnetizacao, densidade, etc.). A

funcao de correlacao de dois pontos é definida como:
Ga(r,r') = (A(r)A(r')) — (A(r))(A(X)),

onde (-) indica a média de ensemble ou temporal em equilibrio.

Em sistemas homogéneos e isotropicos, essa funcao depende apenas da distancia relativa:

Interpretacao fisica

e G4(r) mede o grau de correlacao entre as flutuagoes da variavel A em dois pontos

separados por uma distancia r.
e Para r pequeno, espera-se forte correlagdo (G 4(r) positivo e proximo do valor maximo).

e Para r — oo, geralmente G 4(r) — 0, indicando que pontos muito distantes sao estatisti-

camente independentes.
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10.2. Comportamento prozimo a transicdo de fase

10.2 Comportamento préximo a transicao de fase

Perto de uma transicao de fase continua, as flutuagoes tornam-se correlacionadas em escalas
muito maiores que a distancia intermolecular tipica. A funcao de correlacao tipica apresenta

um decaimento do tipo:
677‘/5

~ =
rd—2+4n

GA(T>

onde

e £ ¢ 0 comprimento de correlacao, que diverge na transicao de fase;
e d ¢é a dimensionalidade do sistema;

e 7 é um expoente critico universal caracteristico da classe de universality.

Comprimento de correlacao

O comprimento de correlacao & define a escala espacial na qual as flutuacoes permanecem

correlacionadas. Proximo do ponto critico:
2
E~|T-T77,

onde v é outro expoente critico universal.

10.3 Exemplo: modelo de Ising

Para o modelo de Ising, em que A(r) é o spin local s; = 1, a fungdo de correlagao entre spins
1e 7] é
Ga(r) = (sis;) — (si)(s5),
onde r = |r; —rj|.
No estado paramagnético (acima da temperatura critica T,), G(r) decai exponencialmente,

indicando auséncia de ordem de longo alcance:
Gy(r) ~e /5.

No ponto critico T' = T,, o decaimento é do tipo lei de poténcia, caracteristico de um

sistema critico: .

rd—2+n"

Gs(r) ~
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10. Transigoes de fase

Funcao de correlagao e susceptibilidade

A susceptibilidade y esta relacionada a integral da fungao de correlagao:

_ 1 ~ 1 a
V= 2 Gl = o7 [ Gt

Proximo ao ponto critico, a divergéncia da susceptibilidade reflete a divergéncia do compri-

mento de correlacao.

Funcoes de correlacao temporais

Além das correlagoes espaciais, as correlagbes temporais também sao importantes para estudar

a dindmica das transi¢oes de fase e relaxamento dos sistemas. Definimos:

A anélise dessas fungoes ajuda a compreender fendmenos como o tempo de relaxagao critico.

Em resumo, as funcoes de correlacao sao essenciais para caracterizar a organizacao espacial
das fases, a natureza das transicoes de fase e a presenca de simetrias ou sua quebra no sistema.
O estudo detalhado das suas propriedades, especialmente a escala de correlacao e os expoentes

criticos, é central na teoria da matéria condensada e da fisica estatistica.
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Capitulo 11
Informacao e Entropia Generalizada

A entropia é um conceito fundamental que aparece em diversas areas, desde a termodinamica
até a teoria da informacao e o estudo de sistemas complexos. Neste capitulo discutimos a
entropia de Shannon, suas generalizagoes — como a entropia de Tsallis — e as conexoes com

sistemas complexos.

11.1 Entropia de Shannon

A entropia de Shannon foi originalmente formulada na teoria da informacao para quantificar a

incerteza ou o conteudo informacional de uma distribuicao de probabilidades.

Dada uma variavel aleatoria discreta X com possiveis estados {z;} e probabilidades p; =

P(X = z;), a entropia de Shannon ¢ definida como:
H = _Zpi log p;,

onde o logaritmo pode ser em base 2 (bits) ou base e (nats).

Propriedades da entropia de Shannon

e Positividade: H > 0, com H = 0 se e somente se a distribui¢ao é deterministica.

e Maximo para distribuicao uniforme: Para um sistema com W estados equiprovaveis,
pi = 1/W, temos H = logW.

e Additividade: Para sistemas independentes A ¢ B, H(A,B) = H(A) + H(B).

e Continuidade e expansibilidade: pequenas variagoes nas probabilidades causam

pequenas variagoes em H.
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11. Informagao e Entropia Generalizada

Entropia e termodinamica

Na mecénica estatistica, a entropia de Shannon esta relacionada a entropia de Boltzmann-Gibbs
por:
S =kpH = —kp sz' Inp;,
i

sendo p; a probabilidade de ocorréncia do microestado i. Essa relagao conecta informacao,

incerteza e irreversibilidade fisica.

11.2 Entropia de Tsallis e generalizacoes

A entropia de Shannon é extensiva e adequada para sistemas com interac¢oes curtas e auséncia
de correlacoes de longo alcance. Para sistemas complexos, com correlagoes de longo alcance,

memoria, ou estruturas fractais, surgem generalizagoes da entropia.

Entropia de Tsallis

Proposta por Constantino Tsallis em 1988, a entropia de Tsallis é definida como:

1—2.])(.1
S —kp— ="
q B q_].

Y

onde ¢ € R é o parametro de nao-extensividade.

Limite ¢ — 1

Recupera-se a entropia de Shannon/Boltzmann-Gibbs:
lin S, = —kBZpi Inp; = S.

Propriedades

e Nao-extensividade: Para dois sistemas independentes A e B, a entropia composta

satisfaz:
Su(A)Sy(B)

Sy(A+ B) = 54(A) + 54(B) + (1 - ¢q) .

e Adequacgao a sistemas complexos: Modela sistemas com interagoes de longo alcance,

estruturas fractais, processos nao-Markovianos e dinadmicas nao ergodicas.

e Maximizacao da entropia: Ao maximizar S, sob restri¢oes adequadas, obtém-se

distribuicoes do tipo poder, que descrevem muitos fendémenos naturais complexos.

Outras generalizacoes

Além da entropia de Tsallis, outras generalizagoes importantes incluem:
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11.8. Conexodes com sistemas complexos

e Entropia de Rényi:

Hazliglog Zp? s

que é aditiva mas nao extensiva.

e Entropias de Abe, Kaniadakis, e outras, que buscam generalizar conceitos termodi-

namicos para sistemas fora do escopo classico.

11.3 Conexoes com sistemas complexos

Sistemas complexos — como redes sociais, ecossistemas, mercados financeiros, plasmas e
turbuléncias — frequentemente exibem comportamentos nao ergoédicos, longas memorias e
interacoes de longo alcance, onde a termodinamica classica baseada na entropia de Boltzmann-

Gibbs é insuficiente.

Aplicagoes da entropia generalizada

e Distribuicoes de poténcia: Fendmenos com caudas longas em distribuigoes sao

naturalmente descritos por distribui¢oes obtidas pela maximizagao da entropia de Tsallis.

e Analise de redes complexas: Métricas baseadas em entropias generalizadas ajudam a

caracterizar a heterogeneidade e modularidade das redes.

e Turbuléncia e dinamica caética: Modelagem estatistica de sistemas com dinamica

multifractal usa entropias generalizadas para capturar escalas e auto-similaridades.

e Fisica de plasmas e sistemas astrofisicos: Descri¢oes termodindmicas nao extensivas

sao empregadas para explicar estados fora do equilibrio cléssico.

Perspectivas

O estudo da entropia generalizada abre caminhos para uma termodinamica ampliada, capaz de
descrever a complexidade natural e artificial em niveis fundamentais e aplicados. Compreender
as propriedades matematicas e fisicas dessas entropias é crucial para avancar na fisica estatistica,

ciéncia da computagao, biologia e economia.

Este capitulo apresentou conceitos centrais sobre informacao e entropia, a formulacao de
Shannon, sua extensao pela entropia de Tsallis e as importantes aplicacoes em sistemas com-

plexos, fornecendo uma base para o estudo da fisica estatistica moderna e suas generalizacoes.
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