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RESUMO

Neste trabalho de mestrado, foi estudada a dinâmica eletrônica em um modelo de Ander-

son com desordem diagonal correlacionada numa geometria do tipo cadeia dupla. Para

impôr as correlações na distribuição de desordem, constrúımos as energias on-site a par-

tir de regras de simetria e antissimetria entre as cadeias. A dinâmica de um pacote de

onda inicialmente localizado foi investigado por meio da resolução numérica da equação de

Schrödinger dependente do tempo. Nossos dados numéricos mostram que as correlações

cruzadas simétricas têm pouco efeito sobre as propriedades de localização dos autoestados

de uma part́ıcula. Entretanto, as correlações antissimétricas levam efetivamente a uma

redução da largura da desordem, especialmente no regime de acoplamento forte, resul-

tando assim num aumento substancial da propagação do pacote de onda. Uma análise de

tamanho finito mostra que a presença de correlações antissimétricas, apesar de enfraque-

cer a localização, não promove transporte baĺıstico. Apresentamos também uma análise

anaĺıtica que explica o efeito de correlações cruzadas na dinâmica eletrônica.

Palavras-chave: Desordem correlacionada. Teoria de Escala.



ABSTRACT

In this work we study the wave-packet dynamics in a two-channel Anderson model

with correlated diagonal disorder. To impose correlations in the disorder distribution we

construct the on-site energy landscape following both symmetry and antisymmetric rules.

The dynamics of an initially localized wave packet is investigated by solving numerically

the time-dependent Schrödinger equation. Our numerical data show that symmetric cross

correlations have a small impact on the degree of localization of the one-particle eigen-

states. In contrast, antisymmetric correlations lead to an effective reduction of the degree

of disorder, specially in the strong coupling regime, thus resulting in a substantial increase

of the wave-packet spread. A finite size scaling analysis shows that antisymmetric cross

correlations, in spite of weakening the localization, do not promote ballistic transport.

Theoretical explanations to the effect of cross-correlations in the wave-packet dynamics

are provided.

Keywords: Correlated disorder. Scaling Theory.
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Sistemas puros, defeitos e correlações cruzadas

Sistemas puros permitem que os elétrons transitem livremente por toda a sua ex-

tensão, possuindo assim caracteŕısticas metálicas, enquanto sistemas com impurezas apre-

sentam dificuldades ao elétron para se locomover ao longo deles.

Estudos recentes mostram que a existência de correlações entre as impurezas dos

śıtios que compõem uma rede podem interferir nas propriedades eletrônicas da mesma, fa-

cilitando o deslocamento dos elétrons dentro dela. Desta forma, um sistema aparentemente

desordenado pode apresentar propriedades condutoras.

Para compreender melhor essa discussão, vamos inicialmente falar sobre os sistemas

puros e as causas que podem comprometer suas propriedades eletrônicas.

Sistemas ordenados possuem estruturas repetitivas. Seus átomos, moléculas ou

ı́ons formam redes periódicas, ou seja, estão localizados em pontos com orientações e

arranjos que parecem ser exatamente os mesmos independente do ponto da rede no qual

eles se encontrem. Este tipo de rede é conhecida como rede de Bravais [1] e possui uma

propriedade que chamamos de simetria translacional.

Os cristais são exemplos de sistemas ordenados e possuem potencial periódico, ou

seja:

1



1.1. SISTEMAS PUROS, DEFEITOS E CORRELAÇÕES CRUZADAS 2

U
(
r⃗ + R⃗

)
= U (r⃗) (1.1)

onde R⃗ é um vetor t́ıpico da rede de Bravais 1.

As funções de onda de um elétron em um cristal perfeito são encontradas solucionando-

se a equação de Schrödinger:

Hψ =

(
− ~2

2m
∇2 + U (r⃗)

)
ψ = Eψ (1.2)

onde U (r⃗) é o potencial periódico dado por (1.1).

Para o caso do elétron livre, quando não são consideradas as interações de um

elétron com os ı́ons da rede e com outros elétrons, temos U (r⃗) = 0.

Os elétrons independentes que obedecem à equação acima com um potencial periódico

são chamados elétrons de Bloch e suas soluções, ondas de Bloch. As ondas de Bloch são es-

tendidas em todo o material, assim, os elétrons podem transitar livremente caracterizando

a ausência de resistência, e, ao material, damos o nome de condutor.

Os cristais são materiais sem impurezas e defeitos, logo, eles possuem grande sime-

tria translacional e correlação entre suas moléculas. Neles, os elétrons podem transitar

livremente caracterizando a fase metálica da substância. À medida que impurezas ou de-

feitos são acrescentados à rede, as simetrias translacionais vão sendo quebradas, resultando

em barreiras que dificultam a passagem dos elétrons. Nestas condições, a substância se

torna menos condutora ou até isolante.

Isto ocorre porque cada impureza representa uma barreira de energia potencial

diferente. A cada nova barreira, parte da função de onda eletrônica é transmitida enquanto

outra parte é refratada. Na região entre duas barreiras poderá existir duas ou mais ondas

refletidas e refratadas. Esta combinação pode resultar em interferências construtivas ou

destrutivas, a depender da diferença de fase existente entre as ondas. Muitas impurezas

presentes na rede significam muitas barreiras para a passagem dos elétrons. Desta forma, as

ondas refletidas e refratadas não possuem coerência de fase, resultando em interferências

destrutivas e consequente localização exponencial dos elétrons. Nesta configuração, o

1Um vetor tridimensional da rede de Bravais possui a forma R = n1a1 +n2a2 +n3a3, onde a1, a2 e a3

são três vetores que não estão todos no mesmo plano e n1, n2 e n3 assumem todos os números inteiros [1].

Instituto de F́ısica - UFAL



1.1. SISTEMAS PUROS, DEFEITOS E CORRELAÇÕES CRUZADAS 3

sistema é isolante [2].

As quebras de simetria podem ocorrer por diversos motivos, como vibrações térmicas

ou tensões e compressões sofridas pelo cristal. Elas podem ter uma dimensão (defeitos

pontuais), duas dimensões (defeitos lineares) ou três (defeitos planares). No local onde o

defeito é encontrado, o arranjo microscópico dos ı́ons, átomos ou moléculas é drasticamente

diferente do arranjo de um cristal perfeito.

Os cristais encontrados na natureza e os fabricados em laboratório sempre possuem

defeitos. Alguns tipos de defeitos mais comuns são:

• Vacâncias: Defeitos pontuais caracterizados pela ausência de ı́ons na rede cristalina.

Este defeito é responsável pela condutividade elétrica de cristais iônicos e pode al-

terar suas propriedades óticas, como a cor do cristal, por exemplo. Quanto maiores as

vibrações, mais fácil fica a sáıda de um átomo da estrutura formando uma vacância.

Figura 1.1: Uma porção de uma rede de Bravais monoatômica contendo uma vacância.

Fonte: Autora.

• Defeitos intersticiais: Ocorrem quando há um átomo extra na estrutura. Estes

defeitos também alteram as propriedades elétricas e óticas do cristal.

• Impureza substitutiva: Quando um átomo diferente substitui diretamente um átomo

que forma o cristal.

Instituto de F́ısica - UFAL



1.1. SISTEMAS PUROS, DEFEITOS E CORRELAÇÕES CRUZADAS 4

Figura 1.2: Uma porção de uma rede de Bravais monoatômica contendo defeito intersticial.

Fonte: Autora.

Figura 1.3: Uma porção de uma rede de Bravais monoatômica contendo uma impureza
substitutiva.

Fonte: Autora.

• Deslocações: Quando toda uma sequência de átomos se desloca, criando uma de-

formação ao seu redor. Este defeito explica a força dos cristais reais, pois quanto

mais os cristais se aproximam da perfeição, mais fracos eles se tornam. É normal-

mente criado por tensões causadas por efeitos térmicos ou mecânicos. Este defeito

só é percept́ıvel nas regiões próximas a ele. Longe do defeito, a rede parece uma

estrutura perfeita.

A energia para criar um defeito pontual é de poucos elétron-volts, enquanto a e-

nergia para criar uma deslocação é de aproximadamente 100 elétron-volts. Por esta razão,

defeitos pontuais são os defeitos mais comumente encontrados. Defeitos planares neces-

sitam de energias ainda maiores para existir sendo então mais raros. Outra forma ainda

de dificultar a passagem de elétrons na rede é distribuir átomos ou moléculas em posições

aleatórias. Quanto maior for a concentração de impurezas, maior é a desordem, indepen-

dente da força individual da impureza [3]. A forma como as impurezas são distribúıdas

também pode interferir, facilitando ou dificultando a passagem de elétrons. A existência

de correlações de curto e/ou longo alcance entre essas impurezas pode favorecer o alarga-

Instituto de F́ısica - UFAL



1.1. SISTEMAS PUROS, DEFEITOS E CORRELAÇÕES CRUZADAS 5

Figura 1.4: Exemplo de deslocação.

Fonte: Ashcroft, 1979.

mento da função de onda do elétron, tornando a substância mais condutora. Este é um

assunto que vem gerando muitos debates na f́ısica do estado sólido e nosso objetivo princi-

pal neste trabalho é investigar o papel desempenhado pelas desordens correlacionadas no

transporte eletrônico.

Figura 1.5: Estrutura qúımica da molécula de DNA mostrando as moléculas de fosfato
intercaladas com pentoses.

Fonte: www.molecularstation.com/images.

Um tipo de correlação muito conhecida é o emparelhamento de bases existente

Instituto de F́ısica - UFAL



1.1. SISTEMAS PUROS, DEFEITOS E CORRELAÇÕES CRUZADAS 6

nas moléculas de DNA (ácido desoxirribonucleico), a molécula que carrega todas as in-

formações genéticas dos seres vivos. Como sabemos, o DNA é formado por duas fitas

dispostas helicoidalmente. Cada fita é compostas por moléculas de fosfato intercaladas

por moléculas de açúcar (pentose) às quais estão ligadas bases nitrogenadas, que podem

ser Timina, Citosina, Guanina ou Adenina. Ao conjunto formado por um açúcar, uma

base e um fosfato dá-se o nome de nucleot́ıdeo. As duas fitas do DNA são interligadas

por meio de ligações do tipo pontes de hidrogênio existentes entre as bases nitrogenadas.

A Adenina e a Timina podem fazer duas ligações de pontes de hidrogênio, enquanto a

Citosina e a Guanina podem fazer três. Por esta razão, a Adenina sempre se liga à Timina

e a Citosina sempre se liga à Guanina, formando assim uma correlação cruzada entre as

fitas do DNA.

Figura 1.6: Os dois posśıveis pares de bases nitrogenadas. São três ligações do tipo pontes
de hidrogênio para o par Guanina e Citosina e duas para o par Timina e Adenina.

Fonte: Endres et al (2004).

Ultimamente, a molécula de DNA vem chamando a atenção de f́ısicos e qúımicos

por seu potencial uso na tecnologia. Uma forma condutora de DNA causaria grandes im-

pactos no desenvolvimento de circuitos nanoeletrônicos e também na biologia, ajudando

no entendimento dos processos de detecção de danos e reparação de moléculas de DNA da-

nificadas por oxidação ou através da transferência de longo alcance de cargas. Entretanto,

as propriedades eletrônicas do DNA parecem ainda estar muito longe de serem desven-

dadas, pois medidades de condutividade e reações de transferência de cargas mostram um

grande número de comportamentos posśıveis [5]. Começou-se a pensar no DNA como um

material condutor em um estudo de 1962 quando Eley e Spivey sugeriram que as bases

Instituto de F́ısica - UFAL
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Figura 1.7: Molécula de DNA com as bases aromáticas.

Fonte: Endres et al (2004).

aromáticas do DNA poderiam levar a uma hibridização dos orbitais π paralelos ao plano

das ligações entre as bases levando a um posśıvel comportamento condutor [6].

Existem cristais aromáticos metálicos parecidos com o DNA que reforçam essa

teoria, como os sais de Bechgaard, que são condutores.

Figura 1.8: Sais de Bechgaard, (TMTSF )2PF6, um cristal aromático condutor.

Fonte: Endres et al (2004).

Muitos são os fatores que interferem na condutividade nas moléculas de DNA.

Dificultando a condutividade, temos que o DNA biológico não possui a periodicidade dos

Instituto de F́ısica - UFAL



1.2. MODELOS DE CONDUÇÃO 8

cristais e, agravando a situação, o meio onde o DNA está imerso (água e ı́ons que são

atráıdos pelos grupos fosfato, que são negativos) exercem forças que contribuem para um

aparente meio aleatório. A favor da condutividade, foi descoberto que o DNA possui uma

correlação de longo alcance [7] e, conforme já foi dito, existem estudos que apontam que

as correlações podem favorecer o transporte eletrônico. O comportamento eletrônico do

DNA até hoje ainda é muito controverso. Ele já apareceu como isolate em temperatura

ambiente [8, 9, 10, 11, 12], semicondutor [13, 14], com comportamento ôhmico [15] e

até supercondutor [16, 17]. Estas variações de comportamento são devidas a inúmeros

fatores como o meio onde o DNA está inserido, posśıveis correlações de longo alcance

entre as moléculas, suas vibrações moleculares ou a própria sequência de nucleot́ıdeos que

o constitui. Existe também, por outro lado, a possibilidade de dopar o DNA com elétrons,

átomos ou buracos como se faz com semicondutores dopados.

Nosso trabalho refere-se a como as correlações cruzadas, semelhantes às correlações

do DNA, podem interferir na passagem dos elétrons pela rede. Assim sendo, faremos agora

uma breve discussão sobre as caracteŕısticas dos sistemas isolantes e metálicos, dos tipos

de transições metal-isolante e da Teoria de Escala proposta por Anderson.

1.2 Modelos de Condução

O fenômeno de localização-delocalização refere-se à dinâmica dos elétrons nas redes.

Elétrons que ocupam apenas uma pequena região do espaço possuem suas funções de onda

exponecialmente localizadas, diminuindo sua amplitude à medida que a distância a esta

região aumenta. Assim, eles não podem contribuir com o transporte eletrônico no zero

absoluto de temperatura, quando todos os acoplamentos a outros graus de liberdade como

fônons e interações part́ıcula-part́ıcula se tornam negliǵıveis. Já os elétrons com funções

de onda estendidas ficam espalhados na rede podendo escapar para o infinito, contribuindo

para o transporte eletrônico mesmo em zero absoluto de temperatura. Como consequência,

se só existirem estados localizados próximos da energia de Fermi, o sistema será isolante e

não existirá condutividade em T = 0; e, quando a energia de Fermi se encontrar na região

das funções de onda estendidas, o sistema será metálico com condutância finita. [3]

Instituto de F́ısica - UFAL



1.2. MODELOS DE CONDUÇÃO 9

Iremos fazer um breve resumo sobre os principais modelos referentes aos fenômenos

de transição metal-isolante e localização-delocalização dos pacotes de onda eletrônica.

1.2.1 Teoria de Banda

A Teoria de Banda, ou de Bloch, trata sobre cristais e assume que existe um

conjunto de estados estacionários dispońıveis para qualquer elétron, dados pela solução

da equação de Schrödinger Hψnk = Enkψnk, e que todos os elétrons estão distribúıdos

nestes estados de acordo com a estat́ıstica de Fermi-Dirac. O Hamiltoniano da equação de

Schrödinger possui um termo para a energia cinética e um termo de potencial V (x), o qual

representa a interação de um elétron com todas as outras part́ıculas do cristal. Sabemos

que na estrutura cristalina existe uma simetria translacional, isto é, se a é a constante de

rede, temos V (x+ a) = V (x), assim o Hamiltoniano também é periódico. Os autoestados

de H são escolhidos de forma que:

ψ(x+ a) = eik.aψ(x) (1.3)

O vetor de onda
−→
k , com −π/a <

−→
k < π/a, é o número quântico que está associ-

ado às condições de contorno do potencial periódico do sistema. O ı́ndice de banda n é

um número inteiro e serve para diferenciar as autoenergias que satisfazem a equação de

Shrödinger para um único
−→
k . A figura 1.9 ilustra as diferentes autoenergias para o mesmo

valor de k.

Cada banda pode acomodar 2N elétrons, onde N é o número de células unitárias

e o fator 2 é devido à degenerescência do spin [18]. Na teoria de Bloch, um sólido é um

isolante quando cada banda está completamente cheia ou completamente vazia e a fase

metálica aparece quando, pelo menos, uma banda está parcialmente cheia. Uma ilustração

simplificada pode ser vista na figura 1.10.

Quando um certo número de bandas está completamente preenchido e todas as

outras bandas estão completamente vazias, temos o que chamamos de banda proibida ou

band gap, isto é, a diferença de energia entre o ńıvel ocupado mais alto e o ńıvel desocupado

mais baixo. Como o número de ńıveis numa banda é igual ao número de células primitivas

Instituto de F́ısica - UFAL



1.2. MODELOS DE CONDUÇÃO 10

Figura 1.9: Energia versus vetor de onda k. Podemos ver que, para um mesmo k, existem
diferentes valores de energia.

Fonte: Kittel (2006).

do cristal e cada ńıvel pode acomodar dois elétrons, sendo um para cada spin, para haver

band gap é necessário haver um número ı́mpar de elétrons por cada célula unitária.

Quando o band gap é muito maior que kBT , com T próximo à temperatura am-

biente, o sólido é isolante e quando o band gap é comparável a kBT , o sólido é um semi-

Instituto de F́ısica - UFAL



1.2. MODELOS DE CONDUÇÃO 11

Figura 1.10: Nı́veis de energia permitidos para um isolante, metal e semicondutor. As
regiões sombreadas representam a ocupação dos elétrons. Como podemos ver, o isolante
possui uma banda completamente preenchida e todas as outras completamente vazias,
enquanto, para o metal, temos uma banda parcialmente preenchida.

Fonte: Yuri (2008).

condutor intŕınseco. No caso de existirem bandas parcialmente preenchidas, a energia de

Fermi (energia do ńıvel ocupado mais alto) se encontra dentro da faixa destas bandas.

Para cada banda parcialmente preenchida, existe uma superf́ıcie no espaço k separando

os ńıveis ocupados dos desocupados. O conjunto formado por todas essas superf́ıcies é

conhecido como superf́ıcie de Fermi e um sólido possui propriedades metálicas quando

esta superf́ıcie existe.

A transição metal-isolante no modelo de Bloch ocorre quando algum fator, como

variação da temperatura ou pressão, causa uma mudança na estrutura de banda de forma

a eliminar a sobreposição existente entre as bandas cheias e vazias, conforme podemos ver

na figura 1.12. Para o metal, a energia de Fermi se encontra entre duas bandas que estão

parcialmente cheias. Já para o isolante, a energia de fermi fica entre duas bandas que não

se tocam devido à existência de uma energia de gap separando a banda de valência (banda

mais alta cheia) da banda condutora (banda mais baixa vazia).

Instituto de F́ısica - UFAL



1.2. MODELOS DE CONDUÇÃO 12

Figura 1.11: Esquema simplificado do bandgap.

Fonte: Autora.

Neste tipo de transição, os dois lados, metálico e isolante, possuem funções de onda

estendidas com amplitude considerável ao longo de todo o sólido. Para cristais, estas são

conhecidas como funções de Bloch, conforme falamos anteriormente. Entretanto, quando

tratamos de sólidos amorfos, que não possuem forma definida nem a periodicidade dos

cristais, o número quântico k perde sua validade, uma vez que ele está relacionado à

periodicidade do sitema. Assim, devido à falta de correlação de longo alcance, a teoria de

banda falha para sólidos amorfos.

Veremos mais tarde que a transição mais adequada para tratar os sólidos amorfos

é a transição de Anderson. A teoria de banda falha também para determinados sistemas

periódicos com propriedades isolantes. Considere um sistema monoatômico hipotético

composto por átomos com apenas um elétron fora de uma casca fechada (como os metais

alcalinos) com uma constante de rede muito grande, digamos um metro. Obviamente,

este sólido não será condutor, pois estamos lidando com uma série de átomos isolados.

Entretanto, a teoria de banda prevê que ele é um metal, uma vez que existe periodicidade
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Figura 1.12: Transição metal-isolante para a teoria de Bloch.

Fonte: Zallen (1998).

translacional e a banda mais alta está parcialmente cheia. A transição de Mott resolve

este tipo de problema.

1.2.2 Transição de Mott

Considere as duas configurações eletrônicas mostradas na figura 1.13. As bolas re-

presentam átomos e os × representam elétrons. No caso de elétrons independentes, as duas

configurações possuem a mesma energia potencial, já que os elétrons de valência apenas

translacionaram para posições equivalentes em outros átomos. Entretanto, sabemos que

existe uma interação coulombiana repulsiva entre os elétrons, dada por e2/r12 para cada

par. Nos sólidos reais, os elétrons tendem a correlacionar seus movimentos de forma a

evitarem uns aos outros pois a proximidade entre eles é energeticamente desfavorável. O

montante pelo qual a teoria de banda superestima a energia do estado fundamental do

sistema negligenciando as correlações eletrônicas é chamada energia de correlação. Essa

energia de correlação pode, sob certas circunstânicas, levar um sólido a ter um estado

fundamental isolante enquanto a teoria de banda levaria erroneamente a tratá-lo como
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Figura 1.13: Duas configurações eletrônicas com energias diferentes. As bolas representam
os átomos e os × representam os elétrons.

Fonte: Zallen (1998).

um metal. Um sólido deste tipo é conhecido como isolante de Mott [18]. Para simplificar

o que foi exposto acima, vejamos a figura 1.14, onde os poços potenciais representam os

śıtios atômicos e as listras horizontais representam o ńıvel de energia vinculado ao estado

ocupado pelo elétron de valência de cada átomo (aqui iremos tratar de um átomo com

apenas um elétron de valência, ou seja, uma banda parcialmente preenchida). No cristal,

esse ńıvel de energia dá origem a um comprimento de banda B, como podemos ver na

parte esquerda da figura. Para o átomo livre, a banda cristalina possui energias entre

−B/2 e +B/2. Como estamos tratando de uma banda parcialmente cheia, a média da

energia do elétron de valência do cristal é −B/4. Esta diferença de energia se deve à

redução na energia cinética que vem da delocalização dos elétrons no cristal, sendo, assim,

responsável pela coesão metálica. Com o aumento da constante da rede, o comprimento

de banda diminui, chegando a sumir no limite atômico a→ ∞.

Voltando a falar sobre a energia de correlação, temos que a energia para ocupar

o mesmo átomo com dois elétrons de valência é a mesma que a média da energia de

Coulomb dada por ⟨e2/r12⟩ e aqui chamaremos de U . O diagrama de dois ńıveis mostrado

em 1.14c ilustra esta energia. Cada ńıvel de energia dos elétrons de valência de cada
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Figura 1.14: Transição de Mott. O distanciamento dos átomos diminui a largura de banda
B, favorecendo a localização eletrônica. Na letra c, vemos um elétron saltando para um
orbital já ocupado por meio da adição de uma energia U .

Fonte: Zallen (1998).

átomo isolado representado pelas linhas horizontais nas figuras 1.14a e 1.14b é duplamente

degenerado e pode acomodar nenhum, um ou dois elétrons de spins contrários. A existência

de dois elétrons no mesmo orbital só ocorre diante de um aumento U na energia e quando

todos os outros ńıveis mais baixos estão completos. As probabilidades de encontrar śıtios

desocupados, ocupados por um elétron de valência e dois elétrons de valência são, res-

pectivamente, 1/4, 1/2 e 1/4. O aumento de energia pela quantidade U dá um custo

de energia potencial por elétron de U/4. Comparando com a média da energia cinética

B/4, temos que os custos da energia de correlação excedem o ganho da delocalização se

U > B, havendo uma localização dos elétrons. Este é o t́ıpico caso de quando a energia

potencial ganha da energia cinética no regime de baixa densidade. A transição de Mott

ocorre quando há mudanças nas distâncias entre os átomos de forma a variar os valores

de B e U . A transição de Mott difere da transição de Bloch por ser uma transição do tipo

delocalização ↔ localização dos estados eletrônicos, enquanto a segunda é uma transição
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do tipo metal↔ isolante.

1.2.3 Modelo de Anderson e Teoria de Escala

Conforme falamos anteriormente, o modelo de Anderson é o modelo mais adequado

para sólidos amorfos. Ele foi formulado em 1958 e sua transição metal-isolante refere-se,

assim como a transição de Mott, a funções de onda eletrônicas estendidas ou localizadas.

Nele, em temperatura T=0 e considerando apenas a interação dos elétrons com os ı́ons ou

átomos da rede, sem interações coulombianas entre os elétrons, foi mostrado quantitati-

vamente que a presença de uma desordem suficientemente forte pode levar à ausência de

difusão em determinadas redes [19]. Esta desordem pode ser observada fisicamente como

sendo vacâncias, deslocamentos ou impurezas na rede cristalina. Outra opção é distribuir

átomos ou moléculas em posições mais ou menos aleatórias levando à existência de po-

tenciais desordenados [20]. Neste artigo, foi tomada uma rede com n śıtios distribúıdos

de maneira regular ou aleatória no espaço tridimensional. Ocupando cada śıtio, existem

entidades, que podem ser spins, elétrons ou outras part́ıculas. Se uma entidade ocupa

o śıtio i, ela possui energia ϵi, a qual é uma variável estocástica distribúıda sobre uma

banda de energia completamente aleatória no intervalo [−W/2,W/2], assim a largura da

desordem é W. Entre os śıtios, existe uma energia de interação, que pode ou não ser es-

tocástica, dada pelo elemento de matriz Tij. Esta é a energia que transfere uma entidade

do śıtio i para o śıtio j e decai muito rapidamente com a distância. O objetivo era estudar

o comportamento da função de onda de uma entidade inicialmente localizada num śıtio

i ao longo do tempo. Usando a aproximação tight-binding, o Hamiltoniano de Anderson

para uma dimensão pode ser escrito como:

H =
∑

i

ϵi|i⟩⟨i| +
∑
i̸=j

Tij |i⟩⟨j| (1.4)
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Ou, na forma matricial:

H =



ϵ1 T12 0 0 . . . 0

T21 ϵ2 T23 0 . . . 0

0 T32 ϵ3 T34 . . . 0
...

...
...

...
. . . . . .

0 0 Tn−2,n−3 ϵn−2 Tn−2,n−1 0

0 0 0 Tn−1,n−2 ϵn−1 Tn−1,n

0 0 0 0 Tn,n−1 ϵn


Para o caso cristalino, ou seja, sem desordem, temos W = 0 e as energias ϵi podem

ser igualadas a zero nos dando uma matriz com a diagonal principal nula.

Conforme foi mostrado neste artigo, não ocorre transporte eletrônico se Tij cai com

longas distâncias mais rápido que o inverso da distância ao cubo, 1/r3, e se o valor médio

de T é menor que um certo valor cŕıtico, Wc, da ordem de magnitude da desordem, W .

Desta forma, a amplitude da função de onda em torno do śıtio n cai rapidamente com a

distância. Quando o grau de desordem é da mesma ordem das energias Tij, o transporte

finalmente pode ocorrer por meio de múltiplos saltos virtuais de um śıtio para outro.

Podemos dizer, de outra maneira, que, quando a largura da banda de energias permitidas

ao elétron B (B = 2zT , onde z é o número de correlação, ou seja, de primeiros vizinhos)

é muito menor que o grau da desordem W , ou seja W
B
>> 1, o transporte eletrônico não

ocorre. Quando a desordem e a largura de banda das energias dos elétrons são da mesma

ordem W
B

≈ 1, podem coexistir fases metálicas e fases isolantes. Mais necessariamente,

ocorre uma transição metal-isolante quando W = Wc e existem estados estendidos para

W < Wc.

Na figura 1.15, temos uma representação esquemática da transição de Anderson.

Os poços potenciais representam os śıtios atômicos e as barras horizontais, os ńıveis de

energia. Como podemos ver, em 1.15a, temos uma rede cristalina, pois as profundidades

dos poços são as mesmas. Percebemos pela figura que, neste caso, W = 0. Já a figura

1.15b, é referente a um sólido amorfo, conforme indicam as diferentes profundidades dos

poços potenciais e consequentes ńıveis de energia variados. A magnitude da desordem

pode ser facilmente vista como a diferença nos ńıveis de energia.
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Figura 1.15: Transição de Anderson. A localização induzida aparece quando o tamanho
da desordem W excede o comprimento de banda B.

Fonte: Zallen (1998).

Conforme foi mostrado na Teoria de Escala apresentada posteriormente, em 1979 [21],

por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnan, esta transição metal-isolante só

seria posśıvel para sistemas com dimensão maior que dois. Em sistemas com dimensão

menor ou igual a dois, era esperado que todos os estados fossem localizados. A Teoria

de Escala é baseada numa única quantidade caracteŕıstica adimensional, a condutância

generalizada g em temperatura zero, que vem a ser o inverso do parâmetro da desordem.

A condutância generalizada também pode ser chamada de “número de Thouless” por ter

sido inicialmente introduzida por Thouless em 1974 [30]. A partida da Teoria de Escala é

um sólido formado por muitas caixas de volume Ld cada uma, onde d é a dimensão e L é

muito maior do que o tamanho microscópico. As caixas são compostas por muitos śıtios e

estão acopladas umas às outras. Considere agora dE/dN como sendo o espaçamento médio

dos ńıveis energéticos do hipercubo e ∆E definido usando a curvatura, para χ pequeno,

quando substitúımos as condições periódicas de contorno dadas por ψ(n+ 1) = ψ(1), por

condições antiperiódicas de contorno, ψ(n+ 1) = eiχ × ψ(1).
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As razões dE/dN
∆E

, W/T e 1/g são referentes ao grau da desordem do sistema e podem

ser relacionadas por:

g =
T

W
=

∆E

dE/dN
(1.5)

Estados estendidos são senśıveis às condições de contorno (∆E > dE/dN), en-

quanto estados localizados são insenśıveis a tais mudanças (∆E < dE/dN).

Como estamos no contexto de limite macroscópico, podemos escrever, pelo prinćıpio

da incerteza:

∆E = ~/tD (1.6)

onde tD é o tempo necessário para um pacote de onda eletrônico difundir até os contornos

da caixa [2].

Considerando que o elétron realiza um movimento browniano dentro da caixa,

temos:

tD = L2/D (1.7)

onde D é a constante de difusão.

A condutividade pode ser obtida pela Relação de Einstein:

σ = e2Dn(E) (1.8)

com n(E) sendo a densidade de estados média que pode ser escrita como uma função do

espaçamento médio entre os ńıveis:

n(E) =
1

LddE/dN
(1.9)

Unindo as equações 1.6, 1.7 e 1.8, obtemos:

∆E =
σ~

e2(L2n(E))
(1.10)

Como podemos ver, da equação 1.9:

dE/dN =
1

n(E)Ld
(1.11)
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Assim, é posśıvel tomar as duas últimas equações e substituir na equação 1.5 para

chegar ao número de Thouless:

g(L) = (~/e2)σLd−2 (1.12)

Aqui, σLd−2 é a condutância G em um cubo de d dimensões com lado L e condutividade

σ.

Como podemos ver, o número de Thouless g é uma função da escala L. A Teoria

de Escala estuda justamente a dependência de g com o comprimento de escala utilizado.

Para caixas de volume Ld
0, por exemplo, temos um determinado valor da condutância

generalizada g0 = g(L0). Para uma outra caixa de lados L = bL0, é posśıvel, pela Teoria

de Escala, obter o valor da nova condutância g exclusivamente pelo valor de g0 e do fator

de escala b. Se b for tratado como uma transformação cont́ınua, isto é b = 1 + ε, com

ε << 1, teremos que o comportamento da condutância g com o comprimento de escala L

é dada pela função β(g) definida por:

β(g) =
dlng(L)

dlnL
(1.13)

Se tivermos β positivo, significa que g cresce à medida que L cresce; enquanto um

β negativo indica um decréscimo de g com o crescimento de L. Supondo que β(g) tenha

um comportamento monotônico e uma variação lenta entre os limites g → 0 e g → ∞, é

esperado que, para uma, duas e três dimensões, se tenha o comportamento mostrado na

figura 1.16, onde temos β em função de g.

Como podemos ver, no limite de g muito grande ( T
W
>> 1), temos, pelas equações

1.12 e 1.13:

lim
g→∞

β(g) = d− 2 (1.14)

Desta forma, no limite de fraca desordem, β assume valor −1 em uma dimensão,

0 em duas dimensões e +1 em três dimensões. Já para valores muito pequenos de g

( T
W

<< 1), temos fraco acoplamento e forte desordem que levam a estados eletrônicos

localizados decaindo exponencialmente com a distância:

g α e−ρL (1.15)
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Figura 1.16: Comportamento qualitativo de β(g) para uma, duas e três dimensões.

Fonte: Zallen (1998).

Pela equação 1.13, vemos que, quando g → 0, o valor de β se aproxima de −∞,

não havendo assim transporte eletrônico em nenhuma dimensão. As setas que podem ser

visualizadas no diagrama de fluxo indicam o comportamento de g com a variação de L

para uma, duas e três dimensões. Podemos perceber que, para uma e duas dimensões,

as setas sempre apontam para uma direção, ou seja, g sempre diminui com o aumento

de L. Já para três dimensões, temos dois comportamentos posśıveis: abaixo de um certo
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gc (β(g) < 0), quando a condutância diminui à medida que L aumenta, o mesmo visto

nas outras dimensões; e acima de gc, quando g cresce com o aumento de L. O ponto gc

quando β(g) = 0 é chamado ponto fixo instável. Este comportamento dúbio para três

dimensões é justamente a transição metal-isolante, pois, para valores de g menores que

gc, a condutividade tende a zero, enquanto, para valores de g maiores que gc, é posśıvel

a existência de estados estendidos. O valor de gc permanece o mesmo independente da

mudança de escala. Por meio deste diagrama, também podemos observar que, em uma

dimensão, o valor de β sempre é negativo, assim, todos os valores de g fluem para o limite

localizado g = 0, concordando com a teoria de Mott que previa a localização dos estados

eletrônicos em sistemas unidimensionais desordenados, mesmo quando a desordem é fraca.

Em duas dimensões, g(l) descresce muito devagar com o aumento de L, fazendo a curva

da função se aproximar muito do eixo β = 0 para g grande.

Apesar de vários estudos terem comprovado a teoria da localização de Anderson,

recentemente, alguns trabalhos vêm mostrando que correlações entre as desordens podem

contribuir de forma significativa para a existência de estados estendidos em dimensões

iguais ou menores que dois [22, 23, 24, 25]. No caṕıtulo 2 desta dissertação vamos apre-

sentar nossos estudos sobre efeitos de correlações cruzadas em sistemas de cadeias duplas.
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Caṕıtulo 2

Métodos Utilizados

2.1 Construção do Modelo

Nosso modelo consiste de duas cadeias acopladas com N átomos cada uma, conhe-

cida na literatura como cadeia dupla. Um elétron colocado nesta cadeia dupla pode ir de

um śıtio a outro numa mesma cadeia ou pular de uma cadeia para o śıtio correspondente

na outra cadeia. A energia necessária para um elétron pular de um śıtio para outro na

mesma cadeia é chamada de energia de hopping longitudinal e a energia para ele passar de

uma cadeia para outra é chamada energia de hopping transversal. A energia potencial do

elétron em um dado śıtio da cadeia dupla é chamada de energia on site. Vamos considerar

que os śıtios de uma determinada cadeia possuem energias on site correlacionadas com as

energias on site dos śıtios correspondentes da outra cadeia. Cadeias do DNA apresentam

o chamado emparelhamento de bases que é um tipo de correlação cruzada. Em nossos

estudos, vamos considerar dois tipos distintos de correlações cruzadas: caso simétrico e

antissimétrico. Vamos descrever de forma detalhada cada caso.

Utilizaremos o ı́ndice s para nomear cada cadeia, assim, teremos s = 1 para a

primeira cadeia e s = 2 para a segunda. Inicialmente vamos considerar que as energias dos

śıtios da cadeia s = 1 são aleatoriamente escolhidas dentro do intervalo [−1, 1]. Para o caso

simétrico, consideramos as energias de śıtio correspondentes nas duas cadeias como sendo

iguais, (ϵs=1
j = ϵs=2

j ), e, no caso antissimétrico, as energias dos śıtios correspondentes tem

23
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mesmo módulo, porém sinais trocados, (ϵs=1
j = −ϵs=2

j ). Dentro deste contexto, a proposta

de nosso trabalho consiste em investigar o comportamento de uma função de onda quando

neste tipo de geometria de cadeia dupla e os efeitos das correlações cruzadas.

Vamos utilizar o modelo de Anderson, escrito sobre a geometria de cadeia dupla,

para investigar a dinâmica eletrônica neste sistema. Como vimos anteriormente, o Hamil-

toniano de Anderson em uma dimensão é dado por:

H =
∑

i

ϵi|i⟩⟨i| +
∑
i̸=j

Tij |i⟩⟨j| (2.1)

Se considerarmos apenas os primeiros vizinhos, a equação acima pode ser escrita

como:

H =
∑

i

ϵi|i⟩⟨i| +
∑

i

[Ti,i−1|i⟩⟨i− 1| + Ti,i+1|i⟩⟨i+ 1| ] (2.2)

Como nossa formulação possui duas cadeias lineares acopladas, precisamos fazer

algumas modificações no modelo de uma dimensão. Inicialmente, vamos considerar que s

representa a linha da cadeia, podendo assumir os valores de 1 ou 2; e c representa a coluna,

podendo assumir valores de 1 a j. Desta maneira, nosso sistema pode ser representado

por uma matriz com duas linhas e N colunas. Já o Hamiltoniano deverá ter a seguinte

forma:

H =
N∑

j=1

2∑
s=1

ϵsj|j, s⟩⟨j, s| +
N∑

j=1

2∑
s=1

V∥ |j, s⟩⟨j + 1, s|

+
N∑

j=1

2∑
s=1

V∥ |j, s⟩⟨j − 1, s| +
N∑

j=1

V⊥|j, 1⟩⟨j, 2| +
N∑

j=1

V⊥|j, 2⟩⟨j, 1| (2.3)

Ou, de uma forma mais simplificada:

H =
N∑

j=1

2∑
s=1

ϵsj|j, s⟩⟨j, s| +
N∑

j=1

2∑
s=1

V∥ |j, s⟩⟨j + 1, s|

+
N∑

j=1

2∑
s=1

V∥ |j, s⟩⟨j − 1, s| +
N∑

j=1

V⊥|j, s⟩⟨j, s| (2.4)
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Na equação acima, s é a linha oposta à linha s. Aqui, vamos considerar s = 1 e

s = 2. V⊥ é a energia de hopping de um śıtio na linha s para o śıtio correspondente na

linha s e vice-versa. Logo a matriz do Hamiltoniano será uma matriz 2Nx2N dada por:

H =



ϵ11 V∥ 0 . . . 0 V⊥ 0 0 . . . 0

V∥ ϵ12 V∥ 0 . . . 0 V⊥ 0 . . . 0

0 V∥ ϵ13 V∥ 0 . . . 0 V⊥ . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 . . . 0 V∥ ϵ1n 0 . . . 0 0 V⊥

V⊥ 0 . . . 0 0 ϵ21 V∥ 0 . . . 0

0 V⊥ 0 . . . 0 V∥ ϵ22 V∥ . . . 0

0 0 V⊥ 0 . . . 0 V∥ ϵ23 V∥ . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 0 . . . 0 V⊥ 0 . . . 0 V∥ ϵ2n


Como podemos perceber, aqui foram introduzidas duas variáveis: V∥ e V⊥. Estas

variáveis substituirão T , pois elas nada mais são do que as anergias de hopping, que,

aqui, fez-se necessário diferenciar a energia de hopping tranversal V⊥, quando o salto for

realizado de um śıtio em uma fita para o śıtio respectivo da outra fita, da energia de

hopping longitudinal V∥, quando o salto for realizado de um śıtio para o seu vizinho numa

mesma fita. Nosso objetivo é observar as propriedades eletrônicas do sistema ao longo do

tempo. Devemos então tomar a equação de Schrödinger dependente do tempo:

i~
d|Ψ s

j >

dt
= H|Ψ s

j > (2.5)

cuja solução, para o Hamiltoniano independente do tempo, é:

|Ψ s
j (t)⟩ = e−

iHt
~ |Ψ s

j (t = t0)⟩ (2.6)

No nosso modelo, escolhemos uma posição inicial para o elétron como sendo um
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certo orbital |j0, s0⟩. Desta forma, temos a posição inicial:

Ψ s
j (t = 0) = δjj0δss0 (2.7)

A exponencial dada na equação 2.6 é o operador evolução temporal. Podemos

considerar ~ = 1, dizer que U(∆t) = exp(−iH∆t) e, por fim, expandir a exponencial em

séries de Taylor. Assim, temos que o operador evolução temporal U(∆t) pode ficar como:

U(∆t) = e−iH∆t =
∞∑
l=0

1

l!
(−iH∆t)l = 1 +

∞∑
l=1

1

l!
(−iH∆t)l (2.8)

Aplicando o operador evolução temporal à função de onda inicial, podemos obter

a função de onda no tempo ∆t. O método pode ser usado recursivamente para se obter a

função de onda em qualquer momento t.

|Ψ s
j (∆t)⟩ = U(∆t)|Ψ s

j (t = t0)⟩

=

[
1 +

∞∑
l=1

1

l!
(−iH∆t)l

]
|Ψ s

j (t = t0)⟩

=

[
1 + (−iH∆t) +

1

2!
(−iH∆t)2 + ...

]
|Ψ s

j (t = t0)⟩

=
[
1 + A1H + A2H2 + ...

]
|Ψ s

j (t = t0)⟩

=

[
1 +

∞∑
l

AlH l

]
|Ψ s

j (t = t0)⟩

(2.9)

com Al = 1
l!
(−i∆t)l. Para encontrar H l|Ψ s

j (t = t0)⟩, vamos inicialmente definir:

H l|Ψ s
j (t = t0)⟩ =

N∑
j

2∑
s

(Cs
j )

l|j, s⟩ (2.10)

onde Cs
j é a amplitude de probabilidade do elétron se encontrar no śıtio j, s no instante t.
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Para l = 1, temos:

H1|Ψ s
j (t = t0)⟩ =

N∑
j

2∑
s

(Cs
j )

1|j, s⟩ (2.11)

Aplicando o Hamiltoniano na equação de Schrödinger:

i~
d|Ψ s

j >

dt
= H|Ψ s

j >

=
N∑
j

2∑
s

[ϵsjΨ
s
j |j, s⟩⟨j, s|j, s⟩ + V∥(Ψ

s
j |j, s⟩⟨j + 1, s|j, s⟩

+Ψ s
j |j, s⟩⟨j − 1, s|j, s⟩) + V⊥Ψ

s
j |j, s⟩⟨j, s|j, s⟩]

=
N∑
j

2∑
s

[ϵsjΨ
s
j + V∥(Ψ

s
j+1 + Ψ s

j−1) + V⊥Ψ
s
j ]|j, s⟩]

(2.12)

Unindo as duas últimas equações, percebemos que:

(Cs
j )

1 = ϵsjΨ
s
j + V∥

(
Ψ s

j+1 + Ψ l
j−1

)
+ V⊥Ψ

s
j (2.13)

Da mesma forma, quando aplicamos o Hamiltoniano duas vezes, temos:

H2|Ψ s
j (t = t0)⟩ = HH|Ψ s

j (t = t0)⟩ = H

N∑
j

2∑
s

(Cs
j )

1|j, s⟩ (2.14)
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Aplicando novamente o Hamiltoniano na equação acima:

H
N∑
j

2∑
s

(Cs
j )

1|j, s⟩ =

=
N∑
j

2∑
s

{ϵsj(Cs
j )

1|j, s⟩⟨j, s|j, s⟩ + V∥
[
(Cs

j )
1|j, s⟩⟨j + 1, s|j, s⟩ + (Cs

j )
1|j, s⟩⟨j − 1, s|j, s⟩

]
+V⊥(Cs

j )
1|j, s⟩⟨j, s|j, s⟩}

=
N∑
j

2∑
s

{ϵsj(Cs
j )

1 + V∥
[
(Cs

j+1)
1 + (Cs

j−1)
1
]
+ V⊥(Cs

j )
1}|j, s⟩ (2.15)

Por outro lado, temos, a partir da definição 2.10:

H2|Ψ s
j (t = t0)⟩ =

N∑
j

2∑
s

(Cs
j )

2|j, s⟩ (2.16)

nos permitindo escrever:

(Cs
j )

2 = ϵsj(C
s
j )

1 + V∥
[
(Cs

j+1)
1 + (Cs

j−1)
1
]
+ V⊥(Cs

j )
1 (2.17)

Aplicando o Hamiltoniano mais uma vez, temos:

H3|Ψ s
j (t = t0)⟩ = HH2Ψ s

j (t = t0)⟩ = H

N∑
j

2∑
s

(Cs
j )

2|j, s⟩ =

=
N∑
j

2∑
s

{ϵsj(Cs
j )

2 + V∥
[
(Cs

j+1)
2 + (Cs

j−1)
2
]
+ V⊥(Cs

j )
2}|j, s⟩ (2.18)

uma vez sabendo que:

H3|Ψ s
j (t = t0)⟩ =

N∑
j

2∑
s

(Cs
j )

3|j, s⟩ (2.19)

temos:

(Cs
j )

3 = ϵsj(C
s
j )

2 + V∥
[
(Cs

j+1)
2 + (Cs

j−1)
2
]
+ V⊥(Cs

j )
2 (2.20)
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o que nos permite escrever a relação de recorrência:

(Cs
j )

l = ϵsj(C
s
j )

l−1 + V∥
[
(Cs

j+1)
l−1 + (Cs

j−1)
l−1
]
+ V⊥(Cs

j )
l−1 (2.21)

e solucionar a evolução temporal dada em 2.9. Nossos resultados foram obtidos com

∆t = 0.5 e o somatório até l = 20. Uma vez encontrada a evolução temporal, podemos

calcular a raiz quadrada do desvio médio quadrático dado por:

σ(t) =

√∑
j

∑
s

[(j − j0)2 + (s− s0)2]|Ψ s
j (t)|2 (2.22)

A raiz quadrada do deslocamento médio quadrático σ é uma medida da largura

do pacote de onda ao longo do tempo. Considerando um pacote inicialmente localizado

em um único śıtio, ou seja Cs
j = δj,j0δs,s0 , o desvio médio quadrático inicial é nulo. Para

tempo longo, σ é uma média da largura final do pacote de onda. Se σ(t → ∞)/N for

independente de N é um ind́ıcio de que o sistema apresenta estados metálicos. Já se

σ(t→ ∞)/N diminui à medida que N cresce, o sistema apresenta estados localizados.

2.2 Método das Matrizes de Transferência

Um método simples que permite ter ideia do espalhamento da função de onda é o

método das matrizes de transferência. Além de simples, ele permite calcular o comprimento

de localização do pacote de onda sem precisar calcular os autoestados do Hamiltoniano.

A precisão numérica do comprimento de onda λ pode ser calculado durante todo o pro-

cesso; enquanto no método da diagonalização numérica, quando é necessário calcular os

autoestados, o erro só é estimado após o cálculo e, em geral, são necessárias médias sobre

várias amostras para reduzir as flutuações nas quantidades f́ısicas [2].

Partindo da equação de Schrödinger estacionária H|ψ⟩ = E|ψ⟩ e da expansão da

função de onda nos orbitais l, |ψ⟩ =
∑

l cl|l⟩, temos, para uma dimensão:
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E
∑

l

cl|l⟩ =

[∑
j

ϵj|j⟩⟨j| +
∑

j

(tj,j+1|j⟩⟨j + 1| + tj−1,j|j⟩⟨j − 1|)

]∑
l

cl|l⟩ (2.23)

E assim:

Ecl = ϵlcl + tl,l+1cl+1 + tl−1,lcl−1 (2.24)

Ou:

tl,l+1cl+1 = (E − ϵl)cl − tl−1,lcl−1 (2.25)

Como podemos ver, podemos escrever o passo seguinte em função dos passos ante-

riores. Escrevendo a equação anterior na forma matricial, temos:(
cl+1

cl

)
=

(
(E−ϵl)
tl,l+1

− tl−1,l

tl,l+1

1 0

)(
cl

cl−1

)
Como aqui estamos tratando do caso unidimensional, temos que cl−1, cl e cl+1 são

as amplitudes da função de onda nos śıtios l− 1, l e l + 1, respectivamente, ϵl é a energia

do śıtio l, tl,l+1, a energia de hopping entre os śıtios l e l + 1 e tl−1,l, a energia de hopping

entre os śıtios l − 1 e l.

A matriz

Tl =

(
(E−ϵl)
tl,l+1

− tl−1,l

tl,l+1

1 0

)

é conhecida como matriz de transferência e, se definirmos Cl+1 =

(
cl+1

cl

)
, e darmos a

condição inicial C0 =

(
c1

c0

)
, podemos obter as amplitudes da função de onda nos śıtios

N − 1 e N fazendo a multiplicação de todas as matrizes de transferência:
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CN =
N∏
l

Tl × C0 (2.26)

Uma vez encontradas as amplitudes da função de onda, podemos encontrar o ex-

poente Lyapunov, que é o inverso do comprimento de localização, definido como:

γ =
1

λ
= lim

N→∞

1

N
log

|CN |
|C0|

(2.27)

No limite termodinâmico, um coeficiente de Lyapunov indo a zero significa um

comprimento da função de onda muito grande, resultando num estado estendido. Já um

coeficiente de Lyapunov finito indica uma largura da função de onda também finita, ou

seja, o estado é localizado.

Se tivermos agora um sistema com M fitas, cada uma possuindo N śıtios com

N >> M , teremos então vetores c⃗l, com l = 1, 2, 3, ..., N , representando as M amplitudes

da função de onda numa linha deste sistema. Teremos, de maneira similar ao caso para

uma dimensão, a equação:

tl,l+1c⃗l+1 = (EI − Hl)⃗cl − tl−1,lc⃗l−1 (2.28)

onde tl,l+1 é uma matriz de ordem M ×M cuja diagonal representa os termos de hopping

entre as linhas l e l + 1, Hl é uma matriz tridiagonal de ordem M ×M representando o

Hamiltoniano da l-ésima linha isolada. Analogamente ao caso unidimensional, temos:(
c⃗l+1

c⃗l

)
=

(
(EI−Hl)

tl,l+1
− tl−1,l

tl,l+1

I 0

)(
c⃗l

c⃗l−1

)
com a matriz de transferência dada por [31, 2]:

Tl =

(
(EI−Hl)

tl,l+1
− tl−1,l

tl,l+1

I 0

)
E, da mesma forma que vimos anteriormente para uma dimensão:
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(
c⃗N

c⃗N−1

)
= TNTN−1TN−2...T1

(
c⃗1

c⃗0

)
=

N∏
n=1

Tm

(
c⃗1

c⃗0

)
Chamando o produto de todas as matrizes de transferência de QN , temos que o

Teorema de Oseledec [2, 32] prevê a existência de uma matriz limite Γ definida como:

Γ = lim
N→∞

(Q†
NQN)

1
2N (2.29)

Os logaŕıtimos naturais dos autovalores desta matriz Γ são os expoentes de Lya-

punov do produtório das matrizes de transferência QN . O menor expoente de Lyapunov

é o comprimento de localização λ [2]. Aparentemente, seria necessário apenas multiplicar

todas as matrizes de transferência para N grande, multiplicar o resultado pela sua trans-

posta para encontrar Γ e fazer a diagonalização numérica para encontrar os autovalores.

Entretanto, os autovalores de Q†
NQN crescem em diferentes taxas a ponto que os erros

numéricos tornam-se comparáveis so menor autovalor [2].

Para resolver este problema, ortonormalizamos as colunas da matriz QN após um

certo número de multiplicações. O intervalo entre as ortonormalizações pode ser ajustado

durante o cálculo recursivo e, em geral, varia de 5 a 20 passos de forma a se obter um erro

estat́ıstico menor que 5%. Sejam Bi as colunas da matriz QN , assim, a ortonormalização

é dada por:

Bi = [Bi −
∑
j<i

(Bj ·Bi)Bj]/b
(i) (2.30)

com

b(i) = |Bi −
∑
j<i

(Bj ·Bi)Bj| (2.31)

Com este método, cada coluna de QN é ortonormalizada em relação às outras. No

limite de N muito grande, as colunas convergem para autovetores correspondentes aos

autovalores em ordem decrescente. Assim, como a matriz QN é uma matriz de ordem

2M × 2M , a M -ésima coluna é o autovetor relacionado ao menor autovalor de QN . A

partir do menor autovalor que pode ser calculado recursivamente por:
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cMn = lnbMn + cMn−1 (2.32)

podemos encontrar o comprimento de localização:

λM = lim
N→∞

N

cMn
(2.33)

Quando N for finito, o comprimento de localização possui um erro estimado dado

por:

∆λM

λM

=

√
CM

n

(cMn )2
− 1

N0

(2.34)

onde N0 é o número de vezes que a ortonormalização foi aplicada e CM
n é calculado usando-

se:

CM
n = (lnbMn )2 + CM

n−1 (2.35)

2.3 Funções de Green

Uma outra maneira de calcular o coeficiente de Lyapunov é pelo método das funções

de Green. Uma das vantagens deste método é que ele não exige fazer as ortonormalizações

durante o cálculo recursivo como foi feito na seção anterior.

Considere um sistema N ×M , onde M é a largura da tira e N , seu comprimento,

onde N >> M . O esquema pode ser visto na figura 2.1. Seja HN o Hamiltoniano da

tira de dimensões N ×M . Se adicionarmos mais uma tira, teremos o Hamiltoniano dado

por [2, 3]:

HN+1 = HN + VN,N+1 +H0
N+1 (2.36)

onde VN,N+1 é a matriz dos hoppings que acopla a (N + 1)-ésima tira ao sistema anterior

com N tiras. O Hamiltoniano H0
N+1 é referente à (N + 1)-ésima tira isolada. A função

de Green para o novo sistema, GN+1, é determinada a partir da função de Green para o

sistema anterior, GN , e da função de Green para a tira isolada, G0. A matriz de Green que
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Figura 2.1: Representação de uma cadeia N ×M , com N >> M , e a adição de mais uma
fatia formando, então, uma cadeia N + 1 ×M .

Fonte: F. A B. F. de Moura (2003).

relaciona a primeira tira com a (N+1)-ésima tira é calculada pelas seguintes equações [2, 3]:

G
(N+1)
1,N+1 = GN

1,NVN,N+1G
N
N+1,N+1, (2.37)

G
(N+1)
N+1,N+1 = (E1 −H0

N+1,N+1 − VN,N+1G
N
N,NV

†
N,N+1)

−1, (2.38)

G1
1,1 = 1 (2.39)

G0
0,0 = 0 (2.40)

Encontramos o coeficiente de Lyapunov γM(E) para uma tira N ×M por meio de

GN
1,N da seguinte maneira:

γM(E) = −1

2
lim

N→∞

1

N
lnTr|GN1,N |2 (2.41)

A dificuldade deste método está em fazer as inversões das matrizes a cada interação.
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2.4 Densidade de Estados

A densidade de estados do modelo pode ser calculada através da diagonalização

numérica da representação matricial do Hamiltoniano (ver subsecção 2.1). O processo de

diagonalização do Hamiltoniano será feito utilizando a biblioteca LAPACK. A densidade de

estados formalmente é definida por DOS(E) =
∑

Ej
δ(E−Ej) onde Ej são as autoenergias

do Hamiltoniano obtidas através da diagonalização exata. Na prática, o cálculo numérico

da densidade de estados é feito através da aproximação δ(E−Ej) ≈ 1/∆E com ∆ = 0.05

ou menor. Basicamente o procedimento consiste de um histograma das autoenergias.
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Caṕıtulo 3

Resultados

Nossos resultados foram obtidos por meio da solução numérica da equação de

Schrödinger dependente do tempo para cadeias duplas de tamanhos variando de 1000

a 16000 śıtios em cada fita. A cada passo, calculamos o módulo do pacote de onda de

maneira que |1−
∑

js |Ψ s
j (t)|2| < 10−10 para garantir a convergência numérica dos resulta-

dos. Todas as médias foram tiradas com mais de 30 configurações de desordem, as quais

foram suficientes para manter as flutuações estat́ısticas muito menores que o valor médio

de todas as quantidades f́ısicas estudadas.

Nosso primeiro resultado (fig. 3.1) é o desvio médio quadrático do pacote de onda

em função do tempo e foi retirado a partir de uma cadeia com 4000 śıtios em cada linha.

Consideramos os dois tipos de correlações cruzadas: a correlação simétrica ( ϵs=1
j = ϵs=2

j )

e a correlação antissimétrica (ϵs=1
j = −ϵs=2

j ). Comparamos nossos cálculos com uma uma

cadeia dupla com desordem descorrelacionada. O módulo das energias usadas tanto para

o hopping transversal V⊥ quanto para o hopping longitudinal V∥ foi igual a 1.

Como podemos ver, o pacote de onda é mais espalhado para o caso antissimétrico

do que para os outros dois casos. Quando as energias dos śıtios correspondentes nas duas

linhas possuem o mesmo valor, o pacote de onda se comporta de maneira muito semelhante

a uma cadeia dupla com desordem não correlacionada.

No segundo e terceiro resultados (fig. 3.2 e fig. 3.3, respectivamente), reescalamos

o desvio médio quadrático do pacote de onda e o tempo, dividindo-os pelo tamanho da
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Figura 3.1: Desvio médio quadrático do pacote de onda σ em função do tempo t. A
localização é mais fraca para o caso antissimétrico, quando o pacote de onda se espalha
por 50 a 60 śıtios. Para o caso simétrico, temos um espalhamento da função de onda por
menos de 10 śıtios, resultado muito próximo do caso sem correlação.

cadeia N. Foram tomadas cadeias de tamanhos de 1000 a 16000 śıtios e os valores tomados

para as energias de hopping V⊥ e V∥ foram iguais a 1. Pudemos, com estes resultados, ter

uma ideia da proporção entre o espalhamento do pacote de onda e o tamanho da cadeia.

O comportamento esperado para estados estendidos num tempo muito grande é

que todas as curvas colapsem em uma única curva, pois significa que o elétron consegue

se locomover por toda a extensão do material num tempo longo e σαt.

Como podemos ver nas figuras 3.2 e 3.3, os desvios médios quadráticos reescalados

decrescem à medida que as amostras aumentam de tamanho. Isto indica que o elétron

consegue se locomover apenas por uma pequena região do espaço e, quando dividido
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Figura 3.2: Comprimento do pacote de onda dependente do tempo reescalado σ/N em
função do tempo reescalado t/N para correlação cruzada simétrica

o comprimento do pacote de onda pelo número de śıtios, esta razão diminui à medida

que o tamanho da amostra aumenta. Como foi dito anteriormente, para haver transporte

eletrônico, seria necessário que, para um tempo muito grande, todas as curvas colapsassem

em uma única curva independentemente do tamanho das cadeias. Desta forma, podemos

ver, por meio das duas figuras, que não existem estados realmente estendidos no limite

termodinâmico mesmo para o caso das correlações cruzadas antissimétricas. Este fato

está de acordo com o que já havia sido obtido anteriormente [27, 28, 29] de que apenas

a correlação cruzada não seria suficiente para levar a uma transição metal-isolante num

modelo desordenado de dois canais.

Por outro lado, se fizermos uma comparação entre os resultados obtidos para cor-
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Figura 3.3: Comprimento do pacote de onda dependente do tempo reescalado σ/N em
função do tempo reescalado t/N para correlação cruzada antissimétrica

relações simétrica e antissimétrica nas figuras 3.2 e 3.3, vemos que, para a correlação

antissimétrica, o desvio médio quadrático do pacote de onda reescalado satura em cerca

de uma ordem de grandeza a mais do que para o caso da correlação simétrica. O caso da

correlação antissimétrica é semelhante ao caso estudado por Caetano e Schulz em [26] no

qual o DNA sintético também possúıa a caracteŕıstica ϵ+1
j + ϵ−1

j = 0 e pensou-se haver

uma transição metal-isolante. Diante desta questão importante, fizemos um estudo mais

detalhado desta situação.

Vamos analisar do ponto de vista anaĺıtico o efeito das correlações cruzadas no

transporte eletrônico no modelo de cadeia dupla. Inicialmente vamos considerar o caso com

correlações cruzadas simétricas na distribuição de desordem. Vamos considerar o Hamil-
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Figura 3.4: Largura σ do pacote de onda em função do tempo mantendo a energia de śıtio
igual a 1 e variando a energia de hopping de 1 a 5. À medida que o acoplamento entre as
cadeias fica mais forte, mais fraca é a localização.

toniano de um de um d́ımero (ϵ+1
j , ϵ−1

j ). Lembrando que, no caso de correlações cruzadas

simétricas ϵ+1
j = ϵ−1

j , os d́ımeros isolados possuem autoenergias dadas por λ1 = ϵj − V⊥ e

λ2 = ϵj + V⊥. No regime de forte acoplamento entre as cadeias, estes dois modos não po-

dem ser misturados pelo acoplamento entre o par. Logo, como nossa cadeia dupla consiste

de uma sequência de d́ımeros deste tipo, o modelo de dois canais com correlações cruzadas

simétricas deve se comportar como duas cadeias aleatórias desacopladas com energias on

site dadas por ±V⊥. Portanto, o sistema apresenta desordem macroscópica com largura

fixa. Dentro deste cenário, a cadeia dupla com correlações simétricas deve apresentar pro-

priedades de localização semelhante as propriedades encontradas em cadeias duplas com

desordem não correlacionada. Esta análise é totalmente compat́ıvel com os resultados da

figura 3.2. Por outro lado, uma análise mais detalhada do caso de correlações cruzadas
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Figura 3.5: Comprimento do pacote de onda reescalado σ/N em função do tempo reesca-
lado t/N para cadeias com 1000 a 16000 śıtios com V = 1 e V⊥ variando de 1 a 5. Como
σ/N diminui à medida que N aumenta, fica clara a localização do pacote de onda.

antissimétricas revela resultados diferentes. Lembrando que, neste caso ϵ+1
j = −ϵ−1

j , o

Hamiltoniano de um d́ımero isolado possui autoenergias dadas por λ1 =
√
ϵ2j + V 2

⊥ e

λ2 = −
√
ϵ2j + V⊥2 . No regime de forte acoplamento entre as cadeias, estas autoenergias

podem ser escritas como ±V⊥ + ϵ2j/2V⊥. Novamente, estes modos não são efetivamente

misturados pelo acoplamento entre as cadeias e o sistema deve se comportar como duas

cadeias aleatórias independentes. Entretanto, observe que desordem efetiva é reescalada

pelo termo 1/V⊥. Portanto, para fortes acoplamentos entre as cadeias, o modelo de cadeia

dupla com correlações cruzadas antissimétricas apresenta uma desordem efetiva fraca. O

enfraquecimento da desordem efetiva pela presença de correlações cruzadas antissimétricas

favorece a propagação eletrônica, como observamos numericamente no estudo da evolução
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Figura 3.6: Densidade de estados DOS(E) versus energia E para cadeias duplas com
energias de hopping V⊥ = V∥ = 1. Consideramos correlações cruzadas simétricas, antis-
simétricas e também o caso descorrelacionado. Diagonalização numérica do Hamiltoniano
com N = 5000. Utilizamos 500 amostras para fazer médias e diminuir a flutuação. Nos-
sos resultados indicam que, independente do tipo de correlação utilizada, a densidade de
estados apresenta um perfil t́ıpico de cadeia dupla desordenada.

temporal de um pacote inicialmente localizado ( figura 3.3). Entretanto, temos que salien-

tar que este tipo de correlação cruzada não é suficiente para promover o aparecimento de

estados estendidos.

Vamos apresentar agora uma análise mais detalhada das propriedades de localização

da cadeia dupla com correlações cruzadas e a dependência com o acomplamento entre

as cadeias V⊥. Vamos examinar o comportamento da função de onda dependente do

tempo quando aumentamos o acoplamento entre as cadeias, ou seja, quando o valor de V⊥

aumenta.
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Figura 3.7: Densidade de estados DOS(E) versus energia E para cadeias duplas com
energias de hopping V∥ = 1 e V⊥ = 5. Podemos observar claramente que a cadeia dupla com
correlações cruzadas antissimétricas apresenta uma densidade de estados suave, semelhante
a duas cadeias puras desacopladas com energias +V ⊥ e −V ⊥.

Na figura 3.4, temos a largura do pacote de onda σ em função do tempo para valores

da energia de hopping V⊥ variando de 1 a 5 para a correlação cruzada antissimétrica. O

valor da energia de hopping V∥ foi mantido constante igual a 1. O tamanho da cadeia

foi de 4000 śıtios. Percebemos que, para V⊥ = 1, a largura σ do pacote de onda satura

em torno de 50 śıtios e cresce à medida que aumentamos o valor da energia de hopping

transversal V⊥, chegando a mais de 500 śıtios para V⊥ = 5. Conforme já esperávamos, o

grau de localização do pacote de onda diminui quando aumentamos o acoplamento entre as

cadeias. Observe, entretanto, que este aumento na largura do pacote de onde não indica

uma transição metal-isolante. Podemos observar isso fazendo uma análise de escala do
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Figura 3.8: a) Comprimento de localização para cadeias duplas com N = 107 e consi-
derando correlações cruzadas simétrica, antissimétrica e o caso com desordem não cor-
relacionada. Resultados obtidos para V⊥ = V∥ = 1. b) Mesmo cálculo efetuado no caso
(a) sendo que com V∥ = 1 e V⊥ = 5. Observe que o caso com correlação antissimétrica
tem em geral um comprimento de localização maior do que os demais casos. Para forte
acoplamento entre as cadeias, este resultado fica ainda mais pronunciado.

desvio médio quadrátrico σ do pacote.

Consideramos os mesmos valores das energias V⊥ e V∥ e reescalamos a largura σ e

o tempo pelo número de śıtios N . O tamanho da amostra variou de 1000 a 16000 śıtios.

O resultado pode ser visto na figura 3.5. Como podemos ver, a razão σ/N diminui com o

aumento de N . Nossos resultados numéricos sugerem que σ/N → 0, mesmo no regime de

forte acoplamento entre as cadeias, ou seja, estados localizados no limite termodinâmico.

Logo, como previmos através da análise anaĺıtica, no limite de forte acoplamento entre
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Figura 3.9: Maior comprimento de localização Λmax para os diversos tipos de cadeias
duplas consideradas neste trabalho em função do acoplamento entre as cadeias V⊥. Nossos
resultados numéricos sugerem que Λmax ∝ (V⊥)2.

as cadeias, as correlações cruzadas antissimétricas induzem uma considerável redução do

grau de localização entretanto não existem estados realmente estendidos no sistema.

Na figura 3.6, apresentamos nossos resultados para a densidade de estados DOS(E)

versus energia E para cadeias duplas com correlações cruzadas simétricas, antissimétrica e

para uma cadeia dupla com distribuição de desordem não correlacionada. Os valores para

as energia de hopping V⊥ e V∥ foram iguais a 1. O cálculo numérico foi feito diagonalizando

o Hamiltoniano usando N = 5000. Utilizamos 500 amostras para fazer médias e diminuir

a flutuação. Nossos resultados para a densidade de estados são coerentes com os resulta-

dos da dinâmica eletrônica e a abordagem anaĺıtica. Independente do tipo de correlação

utilizada, a densidade de estados apresenta um perfil t́ıpico de cadeia dupla desordenada.
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Na figura 3.7, apresentamos resultados semelhantes aos apresentados na figura 3.6,

sendo agora com energia de hopping V⊥ = 5. Podemos observar claramente que, neste caso

de forte acoplamento entre as cadeias, o sistema com correlações cruzadas antissimétrica

apresenta uma densidade de estados suave, semelhante a duas cadeias puras desacopladas

com energias +V⊥ e −V⊥. Este resultado também é totalmente compat́ıvel com os resulta-

dos anteriores numéricos e a previsão anaĺıtica de desordem fraca quando V⊥ é aumentado.

Agora vamos apresentar nossos resultados do comprimento de localização. Na figura

3.8, calculamos o comprimento de localização uilizando cadeias duplas com N = 107 e

consideramos correlações cruzadas simétricas, antissimétrica e o caso com desordem não

correlacionada. Na figura 3.8a temos os resultados com V⊥ = V∥ = 1. Observe que o caso

com correlação antissimétrica tem em geral um comprimento de localização maior do que

os demais casos. Para forte acoplamento entre as cadeias, este resultado fica ainda mais

pronunciado. Na figura 3.8b, analisamos o caso com V∥ = 1 e V⊥ = 5. Podemos observar

claramente o comprimento de localização do caso com correlação antissimétrica excede os

demais em quase quatro ordens de grandeza.

Na figura 3.9 analisamos como o maior comprimento de localização Λmax destas

cadeias duplas cresce com o acoplamento entre as cadeias V⊥. Nossos resultados numéricos

sugerem que Λmax ∝ (V⊥)2. Vamos tentar entender este resultado seguindo nossa análise

anaĺıtica do problema da cadeia dupla com correlações antissimétricas. Mostramos que, à

medida que o acomplamento V⊥ diverge, a desordem efetiva na cadeia tende a zero da forma

1/V⊥. Vamos lembrar que, em sistemas unidimensionais desordenados, o comprimento de

localização é inversamente proporcional ao quadrado da largura da desordem. Desta forma,

considerando que nossa cadeia dupla é um sistema basicamente unidimensional, podemos

mostrar que o comprimento de localização diverge com Λmax ∝ 1/W 2 = (V⊥)2. Este

resultado está em plena concordância com nossa análise numérica apresentada na figura

3.9.
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Caṕıtulo 4

Conclusão

Neste trabalho de mestrado, estudamos detalhadamente a dinâmica eletrônica em

cadeias duplas com correlações cruzadas na distribuição de desordem. Diversos sistemas

de interesse atual apresentam uma geometrica quasiunidimensional composto por duas

cadeias desordenadas acopladas. Um exemplo t́ıpico são as cadeias do DNA. O DNA é

basicamente uma cadeia dupla que apresenta uma sequência aleatória de bases emparelha-

das. O emparelhamento G−C(C −G) ou A− T (T −A) é um tipo de correlação cruzada

encontrada em sistemas reais. Em nosso estudo, consideramos modelos de cadeias duplas

com correlações cruzadas simétricas e antissimétrica. No caso simétrico, as energias on

site das duas cadeias são idênticas ( ϵs=1
j = ϵs=2

j ) enquanto que, no caso antissimétrico,

as energias possuem o mesmo módulo, porém com sinais trocados ( ϵs=1
j = −ϵs=2

j ). Es-

tudamos a dinâmica eletrônica neste tipo de geometria usando o formalismo proposto

por Anderson. Dentro desta abordagem, utilizamos diversas técnicas numéricas: solução

da equação de Schrödinger dependente do tempo, diagonalização exata do Hamiltoni-

ano, métodos de funções de Green e o método da matriz de transferência. Em todas as

abordagens utilizadas, nossos resultados indicam que as correlações cruzadas do tipo an-

tissimétricas desempenham um papel importante no transporte eletrônico. Especialmente

quando o acoplamento entre as cadeias é forte, o comprimento de localização cresce di-

versas ordens de grandeza se comparado com o caso com correlações cruzadas simétricas.

Fizemos uma análise numéria e anaĺıtica criteriosa do modelo e mostramos que este tipo
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de correlação induz uma diminuição da largura de desordem do modelo. Outro aspecto

importante de nosso trabalho foi mostrar que, apesar do crescimento do comprimento

de localização em sistemas com correlações cruzadas, este tipo de modelo não apresenta

transição metal-isolante. De fato, o aumento do comprimento de localização pode ser im-

portante no transporte eletrônico em sistemas finitos, entretanto, no limite termodinâmico,

não existem estados metálicos.

Uma perspectiva de nosso trabalho seria o estudo do efeito de campos externos,

assim como considerar a presença de mais cadeias acopladas com estes modelos de cor-

relações cruzadas, algo semelhante ao que existe no DNA, a presença de uma cadeia de

açucar-fósforo.
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